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L’ouvrage  que  M.  Turrière  et  moi  offrons  au  public  diffère,  par  sa 
forme etson  esprit,  des  ouvrages  similaires,  à  tel  point  qu’il  est  nécessaire 
d’exposer  les  principes  auxquels  nous  avons  obéi.  C’est  au  bon  sens  de 
l’étudiant  que  nous  nous  adressons.  Au  surplus,  l’étude  d’un  cas  particu¬ 
lier  nous  amène  à  édifier  le  système  pédagogique  convenable  à  la 
majorité  des  jeunes  gens  qui  suivent  les  Cours  de  nos  Facultés;  il  nous 
permet  de  définir  en  quoi  consiste  la  Culture  générale  scientifique, 
,  dont  on  parle  beaucoup  sans  guère  prendre  la  peine  d’y  réfléchir. 

* 

‘  W  w 

•  *■>  ;  *  ■ 

A  mesure  que  la  Science  pure  se  développe,  elle'  se  différencie  en 
sciences  distinctes,  qui  évoluent  ensuite  de  manières  indépendantes. 
Elles  constituent  ce  qu’on  appelle  quelquefois  des  cc  disciplines  particu¬ 
lières  ».  y 

i  Travaillées  par  des  spécialistes  peu  nombreux,  mais  qui  lui  consacrent 

leur  existence  entière,  chacune  de  ces  spécialités  oublie  bientôt  ses  ori¬ 
gines,  son  but  initial,  son  utilité  et  ses  applications.  Les  méthodes  qu’elle 
adopte  sont  les  meilleures  pour  son  développement  propre;  mais  elles 

t  diffèrent  des  méthodes  les  plus  favorables  au  développement  des  sciences 
pures  spécialisées  voisines. 

C’est  ainsi  que  la  Dynamique  abstraite  a  cessé  d’être  l’étude  des  forces 
en  tant  qu’elles  produisent  le  mouvement,  pour  devenir  le  développe- 
•  ment  de  certaines  équations.  Les  mots  expérimentaux  sont  restés  comme 
Jv a  des  vestiges  de  l’ancienne  Dynamique;  l’esprit  n’est  pas  demeuré  le 

Ùk;  même. 

^  ^ 

A  Dieu  ne  plaise  que  je  blâme,  dans  la  science  pure  comme  dans  la 
technique,  une  spécialisation  nécessaire  au  progrès!  Il  est  heureux  que 
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des  hommes  consentent  à  se  mettre  des  œillères  théoriques  ou  indus¬ 
trielles,  et  tracent  un  sillon  profond,  dussent- ils  ne  plus  voir  le  sillon 
voisin  ! 

Mais  le  problème  est  de  savoir  dans  quelle  mesure  les  Sciences  pures 
spécialisées  restent  matière  à  enseignement  pour  la  majorité  des  étu¬ 
diants.  La  question  scientifique  se  double  d’une  question  économique 
et  sociale.  , 

Pour  spécialisée  que  soit  une  discipline,  convenons  qu’elle  a  droit  à 
l’existence  non  seulement  livresque,  mais  budgétaire;  il  est  bien  qu’elle 
soit  représentée  dans  quelque  Faculté  par  un  professeur,  devrait-il  parler 
devant  un  très  petit  nombre  d’étudiants.  On  lui  fournit  par  ce  moyen 
une  raison  de  composer  un  cours,  de  mettre  en  forme  la  science  qui 
l’occupe,  de  créer  une  tradition. 

Mais  je  crois  d'une  mauvaise  pédagogie  d’inciter  la  majorité  de  nos 
élèves  à  l’étude  des  sciences  pures  spécialisées. 

Par  exémple,  de  ce  que  la  Cinématique  a  droit  à  l’existence,  il  ne  suit 
pas  que  nos  étudiants  tireront  profit  d’un  cours  annuel  où  défilera  plus 
de  Géométrie  pure  que  de  Cinématique  applicable.  Il  est  inutile  de  les 
initier  à  des  méthodes  excellentes  pour  le  développement  de  la  discipline 
en  question,  mais  qui  ne  sont  utilement  applicables  ni  aux  disciplines 
voisines,  ni  même  aux  applications  de  la  première. 

Quelques  professeurs  disent  avec  conviction  :  «  Qui  peut  le  plus  peut 
le  moins!  »  Admirable  pédagogie  de  prendre  un  marteau  pilon...  quand 
il  s’agit  de  scier  une  planche! 

En  majorité,  les  étudiants  actuels  sont  de  futurs  ingénieurs  ;  ils  se  des¬ 
tinent  aux  carrières  industrielles  (privées  ou  publiques)  où  la  science  est 
nécessaire.  Ils  voient  dans  la  science,  non  pas  un  sujet  de  méditation, 
mais  un  outil  ;  ils  ne  s’intéressent  qu’àrson  aspect  économique.  Ils  con¬ 
çoivent  l’enseignement  supérieur  comme  éducatif  assurément,  mais 
comme  tout  autre  chose  qu’une  discussion  de  mandarins. 

Ils  s’aperçoivent  vite  que  les  Sciences  pures  spécialisées  entraînent 
une  dépense  exagérée  de  temps,  pour  un  profit  d’un  autre  ordre  et 
trop  chèrement  payé.  Ils  constatent  que  les  procédés  avantageux  pour 

le  développement  propre  de  ces  disciplines  perdent  leur  précellence 

/ 

dans  les  applications,  du  fait  même  de  leur  trop  grande  généralité. 

Ils  ne  se  refusent  pas  à  des  études  théoriques,  pourvu  qu’elles  soient 
rémunérées  par  une  plus  grande  puissance  intellectuelle  dans  leurs 
futures  occupations  ;  ils  ne  croient  plus  à  l’efficacité  des  exercices  d’assou¬ 
plissement  indéfiniment  répétés. 

Bref,  ils  exigent  que  l’on  étarlisse  pour  eux  une  Science  générale, 
exactement  appropriée  a  leurs  besoins,  aussi  élevée  qu’on  voudra, 
mais  ayant  des  rapports  évidents  avec  les  travaux  qui  seront  leur 

GAGNE-PAIN. 

En  dehors  des  Sciences  pures  spécialisées  et  au  moyen  de  leurs 
résultats,  est-il  possible  de  constituer  une  Éducation  scientifique  géné- 
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rale?  La  réponse  à  cette  question  est  la  justification  de  l’ouvrage  que 
nous  offrons  au  public. 

★ 

*  * 

Ces  questions  devraient  être  depuis  longtemps  résolues,  mais  elles 
butent  contre  un  écueil  que  je  ne  me  lasserai  pas  de  signaler  :  l’absence 
d’une  critique  scientifique  constituée  comme  la  critique  littéraire,  ayant 
des  doctrines  et  les  défendant;  entreprise  au  surplus  très  facile,  parce 
que  moins  subjective. 

On  ne  résout  un  problème  qu’en  fournissant  un  énoncé  et  qu’en  cher¬ 
chant  une  solution.  Mais  si,  pour  une  raison  quelconque,  on  décerne  des 
éloges  identiques  simultanément  à  des  solutions  contradictoires,  il  est 
clair  que  la  question  n’avancera  pas  d’une  semelle  et  que  la  confusion 
s’épaissira.  Certes,  je  suis  infiniment  loin  de  me  plaindre  des  comptes 
rendus  dont  mes  livres  ont  été  l’objet;  mais  comme,  dans  les  mêmes 
recueils,  les  tendances  absolument  opposées  étaient  louées  parfois  dans 
les  mêmes  termes,  je  suis  arrivé  à  considérer  les  louanges  avec  quelque 
scepticisme. 

Cette  absence  de  doctrines  ou  cette  peur  de  les  montrer  sont  nuisibles. 
Quand  on  a  défini  les  étudiants  qu’on  vise,  les  qualités  qu’on  veut  déve¬ 
lopper  chez  eux,  la  méthode  à  suivre  s’impose  et  elle  est  unique.  En 
conséquence,  je  m’efforce  de  transporter  les  questions  pédagogiques  hors 
du  cercle  restreint  des  spécialistes,  devant  l’étudiant,  impuissante  vic¬ 
time  de  nos  erreurs'.  Il  faudra  enfin  comprendre  que  des  ouvrages  très 
dissemblables  peuvent  être  simultanément  excellents  s’ils  s’adressent  à 
des  publics  différents,  mais  que,  pour  le  même  public  et  pour  atteindre 
le  même  but,  il  n’est  pas  trente -six  procédés. 

Au  surplus,  si  je  me  trompe,  qu’on  le  dise.  Comme  l’énonce  admira¬ 
blement  Bacon  :  «  L’erreur  est  bien  moins  à  craindre  que  la  confu¬ 
sion  !  » 

* 

*  * 

Donc  il  faut  constituer  une  Culture  générale  scientifique.  Pour 
qu’on  ne  voie  pas  dans  ces  mots  un  reniement  des  opinions  que  j’ai  tou¬ 
jours  défendues,  je  déclare  qu’elle  n’a  rien  de  commun  avec  le  P.  C.  N. 
et  autres  enseignements  superficiels  dont  nos  modernes  philosophes 
sont  étrangement  fiers. 

Les  sciences  pures  spécialisées  sont  parfois  nommées  ((  disciplines  par¬ 
ticulières  »,  à  cause  du  peu  d’étendue  de  leur  objet;  elles  rachètent  en 
profondeur  ce  qu’elles  perdent  en  surface;  elles  traitent  donc  leur  objet 
dans  son  détail  et  sa  généralité.  La  Science  générale  que  nous  croyons 
indispensable  à  la  majorité  des  étudiants  est,  non  pas  superficielle, 
mais  relativement  très  étendue  en  surface  :  elle  perd  naturellement  en 
profondeur  ce  qu’elle  acquiert  d’un  autre  côté.  Comme  elle  doit  se  gar¬ 
der  d’être  superficielle,  elle  se  contentera  d’étudier  de  ses  multiples 
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objets  les  aspects  les  plus  simples  et  les  plus  concrets  :  en  ce  sens,  elle 
s’occupe  du  particulier  et  du  contingent. 

Plus  étendue,  elle  est  moins  compréhensive,  tandis  que  les  sciences 
pures  spécialisées  (disciplines  particulières  dans  leur  objet)  sont  moins 
étendues,  mais  plus  compréhensives. 

Il  faut  nous  garder  par-dessus  tout  d’être  superficiels.  Mais  ce 
n’est  pas  pour  nous  un  défaut  que  de  limiter  aux  questions  les  plus 
expérimentales  et  les  plus  utiles  les  emprunts  faits  à  chacune  des  sciences 
pures  spécialisées. 

Précisons  par  un  exemple. 

L’Astronomie  est  une  science  pure  très  spécialisée.  Envisagée  comme 
•telle,  elle  n’a  d’intérêt  que  pour  les  astronomes  de  métier.  Supposons 
utile  de  maintenir  l’Astronomie  dans  notre  Science  générale  :  nous  ne 
traiterons  que  quelques  problèmes  essentiels,  que  nous  étudierons  sans 
excès  de  rigueur  formelle,  mais  avec  tout  le  développement  expérimen¬ 
tal  nécessaire  pour  qu’on  les  entende  bien  et  pour  qu’au  besoin  on  les 
applique.  Ces  problèmes,  nous  les  connaîtrons  aussi  complètement, 
voire  plus  complètement  que  les  spécialistes  qui  les  méprisent  comme 
trop  faciles. 

On  saisit  maintenant  l’erreur  pédagogique  de  nos  adversaires.  Elle 
consiste,  sous  prétexte  de  culture  générale,  à  astreindre  tous  les  étu¬ 
diants  à  l’étude  de  quelques  sciences-  pures  spécialisées.  Cette  spéciali¬ 
sation  honnie  par  eux  quand  il  s’agit  des  carrières  industrielles,  ils  la 
réclament  au  profit  de  leurs  propres  occupations. 

★ 

*  * 

Les  principes  posés  expliquent  la  genèse  du  présent  ouvrage. 

Les  mathématiques  pures  se  sont,  constituées  en  un  très  grand  nombre 
de  sciences  spécialisées,  de  disciplines  particulières.  Les  connaître  toutes 
est  impossible.  Cependant,  pour  la  plupart,  elles  ont  des  parties  appli¬ 
cables,  elles  résolvent  des  problèmes  indispensables  à  la  technique. 

Jusqu’à  présent  en  France  on  imposait  à  l’étudiant  le  détail  de  quelques- 
unes.  Le  résultat  se  prévoit  aisément  :  des  parties  de  la  science  qu’il  était 
censé  approfondir,  il  ne  tirait  aucun  profit,  parce  que  les  méthodes 
propres  à  leur  développement  ne  sont  pas  les  plus  favorables  à  l’appli¬ 
cation  ;  pour  l’application,  tout  était  à  recommencer,  dans  un  esprit  dif¬ 
férent.  Des  autres  parties  de  la  science  il  ne  savait  rien  ;  au  moins  avait-il 
conservé  une  virginité  d’esprit  qui  lui  rendait  la  besogne  ultérieure  plus 
facile  ! 

Une  pareille  pédagogie  ne  pouvait  durer  :  on  pensa  qu’il  fallait 

CRÉER  UN  ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE  GÉNÉRAL.  J’ai  dit  ailleurs  Ce  qu’il 
advint  de  cette  réforme  sous  l’impulsion  des  spécialistes,  de  ceux  même 
dont  il  aurait  fallu  se  défier  expressément.  Ils  se  méprirent  sur  les 
données  fondamentales  du  problème  et  ne  surent  pas  quitter  bravement 
leurs  habitudes. 
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Dans  chacune  des  sciences  mathématiques  particulières,  il  faut  déter- 
minerJes  propositions  indispensables,  et,  sans  souci  des  cadres  tradition¬ 
nels,  les  élaborer  suivant  la  méthode  qui  les  rend  le  plus  immédiatement 
assimilables. 

Les  matières  conservées  forment  deux  groupes.  Les  unes  se  disposent 
aisément  en  un  Cours  suivi;  elles  constituent  le  ce  Cours  de  Mathéma¬ 
tiques  Générales  »  que  j’ai  publié  en  1911.  Les  autres  sont  moins  faciles 
à  fondre;  M.  Turrière  et  moi  en  avons  composé  les  «  Exercices  et  com¬ 
pléments  de  Mathématiques  Générales  »  que  nous  offrons  au  public. 

,  .  • 

★ 

+  * 

Une  difficulté  d’un  autre  ordre  se  présentait  :  le  peu  de  temps  dont 
disposent  nos  élèves. 

Heureusement  une  remarque  change  la  face  de  la  question. 

Pourquoi  ne  pas  utiliser  le  temps  consacré  aux  exercices  à  augmenter 
(sans  presque  qu’ils  s’en  doutent)  les  connaissances  de  nos  étudiants? 
Pourquoi  ne  pas  proposer  à  leurs  efforts  personnels  la  recherche  de  pro¬ 
positions  que  nous,  professeurs,  savons  ultra-classiques,  dont  il  est 
impossible  de  surcharger  leurs  programmes,  mais  qui  les  frapperont 

ET  RESTERONT  DANS  LEURS  ESPRITS  D’AUTANT  MIEUX  QU’lLS  LES  AURONT 

comme  redécouvertes  par  leurs  propres  moyens?  S’ils  sont  persuadés 
que  les  exercices  résolus  sont  un  acquit  pour  leur  bagage  scientifique 
utilisable,  qu’ils  forment  un  tout  cohérent,  ils  seront  plus  disposés  à  les 
traiter  patiemment  à  la  file. 

Double  acquit  et  pour  leur  science  et  pour  leur  sagacité! 

Conséquemment,  alors  que  le  principal  souci  des  auteurs  d’exercices 
est  de  prouver  leur  érudition  par  la  nouveauté  des  problèmes  qu’ils 
recueillent  (tâche  puérile,  puisqu’on  peut  évaluer  à  25000  le  nombre  des 
énoncés  actuellement  publiés),  notre  originalité  est  dans  la  manière 
d’ordonner  des  questions  fort  connues. 

La  malchance  a  voulu  que,  dans  la  plupart  des  recueils  qui  me  sont 
tombés  sous  la  main  (inutile  de  dire  que  les  matériaux  utilisés  par  nous 
sont  d’espèce  bien  différente),  on  ait  mis  une  sorte  de  coquetterie  à  sup¬ 
primer  tout  lien  entre  les  questions  à  résoudre.  Il  semble  qu’on  ait  eu 
peur  d’être  accusé  de  publier  un  cours  :  nous  aurions  peur  qu’on  nous 
accusât  de  ne  pas  en  publier  un. 

Mais  la  nature  de  notre  cours  est  très  particulière. 

C’est  un  cours  où  nous  laissons  une  grande  partie  de  la  besogne  au 
lecteur.  Nous  lui  montrons  le  chemin,  le  but  à  atteindre;  nous  lui  pré¬ 
parons  le  travail  :  à  lui  de  combler  les  lacunes  de  nos  raisonnements. 
Même  quand  sa  part  de  découverte  sera  très  réduite,  il  trouvera  un  profit 
considérable  à  mettre  en  forme,  sans  passer  les  intermédiaires,  ce  que 
nous  indiquons  seulement.  Qu’il  soit  assuré  que  de  ces  solutions,  il  en 
comprendra  plus  tard  l’utilité  :  sans  crainte  de  perdre  sa  peine,  il  peut 
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les  mettre  au  net  et  les  adjoindre  au  volume;  physicien  ou  ingénieur,  i{ 
aura  l’occasion  de  les  utiliser  plus  tard. 

Pour  éviter  que  quelques-uns  ne  se  récrient  sur  la  forme  inaccoutumée 
que  nous  donnons  aux  Exercices,  examinons  en  quoi  consiste  un  exer¬ 
cice.  Il  s’agit  toujours  de  rétablir  des  intermédiaires  entre  des  proposi¬ 
tion?  dont  l’une  résulte  de  l’autre,  mais  dont  le  lien  n’apparaît  pas  immé¬ 
diatement.  On  a  supprimé  un  certain  nombre  des  termes  du  sorite;  il 
s’agit  de  les  retrouver. 

Un  auteur  ce  difficile  »  en  supprime  beaucoup;  les  cours  'qu’il  écrit 
deviennent  des  recueils  d’exercices.  Un  auteur  «  facile  »  ne  fait  grâce  au 
lecteur  d’aucun  des  intermédiaires;  malheureusement,  pour  ne  pas 
devenir  trop  volumineux,  il  reste  déplorablement  vide,  cc  II  n’est  pas 
pédagogiquement  bon  d’être  un  auteur  facile  ;  »  la  pensée  n’est  pas  de 
moi  :  ‘  elle  est  commentée  dans  la  préface  du  Traité  des  Quaternions  de 
Tait,  qui  n’était  pas  un  professeur  méprisable. 

Laissons  les  auteurs  faciles  aux  philosophes  qui  veulent  remplacer  la 
science  par  la  pédagogie  :  procédé  commode  pour  être  universel  à  peu  de 
frais.  Ici  encore  ma  caution  n’est  pas  bourgeoise.  Parlant  des  vieux 
prêtres  de  Tréguier,  ses  premiers  maîtres,  Renan  dit  :  «  Sans  rien  de  ce 
qu’on  appelle  aujourd’hui  cc  pédagogie  »,  ils  pratiquaient  la  première 
règle  de  l’éducation  qui  est  de  ne  pas  trop  faciliter  des  exercices  dont 
le  but  est  la  difficulté  vaincue!  »  Que  dirait- on  d’un  monsieur  qui, 
pour  s’entraîner  aux  courses  à  pied,  prendrait  indéfiniment  l’auto¬ 
bus? 

J’imagine  que  les  étudiants  qui  savent  combien  de  peine  est  nécessaire 
pour  devenir  un  cc  avant  »  passable  au  noble  jeu  de  foot-ball,  n’ont  pas 
la  prétention  d’apprendre  les  mathématiques  sans  aucun  effort.  S’ils 
caressent  cet  espoir,  je  les  engage  à  quitter  la  carrière  scientifique.  Au 
surplus,  qu’ils  ne  s’y  méprennent  pas  :  ce  qu’actuellement  on  leur  enseigne 
sous  le  nom  de  Mathématiques  Générales,  en  raison  même  de  l’esprit 
de  cet  enseignement,  ne  leur  servira  de  rien.  C’est  en  connaissance  de 
cause  que  je  parle;  et  si  je  prêche  pour  mon  saint,  c’est  que  mon  métier 
m’a  forcé  de  le  choisir  pour  patron  avant  que  l’idée  me  soit  venue  de  lui 
élever  une  chapelle. 

En  définitive,  nous  écrivons  un  Cours,  mais  rendu  plus  difficile  par  la 
suppression  des  intermédiaires  que  nous  laissons  à  découvrir.  Nous  don¬ 
nons  toujours  le  résultat  à  moins  qu’il  ne  soit  évident.  Pourquoi  le  cacher? 
L’étudiant  consciencieux  aura  bien  assez  de  mal  à  le  retrouver,  à  le  dis¬ 
cuter.  Connaître  le  résultat  exact  l’empêche  de  se  contenter  du  premier 
résultat  venu,  tentation  à  laquelle  il  est  trop  enclin  de  céder. 

•  Voilà  donc  expliqué  le  titre  de  cet  ouvrage  :  ce  sont  des  Exercices  à 
résoudre  au  moins  partiellement,  dont  l’ensemble  constitue  le  Complé 
ment  quasiment  indispensable  des  connaissances  contenues  dans  notre 
Traité  de  Mathématiques  Générales. 

Suivant  la  difficulté  des  questions,  l’aide  prêtée  à  l’étudiant  est  plus  ou 
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moins  grande  ;  parfois  nous  lui  laissons  tout  à  faire,  parfois  nous  donnons 
la  réponse  complète  :  on  trouvera  tous  les  intermédiaires. 


Maintenant  que  sont  définis  le  but  et  le  plan  de  notre  ouvrage,  passons 
au  détail  de  son  exécution  et  montrons  comment  il  faut  futiliser. 

11  s’agit,  ne  l’oublions  pas,  de  faire  de  nos  étudiants  de  bons  manœuvres 
mathématiciens,  sachant  se  servir  d’un  outil.  Ce  n’est  pas  à  l’avance¬ 
ment  des  sciences  mathématiques  qu’ils  se  destinent.  Il  faut  développer 

CHEZ  EUX  LA  FACULTÉ  DE  RAISONNER  DANS  L’ ABSTRAIT,  MAIS  A  L’INTÉRIEUR 
DES  LIMITES  IMPOSÉES  PAR  LA  PRATIQUE  ET  SUR  DES  PROPOSITIONS  EFFEC¬ 
TIVEMENT  UTILISABLES. 

Nous  voulons  donc  que  le  premier  souci  de  notre  lecteur  soit  de 
prendre  du  papier  quadrillé,  un  crayon,  des  compas,...  et  de  vérifier 
l’énoncé  sur  une  figure  correcte  ou  d’appliquer  effectivement  la 
méthode  de  construction  prescrite  par  l’énoncé.  Si,  par  exemple,  nous 
avons  insisté  sur  certaines  propriétés  du  triangle,  c’est  bien  pour  géné¬ 
raliser  des  théorèmes  élémentaires;  mais  c’est  surtout  pour  inciter  notre 
lecteur  à  construire  des  figures  qui  portent  en  elles- mêmes  leur  propre 
vérification. 

Après  avoir  considéré  la  figure  obtenue,  qu’il  s’efforce  d’utiliser  les 
méthodes  usuelles.  Nous  ne  voulons  pas  médire  des  solutions  ce  élégantes  » 
qu’on  trouve  par  une  sorte  d’illumination  ou  qu’on  reste  de  longues 
heures  à  poursuivre  sans  succès1.  L’algèbre  et  la  géométrie  analytique 
ont  été  inventées  pour  fournir  des  procédés  à  la  portée  de  tous,  sans  aléa, 
applicables  par  tout  esprit  moyen  qui  veut  bien  s’en  donner  la  peine. 
Leurs  solutions  manquent  souvent  d’élégance;  mais  n’imitons  pas  l’al¬ 
piniste  qui  méprise  le  sentier  et  grimpe  à  même  la  roche.  Nous  ne  pré¬ 
tendons  pas  transformer  nos  lecteurs  en  acrobates  mathématiques. 

Du  reste,  il  existe  une  élégance  propre  à  nos  mathématiques  utilitaires  : 
une  machine  est  belle  qui  est  conforme  à  sa  fin;  de  même  un  calcul. 

v 


Pendant  la  rédaction  de  ce  livre,  j’ai  tâché  de  me  rendre  compte  de 
l’impression  qu’il  produirait  sur  des  cerveaux  non  prévenus.  Un  profes- 


1  A  Louis-le-Grand,  en  1883,  nous  étions  64  dans  une  des  divisions  de  la  classe  de 
Philosophie.  On  nous  donnait  de>  problèmes  de  géométrie  que  nous  étions  deux  ou 
trois  élèves  capables  de  résoudre,  en  y  consacrant  trois  jours  par  semaine  !  Je  laisse  à 
penser  l’intérêt  que  les  61  élèves  restants  prenaient  à  ces  exercices.  Quand  ils  étaient 
atteints  d’un  accès  de  zèle,  ils  copiaient  la  solution  sur  l’un  de  nous.  Ne  serait -il  pas 
plus  intelligent  et  plus  utile  de  choisir  des  problèmes  se  rattachant  à  des  méthodes  géné¬ 
rales,  conséquemment  applicables  par  le  plus  grand  nombre?  Qu’on  relise  Petersen! 
il  en  vaut  toujours  la  peine. 
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seur  à  l’École  des  Arts  de  Toulouse  a  bien  voulu  proposer  bon  nombr 
d’exercices  à  des  élèves  n’ayant  jusqu’à  présent  que  des  connaissances 
peu  étendues  en  Mathématiques,  mais  dont  le  sens  mathématique  n’avait 
pas  été  déformé  par  l’éducation  reçue.  Certes,  ils  n’ont  pu  résoudre  que  les 
parties  graphiques  et  constructives  des  problèmes,  mais  ils  y  ont  remar¬ 
quablement  réussi;  ils  s’y  sont  fort  intéressés,  ont  trouvé  nos  méthodes 
naturelles  et  pratiques;  ils  ont  montré  le  désir  de  continuer  ce  qui  leur 
semblait  développer  chez  eux  une  faculté  essentiellement  utilitaire  d’ob¬ 
servation  et  d’abstraction. 

Je  dois  à  la  vérité  d’ajouter  (ce  n’est  pas  à  l’honneur  de  notre  enseigne¬ 
ment  mathématique  national)  que  je  n’ai  pu  exciter  le  moindre  intérêt 
chez  mes  élèves  de  la  Faculté.  Ça  leur  est  égal.  Un  problème  qui  n’est 
pas  «  algébrique  »  leur  paraît  au-dessous  de  leur  science  et  de  leur  saga¬ 
cité  :  résultat  nécessaire  de  dix  ans  d’arguties,  de  verbiage  et  de  subtilités 
logiques.  ‘  . 

Ce  résultat  n’est  pas  pour  me  déplaire. 

Comme  je  crois  savoir  ce  qui  est  utile  comme  mathématiques  à  de 
futurs  ingénieurs  ou  physiciens  et  ce  qui  leur  est  inutile,  je  suis  heureux 
de  constater  qu’avec  du  bon  sens,  on  comprend  ce  que  je  crois  utile  de 
comprendre. 

Quant  aux  élèves  de  nos  Facultés,  la  nécessité  leur  apprendra  bientôt 
que  connaître  une  courbe,  c’est  en  avoir  la  figure  et  non  l’équation  ;  mesu¬ 
rer  une  aire,  c’est  en  avoir  la  surface  en  mètres  carrés  et  non  disserter 
sur  une  intégrale;  qu’un  planimètre  est  plus  commode  qu’un  développe¬ 
ment  en  série  et  tout  aussi  scientifique;  qu’une  construction  graphique 
est  plus  rapide  que  le  calcul  des  coordonnées  et  tout  aussi  mathéma¬ 
tique. 


Nous  commençons  toujours  par  des  cas  particuliers.  Quand  l’étudiant 
a  bien  compris  sur  ces  cas  particuliers  le  sens  de  l’énoncé  et  la  nature 
du  problème,  nous  compliquons  les  applications. 

Ai -je  besoin  de  dire  que  c’est  exactement  le  contrepied  de  la  méthode 
actuellement  en  honneur,  recommandée  dans  leurs  livres  par  ceux  qui 
veulent  diriger  notre  enseignement?  Us  conseillent  de  résoudre  les  pro¬ 
blèmes  en  cherchant  la  formule  générale,  puis  en  la  particularisant  pour 
l’appliquer  aux  cas  particuliers.  Quand  de  tels  conseils  s’étalent  dans 
leurs  écrits,  ils  sont  mal  venus  à  dire  qu’après  tout,  ils  appliquent  les 
méthodes  que  je  préconise.  Je  ne  les  empêche  pas  de  trouver  absurde  ce 
que  je  trouve  excellent;  mais  au  moins  qu’ils  se  rendent  compte  de  la 
différence  de  nos  opinions  et  de  l’opposition  de  nos  méthodes  !  Je  n’ai 
l’espoir  de  les  convertir  qu’après  qu’ils  auront  admis  qu’il  y  a  matière  à 
conversion. 

Que  le  lecteur  ne  s’étonne  donc  pas  du  caractère  d’évidence  des  pre¬ 
mières  applications  proposées  à  la  suite  de  l’énoncé  des  diverses 
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méthodes  de  transformation.  Lui  sembler  trop  faciles,  c’est  preuve 
qu’il  a  bien  compris;  il  peut  continuer  en  toute  sûreté. 

★ 

*  * 

Il  y  a  beaucoup  de  géométrie  dans  notre  livre  :  ce  ne  sont  que  courbes 
à  construire,  propriétés  de  courbes  à  déterminer!  On  ne  doit  pas  oublier 
que  si  les  courbes  se  représentent  par  des  équations,  les  équations  se 
représentent  par  des  courbes;  que  pratiquement  l’utilisation  des  mathé¬ 
matiques  dans  les  sciences  appliquées  consiste  toujours  à  déterminer  une 
fonction  représentative  des  phénomènes,  par  suite  ci  étudier  une  courbe. 
Faire  de  l’algèbre,  c’est  étudier  une  courbe;  intégrer  une  équation  diffé¬ 
rentielle,  c’est  étudier  un  faisceau  de  courbes;  déterminer  une  surface, 
c'est  encore  et  toujours  étudier  ses  intersections  par  des  plans  conve¬ 
nablement  choisis,  par  suite  étudier  des  courbes. 

11  n’en  est  pas  ainsi  pour  les  mathématiciens  purs,  d’abord  parce  qu’ils 
attachent  une  grande  importance  aux  solutions  imaginaires,  ensuite  parce 
qu’ils  étudient  souvent  des  fonctions  de  plus  de  deux  variables.  Pour 
nous,  au  contraire,  par  la  nature  du  but  poursuivi,  les  problèmes  sont 
nécessairement  restreints  à  cè  qu’une  courbe,  ou  un  faisceau  de  courbes, 
peuvent  représenter. 

Au  surplus,  ces  courbes  nous  offrent  tous  .les  genres  d’exercices  numé¬ 
riques  qu’il  est  possible  de  rencontrer. 

★ 

*  * 


Nous  attachons  une  importance  extrême  aux  transformations  des  courbes 
en  d’autres  courbes  (correspondance  par  points,  correspondance  de 
droites  et  de  points,...),  parce  qu’aucun  procédé  ne  fait  mieux  comprendre 
la  notion  d’opÉRATEUR  mathématique. 

L’étudiant  effectue  simultanément  un  calcul  et  une  construction  gra¬ 
phique  ou  mécanique  qui  s’équivalent  :  les  algorithmes  algébriques 


NE  SONT  QUE  LA  REPRÉSENTATION  D’UN  GESTE  MATÉRIEL.  Il  Conçoit  le  rôle 
et  l’utilité  des  mathématiques  quand,  l’opération  graphique  ou  méca¬ 
nique  devenant  vaine  pour  quelque  raison,  il  est  conduit  à  chercher 
le  résultat  dans  la  discussion  d’une  formule  :  il  comprend  que  les 


MATHEMATIQUES  SONT 
MACHINE. 


UNE  MACHINE  TRES  PERFECTIONNÉE,  MAIS  UNE 


Assurément  les  géomètres  attachent  une  grande  importance  aux  trans¬ 
formations;  avec  insistance,  ils  tiennent  leurs  disciples  sur  les  méthodes 
de?  polaires  réciproques  et  des  coordonnées  tangentielles.  Mais  il  existe, 
entre  leurs  transformations  préférées  et  Celles  que  nous  utilisons,  la 
même  différence  qu’entre  notre  but  et  le  leur. 

Leurs  transformations  sont  des  procédés  de  raisonnement  :  sauf  dans 
des  cas  très  particuliers,  personne  n’aura  l’idée  de  tracer  exactement  les 
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courbes  qui  en  résultent,  ou  de  réaliser  mécaniquement  les  opérations. 
Au  contraire,  les  transformations  que  nous  employons  n’exigent  que  des 
constructions  élémentaires  et  d’une  grande  précision  graphique;  elles* 
SONT  COMPRÉHENSIBLES  PAR  DES  ÉLÈVES  DE  L’ÉCOLE  PRIMAIRE. 

De  là  résulte  un  changement  complet  de  front  dans  la  pédagogie. 

Tandis  que  la  règle  est  actuellement  de  donner  l’équation  d’une  courbe 
et  de  la  construire  d’après  son  équation,  nous  la  proposons  généralement 
à  l’étudiant  comme  résultat  d’une  transformation  (matériellement  réali¬ 
sable  avec  facilité)  à  partir  d’une  droite,  d’un  cercle,  d’une  parabole, 
d’une  ellipse,...  bref  d’une  courbe  elle-même  aisée  à  construire.  C’est 
quand  il  possède  la  courbe  (et  de  l’obtenir  un  bon  élève  de  l’école  pri¬ 
maire  est  capable,  j’en  ai  fait  maintes  fois  l’expérience),  que  nous  le  prions 
d’en  donner  l’équation  qu’il  utilisera  pour  l’étude  de  ses  particularités 
(asymptotes,  points  d’inflexion,  tangentes  doubles,...).  D’où  pour  son 
travail  un  caractère  éminemment  concret,  une  habitude  de  ne  pas  se 
payer  de  mots  et  le  souci  de  l’exactitude  matérielle.  En  définitive,  il  fait 
une  expérience  dont  il  calcule  le  résultat  :  il  apprend  son  métier  d'expé¬ 
rimentateur  sur  des  exemples  particulièrement  simples. 


★ 


Autre  modification  essentielle  de  la  pédagogie  :  puisque  nous  attachons- 
aux  transformations  tant  d’importance  théorique  et  matérielle,  elles  nous 
serviront  naturellement  de  base  pour  notre  classification.  Certes,  nous 
pourrions  citer  des  ouvrages  intéressants  (les  exercices  de  G.  de  Long- 
champs,  par  exemple)  où  se  rencontrent  toutes  les  transformations  que 
nous  utilisons.  Mais  elles  y  sont  noyées  parce  que,  l’auteur  se  faisant  du 
rôle  des  Mathématiques  une  idée  diamétralement  opposée  à  la  nôtre, 
ses  classifications  sont  essentiellement  différentes.  En  définitive,  ce- 
sont  précisément  les  transformations  qui  sont  le  sujet  de  notre  étude, 
parce  qu’elles  représentent  les  outils  mathématiques.  Nos  devanciers 
étudiaient  les  propriétés  des  coniques,  des  cubiques,...  à  Vaide  de  ces 
transformations  ;  ce  qui  est  un  tout  autre  point  de  vue. 

Un  exemple  montrera  l’avantage  de  notre  méthode,  pour  le  but  que- 
nous  poursuivons,  cela  va  sans  dire. 

Newton  a  découvert  une  transformation  connue  sous  le  nom  d’hyper- 
bolisme.  Dans  certains  traités  de  Résistance  des  matériaux,  la  transfor¬ 
mation  inverse,  ou  cette  transformation  inverse  deux  fois  répétée,  sont 
utilisées  pour  la  détermination  graphique  des  moments  statiques  et 
d’inertie  des  aires  planes.  C’est  fort  bien;  mais  les  lecteurs  de  ces  traités 
ne  voient  dans  la  construction  proposée  qu’un  artifice  particulier.  Si 
on  la  donne  comme  un  procédé  général,  utilisable  pour  tracer  des  courbes 
célèbres  (à  partir  desquelles  on  proposera  des  exercices  numériques,...), 
on  rend  accessible  à  l’étudiant  l’idée  fondamentale  de  la  transformation) 
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des  courbes  point  par  point,  en  même  temps  qu’on  le  familiarise  avec 
une  méthode  très  pratique  de  détermination  des  moments  statiques  ou 
d’inertie. 

★ 

*  * 

Nous  exigeons  de  notre  lecteur  la  connaissance  d’un  nombre  très  petit 
de  théorèmes.  Si  nous  devons  en  utiliser  qu’il  doit  vraisemblablement 
ignorer,  nous  les  proposons  comme  problèmes. 

Que  notre  lecteur  soit  persuadé  que  ces  exercices  ne  sont  pas  difficiles 
s’il  consent  à  prendre  du  papier  quadrillé,  une  table  des  carrés,  des 
cubes,...  des  compas,...  bref  l’outillage  indispensable,  et  se  met  bravement 
à  la  besogne.  Qu’il  procède  comme  s’il  ne  savait  rien  ;  il  sera  joyeusement 
surpris  de  démêler  peu  à  peu  ce  qui  lui  paraissait  inextricable.  Qu'il  ne 
méprise  pas  les  essais,  les  constructions,  les  tâtonnements!  Pourvu  qu'on 
arrive  au  but,  peu  importe  le  terre  à  terre  des  procédés.  Pour  grimper 
sur  un  sommet,  vous  n’êtes  pas  admirable  par  le  seul  fait  de  choisir  le 
chemin  le  plus  difficile  :  si  l’on  vous  rapporte  sur  une  civière,  vous  serez 
bien  avancé  ! 

Que  notre  lecteur  se  méfie  de  ceux  qui  prétendront  nos  exercices  trop 
difficiles  pour  lui;  c’est  pour  eux  qu’ils  sous-entendent.  Ils  ont  leur  train 
train  ;  ils  sont  furieux  qu’on  les  dérange.  Ils  savent  leurs  exercices  par 
cœur;  ça  les  ennuie  d’en  préparer  d’autres. 

La  vraie  difficulté  de  nos  problèmes  est  que  nous  en  exigeons  la  solu¬ 
tion  détaillée  avec  courbes  à  l’appui  et  détermination  numérique  des 
points  principaux.  Que  notre  lecteur  s’accoutume  à  l’idée  qu’il  faut  beau¬ 
coup  d’heures,  parfois  de  jours,  pour  discuter  un  problème  d’allure  facile. 
Qu’il  ne  s’impatiente  pas  ;  il  n’est  nullement  nécessaire  de  résoudre  une 
centaine  de  problèmes  :  un  petit  nombre  bien  étudié  constitue  un  effort 
plus  profitable.  Des  problèmes  ébauchés  au  tableau,  en  quelques 

MINUTES,  SONT  NUISIBLES;  ILS  ACCOUTUMENT  A  SE  CONTENTER  DE  L’ÀPEU 
PRÈS ,  LE  PLUS  SOUVENT  DE  L’ERREUR. 

★ 

*  ¥■ 

Il  va  de  soi  que  tous  les  calculs  de  longueurs  d’arcs  doivent  être  vérifiés 
au  moyen  du  curvimètre;  tous  les  calculs  d’aires  doivent  être  vérifiés  par 
des  méthodes  usuelles  (pesées,  planimètres);  bref  il  faut  qu’on  utilise 

LES  APPAREILS. 

Nous  avons  besoin  de  bons  manœuvres  mathématiques,  sachant  user 
des  outils  mathématiques  ;  il  est  clair  qu’ils  doivent  avoir  ces  outils  entre 
les  mains.  Personne  n’est  tenu  d’enseigner  les  mathématiques  générales; 
mais,  si  l’on  accepte  cette  mission,  il  faut  se  conformer  à  ses  exigences. 
Au  surplus,  les  étudiants,  éclairés  par  nous  sur  leur  intérêt,  sauront  bien 
imposer  ce  qui  est  indispensable  à  leurs  futurs  métiers;  on  finira  par 
obéir  à  leurs  justes  réclamations  et  par  abandonner  les  nuages. 
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A  quel  moment  du  Cours  de  Mathématiques  Générales  faut- il  com¬ 
mencer  les  exercices  ?  Si  l’on  ne  possède  même  pas  la  notion  de  fonction,  de 
dérivée,...  le  plus  sage  est  d’apprendre  son  Cours,  en  refaisant  sans 
l’aide  du  livre  plusieurs  fois  tous  les  calculs.  Ce  sont  de  bien 
piètres  étudiants  qui  réclament  des  problèmes,  lorsqu’ils  sont  encore 
incapables  de  résoudre  ceux  qui  constituent  les  questions  du  Cours.  Il 
faut  commencer  par  le  commencement.  C’est  quand  l’étudiant  possédera 
les  dix  premiers  chapitres  du  Cours  de  Mathématiques  Générales  que  les 
exercices  deviendront  indispensables.  Jusque-là,  il  peut  s’essayer  aux 
constructions  de  courbes  (Chapitre  III  du  présent  volume);  mais  l’outil 
lui  manquera  souvent.  Imaginer  de  petits  exercices  qui  suivent  pas  à  pas 
les  chapitres  d’un  livre  est  contraire  aux  principes  mêmes  qui  nous 
guident.  Nous  le  répétons  :  que  l’étudiant  se  donne  comme  problème  de 
retrouver  au  rout  de  quelques  jours  les  théorèmes  de  son  Cours  :  cela 
vaudra  mieux  pour  ses  débuts  que  des  chinoiseries  du  reste  faciles  à 
combiner.  Nous  nous  adressons  aux  étudiants  laborieux;  quant  aux 
autres,  ils  n’ont  aucune  importance. 

★ 

*  * 

Voici  quelques  conseils  matériels. 

On  se  servira  commodément  de  papier  blanc  divisé  en  carrés  de  5  milli¬ 
mètres  de  côté,  ayant  environ  37x47  centimètres  et  coûtant  environ 
80 'centimes  la  main.  On  le  demandera  non  plié,  la  cassure  du  milieu  ne 
permettant  pas  l’emploi  commode  de  la  feuille  entière.  On  tracera  toutes 
les  courbes  à  la  plus  grande  échelle  possible.  Les  figures  de  ce  livre  ont 
été  exécutées  avec  beaucoup  de  soin  par  moi-même,  à  l’aide  des  méthodes 
qu’elles  doivent  illustrer;  mais  comme  elles  devaient' être  fortement 
réduites,  certains  de  leurs  détails  sont  délibérément  faussés.  Le  lecteur 
les  considérera  comme  des  schèmes,  des  poteaux  indicateurs  servant  à 
guider  ses  recherches. 

Il  est  utile  que  le  lecteur  s’exerce  au  tracé  des  courbes  à  main  levée  ; 
cependant  on  ne  doit  pas  proscrire  les  pistolets  dont  on  lui  fournira  un 
jeu  suffisant.  Il  est  préférable  d’utiliser  un  tire -ligne  et  de  l’encre  de 
Chine;  mais  comme  l’habileté  professionnelle  du  dessinateur  n’est  pas 
notre  principal  objectif,  comme  il  faut  compter  avec  le  temps  nécessai¬ 
rement  limité,  l’étudiant  pourra  se  servir  de  sa  plume  et  d’encre  ordi¬ 
naire,  même  pour  tracer  des  courbes  le  long  d’une  règle  ou  d’un  pis¬ 
tolet. 

N’oublions  pas  l’éternelle  distinction  entre  la  technique  et  l’expérience  : 
un  dessin  peut  être  propre,  correct,  représenter  très  bien  le  résultat 
d’uné  discussion,  et  cependant  ne  pas  mériter  de  figurer  sur  les  murs 
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de  l’atelier  d’un  architecte.  Exigeons  d’abord  des  étudiants  de  ne  pas 
dessiner  comme  des  araignées  trempées  dans  l’encre  et  errant  sur  du 
papier  :  ensuite  il  sera  temps  de  leur  imposer  un  diplôme  de  dessinateur 
expert. 

Pour  ne  pas  quitter  cet  ordre  d’idées,  répondons  à  ceux  qui  accusent 
le  papier  blanc  quadrillé  de  ne  pas  être  absolument  correct,  en  compa¬ 
rant  deux  dessins  construits  dans  le  même  temps  sur  papier  quadrillé  et 
sur  papier  non  quadrillé  : 

Faites  l’expérience  ;  nous  en  reparlerons  ensuite. 

Faut-il  répéter  que  les  deux  tables  essentielles,  vade  mecum  de  tout 
étude nt,  sont  une  table  des  carrés,  cubes,  racines  carrées  et  cubiques, 
inverses,  de  1  à  10-000,  et  une  table  de  sinus,  cosinus,...  naturels.  La 
table  de  logarithmes  ne  vient  qu’en  troisième  lieu  (ou  en  quatrième); 
les  calculs  par  logarithmes  sont  longs.  Dans  une  infinité  de  cas  pra¬ 
tiques,  on  s’en  passe  très  avantageusement. 

La  table  des  carrés,...  permet  de  trouver  les  puissances  2,  4,  8,...  3,  9,... 
6,  12,  18,...  Elle  permet  d’extraire  les  mêmes  racines. 

Outre  que  l’emploi  de  la  table  des  lignes  trigonométriques  naturelles 
évite  de  grossières  erreurs  d’ordres  de  grandeur,  c’est  généralement  par¬ 
leurs  valeurs  naturelles  que  les  lignes  se  présentent  dans  les  constructions 
de  courbes. 

La  table  de  logarithmes  à  cinq  décimales  est  largement  suffisante  pour 
tous  les  emplois  pratiques  connus.  Laissons  les  astronomes  ignorer  la 
quatrième  décimale  et  calculer  la  vingtième  :  la  plupart  de  leurs  résul¬ 
tats  n’ayant  aucune  importance  pratique,  il  en  est  de  même  de  leurs 
erreurs. 

Je  me  plais  à  recommander  l’excellent  recueil  de  MM.  Jahnke  et  Emde  : 
Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven ,  1909.  Teubner,  Leipzig.  Les 
chiffres  et  les  symboles  mathématiques  étant  les  mêmes  des  deux  côtés 
du  Rhin,  que  le  lecteur  ne  s’effraie  pas  du  titre  allemand. 

Je  suis  heureux  de  signaler  l’ouvrage  de  M.  J.  Escard,  ingénieur  civil, 
sur  Y  Outillage  technique  et  pratique  du  dessinateur  industriel  (Dunod). 
Nos  professeurs  de  Mathématiques  tireront  grand  profit  de  sa  lecture. 


★ 
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Je  ne  puis  passer  sous  silence  la  question  des  opérations  abrégées. 

Les  opérations  abrégées  sont  une  erreur  pratique  et  pédagogique.  Péda¬ 
gogique,  parce  que  nous  avons  bien  assez  de  règles  à  retenir  sans  encore 
en  ajouter  pour  réaliser  des  calculs  faux;  pratique,  parce  que  celui  qui 
a  beaucoup  d’opérations  à  effectuer,  méprise  avec  raison  ces  procédés 
lents;  il  a  d’autres  moyens  à  sa  disposition. 

En  particulier,  il  a  des  tables  de  multiplication. 

Certes,  je  ne  veux  pas  me  donner  le  ridicule  de  critiquer  les  loga- 
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ritbmes.  Mais  il  faut  que  le  lecteur  sache  qu’on  ne  les  emploie  jamais 
pour  effectuer  des  multiplications  et  des  divisions.  C’est  long,  déplora- 
blement  long.  Les  logarithmes  servent  à  élever  aux  puissances  fraction¬ 
naires;  ils  sont  souverains  dans  ce  cas;  mais  convenons  qu’on  n’a  pas 
tous  les  jours  à  élever  aux  puissances  fractionnaires. 

Les  vraies  tables  du  calculateur  sont  celle  de  Crelle  et  celle  de  Peters, 
l’une  et  l’autre  éditées  chez  Georg  Reimer,  Berlin.  Elles  valent  chacune 
une  vingtaine  de  francs;  ce  sont  des  merveilles  d’arrangement  typo¬ 
graphique. 

La  tahle  de  Crelle  donne  A  vue  les  produits  des  nombres  de  1  à  1000 
par  les  facteurs  de  1  à  1000.  La  table  de  Peters  donne  a  vue  les  produits 
des  nombres  de  1  à  10*000  par  les  facteurs  de  1  à  100. 

Il  me  semble  que  pour  les  physiciens  et  les  ingénieurs,  la  seconde  est 
plus  commode;  les  astronomes  préfèrent  la  première.  Un  laboratoire 
bien  outillé  les  possédera  l’une  et  l’autre. 

Raisonnons  sur  la  seconde.  Pourvu  qu’un  des  facteurs  ait  quatre  chiffres 
au  maximum,  on  obtient  le  produit  par  l’addition  d’autant  de  nombres 
qu’il  y -a  de  tranches  de  deux  chiffres  dans  le  grand  nombre  pris  comme 
multiplicateur. 

Soit,  par  exemple,  à  multiplier  6343  par  79*87*22. 

La  table  donne  a  vue  : 

6343  x  22  =  139  546 
6343  x  87  =  551 841 
6343  x:  79  =  501  097 

D’où  le  produit  :  5  010  97 

55  184  1 
139  546 

5*066*293*646 

^  i  ,  *  .  .  * 

En  quelques  secondes,  le  calculateur  le  moins  exercé  arrive  au  résultat 
■sans  entraînement  préalable.  On  remarquera  que  le  livre  restant  ouvert 
à  la  même  page,  on  a  les  produits  d’un  nombre  de  quatre  chiffres  par 
des  nombres  quelconques  compris  dans  les  limites  énoncées. 

Pour  la  division,  il  suffit  de  multiplier  par  l’inverse  du  diviseur. 

Or,  ne  l’oublions  pas,  quatre  chiffres  c’est  l’approximation  du  dix 
millième,  jamais  réalisée  dans  les  expériences  ordinaires;  c’est  donc 
plus  qu’il  n’en  faut. 

Qu’après  cela  on  veuille  bien  cesser  de  nous  parler  des  opérations 
abrégées,  des  logarithmes  (sauf  le  cas  précité),  et  de  la  règle  à  calcul 
réservée  pour  le  terrain. 

Si  vous  rencontrez  une  multiplication  ou  une  division  tous  les  36  du 
mois,  opérez  par  la  bonne  méthode  à  la  papa.  Si  vous  avez  un  grand 
nombre  de  calculs  à  effectuer,  achetez  des  tables  de  calculs  tout  faits  : 
•eroyez-moi,  c’est  encore  plus  rapide  que  de  les  faire. 
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Quelques  mots  sur  le  calcul  mécanique  et  le  tracé  mécanique  des 
courbes. 

Le  nombre  des  machines  inventées  pour  résoudre  mécaniquement  les 

équations,  effectuer  mécaniquement  des  calculs,- .  est  prodigieux.  Do 

toutes  ces  machines,  trois  genres  sont  passés  dans  la  pratique  :  les 
machines  àadditionner  (par  suite  à  soustraire,  à  multiplier  et  à  diviser), 
les  machines  à  intégrer,  enfin  les  analyseurs  harmoniques.  Les  autres 
rsont  restées  à  l’état  de  curiosités.  La  raison  bien  simple  est  qu’elles  sont 
trop  particulières  pour  valoir  le  prix  d’une  construction  généralement 
trop  complexe. 

De  même,  une  infinité  de  courbes  peuvent  être  tracées  mécanique¬ 
ment.  Mais  j’estime  que  c’est  une  duperie  de  fonder  des  exercices  sur 
des  machines  que  l’étudiant  ne  peut  pas  construire  lui-même,  sinon 
pour  rien,  du  moins  pour  quelques  sous.  Au  point  de  vue  auquel  nous 
sommes  placés,  c’est  une  plaisanterie  de  parler  de  transformations  par 
polygones  articulés,  par  exemple,  de  27  tiges.  Huit  tiges  sont  un  maximum 
qu’il  est  impossible  de  dépasser  :  cela  correspond  au  losànge  de  Peau- 
cellier,  plus  deux  tiges. 

Qu’on  ne  s’étonne  donc  pas  de  l’absence  d’une  kyrielle  de  machines 
à  décrire  des  courbes.  C’est  sciemment  que  nous  les  laissons  de  côté  et 
leur  préférons  des  constructions  graphiques  avec  la  règle  et  le  compas. 

Nous  laissons  aux  mathématiciens  en  mal  d’applications .  théoriques, 

les  machines  qu’on  ne  peut  construire.  Pas  une  construction  n’est  indi¬ 
quée  dans  ce  livre  qui  n’ait  été  effectuée  par  moi-même,  pour  juger  du 
temps  qu’elle  prend  et  de  la  facilité  d’exécution.  J’avoue  que  le  fonction¬ 
nement  simultané  de  deux  losanges  de  Peaucellier,  construits  avec  des 
moyens  de  fortune,  peut  faire  admirablement  dans  un  Cours  de  Cinéma¬ 
tique  :  qu’on  essaie  d’obtenir  un  résultat,  on  déchantera. 

Or,  pour  discuter  intelligemment  une  courbe,  il  faut  l’obtenir  correcte. 

H,  Bouasse. 
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MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


CHAPITRE  I 

REMARQUES  GÉNÉRALES  SUR  LE  TRACÉ  DES  COURBES 

1.  Courbes  algébriques  et  transcendantes. 

On  distingue  les  courbes  planes  en  algébriques  et  transcendantes. 

1°.  —  L’équation  des  courbes  algébriques  se  ramène  à  un  nombre  fini 
de  termes  ne  contenant  que  des  puissances  entières  et  positives  de  x  ou 
de  y;  la  fonction  f{x,y ),  qui  égalée  à  zéro  les  représente,  est  un  poly¬ 
nôme  en  x  et  en  y  d’un  nombre  fini  de  termes. 

L’équation  des  courbes  transcendantes  est  formée  soit  de  transcen¬ 
dantes  (sinus,  cosinus,  logarithmes,  exponentielles,...),  soit  de  poly¬ 
nômes  en  x  et  y  élevés  à  une  puissance  irrationnelle,  tc  ou  yfà  par 
exemple.  Elle  ne  peut  s’exprimer  que  par  un  nombre  infini  de  termes  ne 
contenant  que  des  puissances  entières  et  positives  de  x  et  de  y. 

On  peut  considérer  les  courbes  transcendantes  comme  des  courbes 
algébriques  de  degré  infini. 

Nous  reviendrons  sur  leurs  caractères  propres  (points  d’arrêts,  points 
anguleux,  infinité  discontinue  d’éléments  de  symétrie). 

Du  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons,  cette  distinction  perd  une 
grande  partie  de  son  intérêt.  En  fait,  supposons  réalisé  le  système  méca¬ 
nique  idéal  donnant  une  courbe  algébrique  (par  exemple,  certaines  hypo- 
cycloïdes,...);  la  moindre  altération  du  mécanisme  la  fera  dégénérer  en 
une  courbe  transcendante.  Il  est  bien  clair  que  pour  nous,  physiciens  et 
ingénieurs,  nous  ne  placerons  ni  dans  des  chapitres  différents,  ni  même 
dans  des  paragraphes  différents,  la  courbe  algébrique  et  son  altération 
transcendante.  Quel  que  soit  le  rapport,  rationnel  ou  non,  des  rayons 
des  circonférences  fournissant  les  hypocycloïdes,  ces  courbes  forment 
pour  nous  une  famille  naturelle  que  nous  nous  garderons  de  diviser. 

Une  équation  contenant  des  transcendantes  n’est  pas  nécessairement 
^transcendante.  Il  arrive  très  souvent  que  le  groupement  des  transcen¬ 
dantes  peut  être  tel  que  la  relation  entre  x  et  y  s’exprime  algébriquement. 

2°.  —  Si,  d’un  point  de  vue,  la  division  des  courbes  en  algébriques  et 
transcendantes  n’a  pas  grand  intérêt,  il  importe  cependant  de  connaîtra 
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les  propriétés  générales  des  courbes  algébriques.  Un  arc  assez  petit  d’une 
courbe  transcendante  peut  être  remplacé  par  un  arc  de  courbe  algé¬ 
brique;  autrement  dit,  dans  un  intervalle  assez  petit,  toute  transcen¬ 
dante  peut  être  remplacée  par  un  polynôme  d’un  nombre  fini  de 
termes.  Nous  énoncerons  donc  (sans  démonstration  le  plus  souvent) 
quelques  théorèmes  :  le  lecteur  les  admettra  purement  et  simplement; 
du  reste,  il  peut  en  chercher,  sinon  une  démonstration  rigoureuse,  du 
moins  des  preuves  quasi  expérimentales. 

Quand  nous  ne  restreignons  pas  explicitement  les  propositions  énon¬ 
cées  aux  courbes  algébriques,  il  est  entendu  qu’elles  s’appliquent  égale¬ 
ment  aux  courbes  transcendantes. 


Coordonnées  cartésiennes1. 


2.  Formules  fondamentales  pour  des  axes  rectangulaires 


On  a  : 


tga 


dy 
dx  5 


sin  a  — 


dy 

ds 


COS  a 


dx 

ds 


ds~  =  dx 2 *  -j-  dif 


ds  est  la  différentielle  de  l’arc. 
On  a  immédiatement  : 

AN  =  normale  =  y 


BxN  —  sous-normale  =  y 


dy 
dx  9 


AT  =  tangente  —  y 


BT  =  sous-tangente 


dx 


1  Pour  simplifier  le  discours,  nous  dirons  souvent  «  f(t v,y)  =  0  est  une  courbe  », 

au  lieu  de  (<  f(x,y)  =  0  est  l’équation  d’une  courbe».  Nous  dirons  par  exemple: 

«  La  droite  ax  +  by  +  c  =  0  ». 
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Ces  formules  sont  la  conséquence  des  théorèmes  élémentaires  sur  io 
triangle  rectangle. 

3.  Diamètres. 

1°.  —  On  dit  qu’une  courbe  D  est  diamètre  des  cordes  menées  dans 
la  courbe  C  parallèlement  à  une  direction  donnée,  lorsqu’elle  passe  par 
le  milieu  de  ces  cordes. 

Par  exemple,  si  l’équation  de  la  courbe  G  a  la  forme  : 

y  =  f(x)±^x), 

la  courbe  diamètre  des  cordes  parallèles  à  O  y  est  représentée  par  l’équa¬ 
tion  y  =  f(x).  Le  diamètre  peut  être  une  droite;  c’est  ce  qui  arrive 
pour  les  coniques,  quelle  que  soit  la  direction  des  cordes. 

Quand  le  diamètre  est  une  droite  ou  une  courbe  facile  à  construire, 
sa  connaissance  diminue  à  peu  près  de  moitié  le  travail  de  construction 
des  courbes,  puisque  chaque  point  déterminé  en  fournit  immédiatement 
un  second. 

9.  —  La  forme  de  l’équation  permet  de  reconnaître  si  l’un  des  axes 
est  diamètre  pour  les  cordes  parallèles  à  l’autre. 

Si  l’équation  ne  change  pas  quand  on  substitue  —  yày,  ou  quand 
on  a  :  f(y)  —  f —  (y) ,  la  fonction  f  (y)  de  y  est  dite  paire ;  l’axe  Ox  est 
diamètre  pour  les  cordes  parallèles  à  O  y.  Si  la  courbe  est  algébrique, 
il  faut  qu’elle  contienne  seulement  les  puissances  paires  de  y. 


Mais  la  courbe  peut  être  transcendante;  par  exemple,  la  courbe 
x  =  cos  y  admet  Ox  comme-diamètre  des  cordes  parallèles  à  O  y. 

Du  reste,  si  l’on  substitue  à  x  =  cosy,  au  voisinage  de  */  =  0,  la 
courbe  algébrique 

V2  ,  y* 
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obtenue  par  un  développement  en  série  arrêté  à  un  terme  quelconque), 
on  se  trouve  bien  clans  le  cas  d’une  fonction  ne  contenant  que  des  puis¬ 
sances  paires  de  la  variable. 

Si  l’équation  ne  change  pas  quand  on  substitue  —  xkx ,  Taxe  O  y  est 
diamètre  des  cordes  parallèles  à  Ox. 

4.  Symétrie  des  courbes. 

Rappelons  qu’une  droite  est  axe  de  symétrie  pour  une  courbe,  lorsque 
les  points  de  cette  courbe  sont  deux  à  deux  sur  des  perpendiculaires  à 
la  droite,  de  part  et  d’autre  et  à  égale  distance.  L’axe  de  symétrie  est 
un  diamètre  pour  les  cordes  qui  lui  sont  normales. 

Il  résulte  de  là  qu 'avec  des  axes  rectangulaires ,  Ox  est  axe  de  symétrie 
si  y  n’entre  que  par  les  puissances  paires;  O  y  est  axe  de  symétrie  si  x 
n’entre  que  par  les  puissances  paires.  Si  Ox  et  O  y  sont  simultanément 
de  symétrie,  l’origine  O  est  un  centre  de  symétrie;  c’est  dire  que  les 
points  de  la  courbe  sont,  deux  par  deux,  sur  des  droites  passant  par  le 
centre,  de  part  et  d’autre  et  à  égales  distances. 

Que  les  axes  soient  rectangulaires  ou  non,  si  l’équation  ne  change  pas 
quand  on  substitue  x  à  y  et  simultanément  y  h  x,  la  courbe  est  symé¬ 
trique  par  rapport  à  la  bissectrice  des  axes  dans  l’angle  xOy.  Si  l’équa¬ 
tion  ne  change  pas,  quand  on  substitue  — x  à  y  et  simultanément 
—  ykx ,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  des 
axes  dans  l’angle  —  xOy. 

Si  l’équation  de  la  courbe  ne  change  pas  quand  on  substitue  —  x  à  x 
et  simultanément  —  y  à  y,  l’origine  est  un  centre  de  symétrie.  L’exis¬ 
tence  d’un  centre  de  symétrie  n’implique  pas  l’existence  d’axes  de  symé¬ 
trie. 

Les  courbes  transcendantes  (la  sinusoïde  par  exemple)  peuvent  avoir 
une  infinité  d’axes  de  symétrie,  une  infinité  de  centres  formant  des 
séries  discontinues  (nous  excluons  ainsi  la  ligne  droite  et  le  cercle );  mais 
de  telles  courbes  ne  peuvent  être  algébriques,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin. 

5.  Courbes  algébriques  ;  généralisation  de  la  notion  de  dia¬ 
mètre  ;  théorème  de  Newton. 

i°.  —  On  peut  donner  une  intéressante  interprétation  de  la  proposi¬ 
tion  énoncée  au  §  41  du  Cours  de  M.  G.  De  l’identité  : 

xm  +  Aa  xm~l  +  A2  xm~2  -f-  ...  —{x  —  a)  (x  —  b)...  (x  —  p), 

résultent  les  relations  : 

Ai  =  —  Sa,  A  2  =  Sab,  A3  == —  Saèc,... 

Raisonnons  sur  une  courbe  du  troisième  degré  : 

ax3  +  3  bx*y  +  3  cxy*  -f-  dy3  -f-  ex 2  -f-  2  fxy  -f-  g  y*  -{-  Ix  -f-  my  -f  n  =  0. 

Les  changements  d’axes  ne  modifieront  pas  la  forme  de  cette  équation. 
Par  conséquent,  les  théorèmes  obtenus  quand  on  coupe  par  des  sécantes 
parallèles  à  Ox}  sont  absolument  généraux. 
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Faisons  donc  y  =  ‘f\,  où  r\  est  un  paramètre  variable:  cela  revient 
à  couper  par  un  système  de  sécantes  parallèles. 

Les  points  d’intersection  ont  des  abscisses  æi9  x.2 ,  x3 ,  qui  sont  les 
racines  de  l’équation  du  troisième  degré  : 

ax3  -f  (3&vj  -f-  e)  x-  -f-  (3cyj2  -f-  2/*q  -f-  Z)  cc  -f-  cfy3  +  grf  -f  Rr<\  +  n  =  0. 

5°.  —  Centres  des  moyennes  distances. 

Considérons  sur  la  sécante  un  point  (appelé  centre  des  moyennes  dis¬ 
tances)  dont  l’abscisse  est  définie  par  la  relation  : 

3; x |  -f-  x2  “F  x3 . 

D’après  le  théorème  rappelé  ci-dessus,  il  vient  : 

3  a\  -f-  3 b-f\  -f-  e  =  0,  ^ 

qui  est  l’équation  d’une  droite.  Quand  une  cubique  est  coupée  par  un 
faisceau  de  sécantes  parallèles ,  le  centre  des  moyennes  distances  corres¬ 
pondant  à  chacune  de  ces  sécantes  décrit  une  droite,  dont  l'inclinaison  est 
fonction  de  V inclinaison  des  sécantes. 

3°.  —  Soit  un  point  de  la  sécante  tel  qu’on  ait  : 

3*2  /y»  /y»  _  |  _  ✓y»  rv\  _  I  _  /y»  /y» 

-5  «A/ j  J  iA'2  J  «Ag  «A  |  « 

D’après  le  théorème  rappelé  ci-dessus,  il  vient  : 

3a?==3c71*  +  2/V-H, 

qui  est  l’équation  d’une  conique. 

4°.  —  Soit  un  point  de  la  sécante  tel  qu’on  ait  : 

£3  .  .  /y»  /y»  /y» 

%  £5  «A'  |  «A  2^3» 

D’après  le  théorème  rappelé  ci-dessus,  il  vient  : 

Cil3  +  (dr3  -f-  grf  -f  m^  +  n)  =  0, 

qui  est  l’équation  d’une  cubique. 

5°.  —  Généraliser  pour  une  courbe  quelconque. 

Montrer  que  le  centre  des  moyennes  distances  est,  sur  une  sécante 
donnée,  le  même  pour  la  courbe  et  ses  asymptotes.  C’est  l’extension  du 
théorème  énoncé  au  §  120  du  Cours  de  M.  G. 


6.  Courbes  dont  les  coordonnées  sont  fonction  d’un  paramètre. 

1°.  —  On  donne  la  courbe  sous  la  forme  : 

*=.?(<),  y=f(t)-  (i) 

Posons  .  dx  :  dt  =  y ,  dy  \dt=  y  ;  on  a  (M.  G.,  §  20)  : 

dy  __  y  d*y  _  y  y  —  yyf 


dX  y  9  tlx 2  cp 

2°.  —  L’expression  du  rayon  de  courbure  s’écrit  immédiatement  : 

, _ t—  . 


./3 


-  t  \  n  1  /  n 

Cp  Vp  - Vp  Cp 


la  formule  est  naturellement  symétrique  en  cp  et  >y 
La  détermination  des  points  d’inflexion  revient  à  chercher  les  racines 
de  l’équation  :  cp'-}"  —  <|/<p"  =  0.  (2) 
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Chercher  quelles  simplifications  s’introduisent  quand  la  variable  auxi¬ 
liaire  t  est  l’arc  de  courbe  compté  à  partir  d’un  point  de  la  courbe. 

3°.  —  Les  coordonnées  %  et  tj  d’un  point  de  la  développée  ont  pour 
expressions  (M.  G.,  §  91  ')  : 


(?2  +  f 2)  V 

/  *  //  i  /  // 


T  '  I  //  i  f  //  • 

1  <p  y  —  •]>  cp 


Les  coordonnées  des  points  de  la  développée  s’expriment  donc  immé¬ 
diatement  au  moyen  du  paramètre  t.  En  particulier,  si  les  fonctions 
et  -l  sont  rationnelles  en  t,  il  en  est  de  même  de  \  et  de  vj. 

4°.  —  Équation  de  la  tangente. 

Soient  X,  Y,  les  coordonnées  courantes  de  la  tangente  en  un  point  x ,  yx 
de  la  courbe  définie  par  une  valeur  t  du  paramètre  t. 

L’équation  de  la  tangente  est  : 


Y-y 
dy  9 


Nous  pouvons  donc  exprimer  les  coordonnées  de  ses  points  au  moyen 
d’un  paramètre  u  et  poser  : 


X  ==  cp  +  uy  ,  Y  =  <f  -f-  uy. 

La  valeur  du  paramètre  t  fixe  le  point  P  considéré  sur  la  courbe;  ia 
valeur  du  paramètre  u  fixe  le  point  considéré  sur  la  tangente  au  point  P. 
Étant  donnée  une  droite  * 

ax  -f-  by  -f-  c  =  0,  ♦ 

l’équation  de  ses  points  d’intersection  avec  la  courbe  (1)  est  : 

acp  +  +  c  =  0. 


Exprimer  que  cette  équation  a  une  racine  double,  une  racine  triple ; 
retrouver  par  cette  méthode  l’équation  (3)  sur  la  tangente  et  l’équation  (2) 
des  inflexions. 

5°.  —  Détermination  des  asymptotes. 

Pour  qu’un  point  de  la  courbe  soit  à  l’infini,  il  faut  que  pour  une 
valeur  du  paramètre  t,  l’une  au  moins  des  fonctions  o,  devienne  infi¬ 
nie. 

A  ce  point  correspond  une  asymptote,  si  la  tangente  correspondante 
reste  à  distance  finie.  L’équation  de  la  tangente  est  : 

v!/X  —  o  Y  =  É9  —  É'É 
Il  est  donc  nécessaire  que  les  deux  rapports  : 

f  •  (f ?  —  >  É  :  (f?  —  > 

restent  finis. 

6°.  —  Construction  de  la  courbe  par  points.  Courbes  unicursàles 

ET  PSEUDO- UNICURSALES. 

Il  est  généralement  plus  facile  de  construire  la  courbe  par  points 
quand  les  coordonnées  s’expriment  en  fonction  d’un  paramètre. 
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Par  exemple,  soit  à  canstruire  la  courbe  (§  15)  : 

2?/5  —  5  xy"2  +  =  0. 

Posons  y  —  tx;  il  vient  : 

/  W  .  ,  4  /  5V1 

x  —  —  V'I  ’  V~  “  t\  l  +  2t5  * 

Pour  chaque  valeur  de  f ,  nous  trouvons  sans  tâtonner  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires  pour  x,  et  pour  chacune  d’elles  une  valeur 
de  y.  C’est  dire  que  la  courbe  admet  l’origine  comme  centre  de  symétrie. 

Au  contraire,  en  choisissant  la  valeur  de  x9  nous  sommes  amenés  à 
-résoudre  une  équation  compliquée  pour  trouver  les  valeurs  correspon¬ 
dantes  de  y. 

Les  calculs  et  discussions  sont  particulièrement  simples  lorsque  les 
fonctions  :  as  =  <p(t),  y  =  <}(£),  sont  rationnelles. 

La  courbe  est  dite  unicursale  (§  17). 

On  vérifiera  aisément  que  toute  courbe  d’équafion  : 

Ax^y?  +  Bx  -(-  G?/s  =  0, 

peut  se  mettre  (comme  la  précédente)  sous  la  forme  pseudo-unicursale  : 

x*  =  <f(t),  yq  —  ^  (t) , 

où  cp  et  sont  des  fonctions  rationnelles  de  t.  Pour  cela  on  utilisera  a] 
transformation:  yr  —  txs\ 

on  déterminera  convenablement  s  et  r. 

7°.  —  Application. 

Étudier  l’hyperbole  équilatère  xy  =  a2. 

On  la  mettra  sous  la  forme  :  x  =  cit,  y  — 

Effectuer- sur  ces  équations  toutes  les  opérations  ci-dessus  indiquées. 

7.  Propriétés  générales  des  courbes  algébriques. 

Nous  énoncerons  quelques  propositions  fondamentales  sans  en  fournir 
une  démonstration  formelle;  le  lecteur  en  trouvera  de  fréquentes  appli¬ 
cations.  Au  surplus,  il  pourra  chercher  à  parfaire  les  démonstrations, 
ce  qui  ne  présente  généralement  pas  de  difficultés. 

1°,  —  Nombres  de  termes  d’une  équation  du  nme  degré. 

Il  suffit  d’écrire  le  système  : 

«o 

I  '  +M  +  hiV 

+  +  2y  xy  +  c^f 

+  dxx3  -f  3\x*y  +  3 o^xif-  +  d2y 3 

+... 

pour  voir  que  le  nombre  des  termes  d’une  équation  du  nme  degré 
est:  1  +  2  +  3+—  +(»  +  l)=-g-(n  +  l)(»  +  2). 
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Comme  on  ne  change  pas  la  courbe  en  multipliant  tous  les  termes  de 
son  équation  par  un  même  nombre,  il  reste  : 

\  (n  +  1  )  (n  +  2)  —  1  =  —  n  (n  _j_  3)  > 

coefficients  arbitraires. 

Par  suite,  on  peut  imposer  à  une  courbe  de  degré  : 

un  (droite)  de  passer  par  deux  points  arbitrairement  choisis, 

deux  (conique)  —  cinq  points,  — 

trois  (cubique)  —  neuf  points,  — 

quatre  (quartique)  —  quatorze  points,  —  — • 

2°.  —  Intersection  de  deux  courbes  de  degrés  m  et  n. 

Deux  courbes  de  degrés  m  et  n  se  coupent  généralement  en  mn  points, 
réels  ou  imaginaires,  à  distance  finie  ou  infinie. 

Ainsi  deux  cercles  ne  se  coupent  qu’en  deux  points  réels. 

Comme  généralisation  algébrique,  on  peut  dire  qu’ils  ont  en  commun 
les  points  à  l’infini  des  droites  dites  isotropes  : 

x  +  iy  =  0 ,  x  —  iy  =  0. 

En  effet,  cherchons  où  se  coupent  le  cercle  æ2  -f-  =  R2  et  la  droite 

x  =  iy ,  par  exemple.  Substituons  à  x  sa  valeur;  il  vient  : 

(iyf  +  ?/  =  R%  Oi/2  =  R2 ,  y  =  ±.oc. 

La  parabole  y'î  =  <2px  n’est  coupée  qu’en  un  point  réel  à  distance 
finie  par  la  droite  y  =  q.  Mais  si  on  considère  cette  droite  comme  la 
limite  pour  p  =  0  des  droites  y  =  px-\-q9  on  peut  dire  qu’il  y  a 
deux  points  d’intersection  dont  l’un  est  rejeté  à  l’infini. 

De  même,  la  cubique  y 2  —  xs  n’est  coupée  qu’en  deux  points  par  les 
cordes  parallèles  à  O  y.  Ils  sont  réels  pour  æ>0,  imaginaires  pour 
x  <  0.  On  peut  dire  que  toute  une  portion  de  la  courbe  est  à  l’infini. 

^  L’importance  pratique  de  ce  théorème  est  qu’une  droite  ne  peut  jamais 
rencontrer  une  courbe  de  degré  m  en  plus  de  m  points  réels  ou  imagi¬ 
naires,  a  fortiori  en  plus  de  m  points  réels.  Des  constructions  abou¬ 
tissant  à  une  conséquence  opposée  sont  erronées. 

3°.  —  Décomposition  d’une  courbe  en  deux  courbes  de  degrés 
moindres. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  parmi  les  points  soi-disant  sur  une 
courbe  de  degré  n,  il  y  en  a  plus  de  mn  qui  soient  sur  une  courbe  de 
degré  m,  la  pseudo-courbe  de  degré  n  est  décomposable  en  deux  courbes 
de  degrés  inférieurs  m,  p,  tels  qu’on  ait  : 

m  -f-  p  =  n.  ' 

Par  exemple,  la  courbe  : 

x  (x-  -f-  y~)  —  (x2  -f  y2)  —  x  -f- 1  =  0 ,  (1) 

est  apparemment  une  cubique.  Nous  la  construisons  sans  plus  étudier 
son  équation;  nous  trouvons  qu’il  y  a  plus  de  trois  points  sur  la 
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droite  x  =  i.  Nous  concluons  qu’elle  se  décompose  en  une  droite  et  une 
conique.  En  effet,  l’équation  (1)  se  met  aisément  sous  la  forme  : 

( x  —  1)  (æ2  -f-  l/2  —  1)  =  0. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  dans  la  décomposition  d’une  courbe 
en  courbes  de  degrés  moindres,  certains  éléments  de  décomposition 
peuvent  être  multiples.  Par  exemple,  la  quintique  xhy3  =  0  se  décom¬ 
pose  en  deux  droites  superposées  x  =  0,  en  trois  droites  superposées 
y  —  0.  Cette  manière  d’opérer  est  nécessaire  pour  rendre  intelligibles 
les  déformations  continues  des  courbes,  pour  comprendre,  par  exemple, 
comment  on  passe  de  la  courbe  cc2*/3  =  0  à  la  courbe  x'iy3  =  a. 


8.  —  Courbe  passant  par  des  points  communs  à  deux 
courbes  données.  Cercle  circonscrit  à  un  triangle. 

1°.  —  Soient  données  deux  courbes  d’équations  : 

S4  =  0,  S2  =  0.  (1) 


Les  coordonnées  des  points  communs  à  ces  courbes  satisfont  simulta¬ 
nément  aux  deux  équations  (1)  :  elles  satisfont  donc  à  toute  combinaison  : 

S1+XS2  =  0,  (2) 

où  X  est  une  constante,  ou  même  une  fonction  de  x  et  de  y.  Au  lieu  de 
déterminer  les  points  de  rencontre  des  courbes  (1),  il  est  souvent  plus 
facile  de  déterminer  les  points  de  rencontre  de  l’une  de  ces  courbes 
avec  la  courbe  (2)  où  X  est  convenablement  choisi. 

2°.  —  Par  exemple,  soit  à  trouver  les  points  communs  aux  cercles  : 


51  —  xr  -f-  y-  -f-  2a  ^  -f-  2b  pj  -J-  ct  —  0 , 

52  =  x-  -f  y-  -f-  2 a2x  -f  2 bpj  +  c2  =  0. 


La  combinaison  : 

St  —  S,  =  2x  (al  —  a2)  -f  2 y  (b,  —  \)  +  cx  —  c2  =  0, 


est  une  droite  :  c’est  la  corde  commune  ou  axe  radical  des  deux  cercles 
(M.  G.,  §  88).  Elle  donne  aisément  les  points  d’intersection  cherchés. 

3°.  —  Autre  exemple  :  on  donne  l’ellipse  et  l’hyperbole  : 


c  _ ^  i  V~ 

1  “  a2  ^  62 


1=0,  Sü  =  xy  —  fc2  =  0. 


On  demande  de  trouver  l’équation  des  droites  passant  par  les  points 
communs.  On  a  : 

+  Ç  +  \x,j  =  1  +  \k\  -  (3) 


Il  suffit  de  choisir  X  de  manière  que  le  premier  membre  soit  un  carré 
parfait.  La  conique  que  représentent  les  équations  (3)  dégénérera  en 
deux  droites  parallèles. 

4Ü-  —  Cercle  circonscrit  a  un  triangle. 

Soient  trois  droites  non  concourantes  : 

*  =  ax+by  +  c  =  0,  p  =  a'x  +  bV  +  c'  =  0,  y  =  a"x  +  b"y  +  c"  =  0. 
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La  courbe  d’équation  : 

A[3y-f  Byoc  -f  Ca(3  =  0,  (1) 

est  une  conique  qui  passe  par  les  sommets  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites.  En  effet,  l’équation  (1),  du  second  degré,  est  satisfaite  par 
l’une  ou  l’autre  des  combinaisons  : 

a  =  0,  (3  =  0;  (3  =  0,  y  =  0  ;  y  =  0,  a  =  0. 

Pour  avoir  un  cercle,  on  choisira  les  constantes  A.,  B,  G,  de  manière 
que  les  termes  en  cc2  et  y-  aient  même  coefficient  et  que  le  terme  en  xy 
disparaisse. 

5°.  —  Exercice. 

Montrer  que  les  axes  radicaux  (droites  joignant  les  points  d’intersec¬ 
tion  réelle  ou  imaginaire)  de  trois  cercles  pris  deux  &  deux  sont  concou¬ 
rants  (M.  G.,  §  88).  On  mettra  l’équation  des  cercles  sous  la  forme  : 

+ */2 +  *  =  0,  æ2 [3  =  0,  #2  +  y2- fy  =  0, 

où  a,  [3,  y,  sont  des  polynômes  du  premier  degré. 

Faire  la  figure  dans  les  divers  cas  possibles. 

Que  devient  l’énoncé  quand  les  cercles  sont  tangents  entre  eux? 

Montrer  que  le  point  de  concours  des  axes  radicaux  ( centre  radical) 
est  le  centre  d’un  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés. 

Prenant  pour  origine  le  centre  radical ,  montrer  que  les  fonctions 
a,  (3,  y,  ont  alors  le  même  terme  constant. 

Le  centre  radical  est  évidemment  indéterminé,  si  les  trois  cercles 
admettent  le  même  axe  radical.  Exprimer  qu’il  en  est  ainsi. 

On  écrira  que  l’axe  radical  des  deux  premiers  cercles  se  confond  avec 
l’axe  radical  des  deux  derniers  (par  exemple);  d’où  deux  relations  entre 
les  coefficients  des  fonctions  a,  (3,  y. 

9.  Résolution  des  équations  par  l’intersection  de  courbes  ; 
calcul  au  trait. 

1°.  —  Soit  à  résoudre  l’équation  transcendante  ou  algébrique  : 

f  (x)  =  0.  (1) 

Choisissons  une  courbe  quelconque  :  x  =  ®(y).  (2) 

Substituons  partiellement  a  x  sa  valeur  tirée  de  (2)  ;  nous  obtenons 
un  certain  nombre  de  courbes  différentes  représentées  par  l’équation  : 

f(x,y)  =  o.  (!') 

Il  est  évident  que  les  courbes  (2)  et  (L)  se  coupent  en  des  points  dont 
les  abscisses  satisfont  à  l’équation  f{x)  =  0. 

Restent  indéterminés  d’abord  le  choix  de  la  courbe  (2),  ensuite  le 
choix  des  termes  de  f(x)  où  l’on  substitue  cp(y)  à  x.  On  prendra 
pour  cc  =  cp (y)  une  courbe  simple  (droite,  cercle,  parabole,  ...)  ou 
encore  une  courbe  facile  à  tracer  mécaniquement  (cissoïde,  limaçon,...); 
on  effectuera  dans  f(x)  la  substitution  de  manière  à  trouver  une  équa¬ 
tion  f(x ,  y)  =  0 ,  aussi  simple  que  possible. 
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'3°.  —  Exemples. 

Résoudre  l’équation  as2  -f  px  +  q  =  0,  #u  moyen  de  la  droite  x  ==  y. 
Comme  courbe  (!'),  on  peut  choisir  : 


le  cercle 
la  parabole 
la  parabole 
l’hyperbole 
l’hyperbole 


x2  +  V1  +  px  -f-  2g  =  0 , 
if  +  px  +  q  =  0, 
x2  +  p?y  +  q  —  0, 
æy  +  pæ  +  q  =  0, 


xy  +  py  +  q= o. 

Rien  dans  ce  qui  précède  ne  suppose  algébrique  l’équation  à  résoudre. 
Ainsi,  soit:  logx-f-e* 


a. 


La  courbe  auxiliaire  la  plus  simple  est  :  y  =  ex. 
D’où  résulte  la  seconde  courbe  :  y  =  a  —  log  x. 

Mais  on  pourrait  prendre  y  =  x. 

La  seconde  serait  :  y  —  log  (a  —  logx), 

•ou  encore  :  y  =  exp  (  a  —  ex ). 


3°.  —  Duplication  du  cube.  Proportions  continues. 

Sous  le  nom  de  proportions  continues,  les  Grecs  se  sont  beaucoup 
occupés  de  la  résolution  du  système  d’équations  : 

(4\ 

y  x  b  }  K  ' 

le  problème  consiste  à  intercaler  deux  moyennes  proportionnelles  entre 
a  et  b. 

Montrer  qu’il  est  résolu  par  l’intersection  de  deux  des  courbes 
paraboles  y*  =  ax,  x<2  =  by; 

hyperboles  xy  =  ab ,  x2  —  y*==by  —  ax; 

■cercle  x2  +  y2  =  ctx  +  by  ; 

■et  d’autres  en  nombre  infini  dont  on  peut  former  l’équation  à  l’aide  des 
trois  premières. 

On  tire  aisément  de  (1)  :  y3  =  aib,  x3  =  cib*. 

Faisons  dans  la  première  a  — 1,  b  =  2;  il  vient  :  ?/3  =  2. 

Nous  résolvons  donc  par  les  intersections  des  courbes  précédentes  le 
problème  pratique  de  la  duplication  du  cube.  Autrement  dit,  nous 
•construisons  la  quantité  y  dont  le  cube  est  double  d’une  quantité  donnée  : 
problème  célèbre  au  temps  de  Platon  et  qui  ne  peut  être  résolu  avec  la 
règle  et  le  compas. 

On  demande  de  résoudre  par  un  procédé  analogue  le  système  : 


a y  z  x 

y  -  z  x  b  ’ 

N 

10.  Points  multiples  :  tangentes  aux  points  multiples. 

i°.  —  Transportons  l’origine  au  point  A  que  nous  voulons  étudier. 
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Si  a  et  b  sont  les  coordonnées  de  ce  point,  l’opération  revient  à  substituer 
dans  l’équation  x  -f-  a  à  x,  y  +  b  à  y( M.  G.,§C4). 

L’opération  effectuée,  l’équation  prend  la  forme  : 

-f-  b2y )  (crx-  +  2y xy  -j-  c2y2)  -f- \dxxz  +  ...)  +  ...  =  0. 

Au  voisinage  du  point  A,  x  et  y  étant  très  petits,  seules  les  puissances- 
inférieures  ont  de  l’importance.  - 

2°.  —  Supposons  d’abord  que  l’un  au  moins  des  coefficients  bi  et  b2  ne 
soit  pas  nul  :  le  point  A  est  simple.  La  tangente  à  la  courbe  en  A  est  : 

bix  +  biy  =  0.  (1) 

3°.  —  Soit  bi  =  b2  =  0;  supposons  que  c4,  y,  c2,  ne  soient  pas  simul¬ 
tanément  nuis  :  le  point  A  est  double.  Au  voisinage  de  A,  on  peut  rem¬ 
placer  la  courbe  par  le  système  des  deux  droites  (tangentes  au  point  A)  ; 

<qæ2  +  2  yxy  +  cpy-  =  0.  (2) 

L’équation  (2)  est  du  second  degré  en  x  :  y. 

Trois  cas  sont  à  considérer. 

Si  les  racines  de  (2)  sont  réelles  et  inégales,  le  point  double  est  cru- 
nodal ;  il  existe  un  croisement  ou  nœud  en  croix. 

Si  les  racines  sont  réelles  et  égales,  le  point  double  est  cuspidal;  les 
tangentes  sont  confondues  ,  il  y  a  un  rebroussement  ou  nœud  en  pointe. 

Les  rebroussements  se  distinguent  en  deux  catégories  suivant  que  les 
deux  branches  sont  du  même  côté  de  la  tangente  commune  ( rebrousse¬ 
ment  en  bec),  ou  de  part  et  d’autre  de  cette  tangente  ( rebroussement  en 
corne).  Le  rebroussement  en  bec  est  une  singularité  plus  élevée  que  le 
rebroussement  en  corne. 

Si  les  racines  sont  imaginaires,  le  point  A  est  isolé.  Il  appartient  à  la 
courbe,  mais  il  n’en  est  de  même  pour  aucun  point  voisin  : 

Le  point  A  est  ctcnodal;  il  existe  un  nœud  imaginaire. 

4°.  —  Supposons  enfin  qu’on  ait  : 


bi  =  b2=0,  Ci  =  c2  =  y  =  0; 
les  coefficients  d  et  o  n’étant  pas  nul,  le  point  est  triple. 


Donner  un  point  simple 

—  — •  simple  et  sa  tangente 

—  un  point  double 

—  —  double  et  ses  tangentes 

—  un  point  triple 


équivaut  à  une  condition  ; 

—  deux  conditions  ; 

— -  trois  conditions; 

—  cinq  conditions  ; 

—  six  conditions  ; 


11.  Nombre  des  points  multiples  d’une  courbe  de  degré 
donné. 

i°.  —  Une  courbe  du  second  degré  ne  peut  avoir  de  point  double  ; 
la  droite  qui  passerait  par  ce  point  rencontrerait  la  courbe  au  moins 
en  un  troisième  point,  ce  qui  est  impossible.  Le  cas  est  excepté  où  la 
conique  dégénère  en  deux  droites. 
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Une  courbe  du  troisième  degré  (cubique)  ne  peut  avoir  qu’un  point 
double  :  si  elle  en  avait  deux,  la  droite  qui  les  joindrait  la  couperait 
en  quatre  points. 

Une  courbe  du  quatrième  degré  (quartique)  ne  peut  avoir  plus  de 
trois  points  doubles  :  si  elle  en  avait  quatre,  une  conique  passant  par 
ces  quatre  points  et  un  cinquième  (voir  §  7)  la  couperait  en  neuf 
points,  ce  qui  est  impossible. 

En  général,  une  courbe  du  nme  degré  ne  peut  avoir  plus  de 

(n —  1  )(n  —  2)  :  2 

points  doubles. 

2°.  —  Une  cubique  ne  peut  pas  avoir  de  point  triple. 

Une  quartique  ne  peut  avoir  qu’un  point  triple.  Même  raisonnement 
que  plus  haut. 

12.  Ordre  (ou  degré)  et  classe  d’une  courbe  algébrique. 

*  ^ 

La  proposition  générale  suivante  due  à  Plücker  est  utile  à  con¬ 
naître. 

On  appelle  ordre  d’une  courbe,  le  degré  m  de  son  équation  en  coor¬ 
données  cartésiennes.  C’est  aussi  le  nombre  de  points  (réels  ou  imagi¬ 
naires)  en  lesquels  elle  est  coupée  par  une  droite  quelconque. 

On  appelle  classe  de  la  courbe,  le  nombre  n  de  tangentes  (réelles  ou 
imaginaires)  qu’on  peut  lui  mener  d’un  point  extérieur. 

Plücker  a  montré  qu’on  a  '. 

n  =  m  (m  —  1  )  —  2o  —  3v  ; 

o  est  le  nombre  des  noeuds  (ou  points  doubles),  v  le  nombre  des  points 
de  rebroussement. 

Pour  une  conique  (o  =  v  =  0),  n  =  m{m  — 1)  =  2.  L’ordre  est 
égal  à  la  classe. 

Pour  une  cubique  n’admettant  ni  point  double,  ni  point  de  rebrous¬ 
sement,  n  =  6;  s’il  existe  un  point  double  (§  11),  n  —  4;  s’il  existe 
un  rebroussement,  n  =  3. 

Le  nombre  des  tangentes  qu’on  peut  mener  à  une  courbe  de  classe  n 

« 

par  un  point  P  est  (par  définition)  n  quand  P  n’appartient  pas  à  la 
courbe. 

Il  est  n  — 1  quand  P  est  sur  la  courbe;  autrement  dit,  la  tangente 
au  point  P  compte  pour  deux. 

Il  est  n —  2  si  le  point  P  est  double... 

13.  Positions  relatives  de  deux  courbes  au  voisinage  d’un 
point  commun. 

Prenons  le  point  commun  O  pour  origine. 

i°.  —  Supposons  qu’il  ne  soit  ni  singulier  ni  d’inflexion  pour  aucune 
des  courbes.  Soient  : 


/ 


y  =  f(x)y 
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leurs  équations.  Développons  les  fonctions  f  et  9  en  séries  suivant  les; 
puissances  croissantes  de  x  : 

y  =  cix  -f-  bx 2  -f  cx 3  +  •••>  =  olx  -f-  fcc2  -f-  ycc3  -f- 

y'  ==  a  -f-  2bas  -j-  3cæ2  -f-  •••?  tj' =  a  -j-  -f-  3yx2  -f-  ..., 

y"  =  2b  -f-  6cc c  -J-  ...,  tj"  =  23  -(-  6ycc  -f-  ..., 

et  ainsi  de  suite. 

a)  Quand  les  courbes  sont  tangentes  en  O,  c’est-à-dire  quand  elles- 
ont  même  pente  au  point  commun  (contact  du  premier  ordre),  on  a  : 

a  =  a. 

b)  Quand  les  courbes  ont  même  cercle  osculateur  (contact  du  second 
ordre),  les  dérivées  premières  et  secondes  sont  égales  pour  x  =  0  : 

a  —  a,  b  =  S.  (1) 

c)  Quand  les  courbes  ont  un  contact  du  troisième,  du  quatrième,..*, 
ordre,  on  a  en  plus  des  conditions  (1)  : 

c  =  y,  pour  le  troisième  ordre, 

c  =  y,  d  =  By  pour  le  quatrième,...  et  ainsi  de  suite. 

2°.  —  a)  Quand  les  courbes  se  coupent  en  O  sans  être  tangentes,  on  a  l 

y  —  r\  =  (cc  —  oc)x  -j-  (b  —  (8)æ2  -f 

comme  le  terme  de  degré  moindre  en  x  l’emporte  toujours  pour  x  suffi¬ 
samment  petit,  y  —  t)  change  de  signe  de  part  et  d’autre  du  point  O  r 
les  courbes  se  traversent;  en  cela  même  consiste  l’intersection. 

b)  Quand  les  courbes  sont  tangentes  en  O,  on  a  : 

a  =  a;  y  —  yj  =  (b  —  p)æ2-f-...; 

y  —  -rj  conserve  le  même  signe  de  part  et  d’autre  du  point  O. 

C’est  ce  qui  arrive  pour  une  courbe  et  sa  tangente  ;  on  poserait  : 

r1  =  <p(j?)  =  aa?,  [3  =  y  =  ô  =  ...  =  0,  y  —  T|  =  bx~  -f-  . .. 

c)  Quand  les  courbes  ont  un  contact  du  second  ordre,  on  a  : 

-a,  b  =  [ 5;  y — yj  =  (c —  y)^3-^...; 

4 

y  —  7)  change  de  signe  de  part  et  d’autre  du  point  O;  les  courbes  so 
traversent. 

C’est  le  cas  d’une  courbe  et  de  son  cercle  osculateur  en  un  point  quel¬ 
conque;  nous  allons  revenir  plus  loin  là-dessus. 

C’est  encore  le  cas  d’une  courbe  et  de  sa  tangente  d’inflexion  ;  en  c& 
point  d'inflexion,  le  cercle  osculateur  se  confond  avec  la  tangente  : 

a  =  û c ,  b  =  0,  y  —  yj  =  cx3  -j-  ... 

14.  Relation  de  position  entre  une  courbe  et  son  cercle* 
osculateur. 

1°.  —  Pour  fixer  les  idées  sur  la  position  relative  du  cercle  osculateur 


' ‘j.  c  .»■»  H  »  /•  ,**• 
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et  de  la  courbe  en  un  point  quelconque,  traçons  une  parabole  et  menons 
la  normale  au  point  A. 

Nous  savons  (§  7)  qu’un  cercle  et  une  parabole  peuvent  se  ren¬ 
contrer  en  4,  2,  0  points.  Tous  les  cercles  tangents  au  point  A  (ayant 


par  suite  leurs  centres  sur  la  normale  au  point  A)  touchent  la  parabole 
au  point  A  en  deux  points  ;  donc  ils  doivent  ou  la  rencontrer  en  deux 
autres  points,  ou  ne  la  plus  rencontrer. 

Si  le  centre  est  en  C5  du  côté  convexe,  il  est  clair  que  le  cercle  ne 
rencontre  la  parabole  qu’au  point  A  ;  de  même,  si  le  cercle  est  intérieur 
et  de  rayon  très  petit,  par  exemple  si  son  centre  est  en  C4. 

Lorsque  le  centre  du  cercle  est  sur  l’axe  de  la  parabole,  il  est  évidem¬ 
ment  bitangent  à  la  parabole;  les  quatre  points  d’intersection  se  con¬ 
fondent  en  deux  symétriques  par  rapport  à  l’axe. 

Amenons  le  centre  en  C3;  le  cercle  coupe  alors  la  parabole  en  deux 
points  G  et  H.  Nous  constatons  qu’au  voisinage  et  de  part  et  d’autre 
du  point  A,  il  est  du  même  côté  ( intérieur )  de  la  parabole. 

Pour  un  cercle  de  grand  rayon,  ayant,  par  exemple,  son  centre  en  C.2, 
il  y  a  encore  deux  intersections  en  dehors  du  point  A;  l’une  est  en  E, 
l’autre  en  dehors  de  la  figure.  Nous  constatons  encore  que  le  cercle  de 
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centre  C2  est,  au  voisinage  et  de  part  et  d’autre  du  point  A,  du  même 
côté  ( extérieur )  de  la  parabole. 

Entre  ces  deux  séries  de  cercles,  il  en  est  un  de  centre  C,,  qui  est  le 
cercle  oscillateur  au  'point  A,  qui  par  suite  a  trois  points  communs  avec 
ja  parabole  réunis  au  point  A.  Il  traverse  la  parabole  au  point  A  et  n’a 
plus  avec  elle  qu’une  rencontre  (point  D)  en  dehors  du  point  A. 

2°.  —  Ce  qui  précède  est  en  défaut  si,  au  point  considéré  O  sur  la 
courbe,  la  courbure  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

Pour  voir  ce  qui  arrive,  commençons  par  établir  le  développement 
en  série  pour  le  cas  d’un  cercle. 

Prenons  le  point  O  comme  origine  et  soit  un  cercle  de  rayon  p  passant 
par  ce  point  et  admettant  Ox  comme  tangente.  Son  équation  est  : 

œ*  +  V  —  2pi  =  0.  (1) 

Mettons -la  sous  la  forme  : 


-,  TJ  —  p#2  -f  yfiC3  +  oæ4  -f- 


Suivant  la  méthode  expliquée  au  §  578,  substituons  (2)  dans  (1);  iden¬ 
tifions  à  0  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x. 

On  trouve  aisément  : 


x 


X 


+  ~qT3~  +  ••• 


2p  1  8p3 

Le  terme  en  æ3  n'  existe  pas  (il  y  a  symétrie  par  rapport  à  O  y). 

On  fera  le  même  calcul  en  résolvant  l’équation  (1)  par  rapport  à  tj  et 
en  développant  le  radical  en  série. 

3°.  —  Une  courbe  qui  admet  le  cercle  précédent  pour  osculateur 
u  donc  au  voisinage  du  point  O  le  développement  : 


y  =  -f-  ex 3  -j-  dxA  -f- . . . 

D’après  la  formule  générale  (§  91,  M.  G.),  le  rayon  de  courbure  au 
voisinage  du  point  O  est  : 

R  =  _ _ P_ _  fl  _L  ?  CL] . 

1  +  6cpæ  -p  i<2dfx2  L  '  2p2  J* 

Pour  que  R  soit  maximum  ou  minimum  au  point  O,  il  faut  évidem¬ 
ment  que  c  soit  nul.  Par  suite,  le  développement  de  la  courbe  a  la  forme  : 

x2 

■  ' 

Le  cercle  osculateur  ne  traverse  pas  la  courbe. 

15.  Étude  d’une  courbe  au  voisinage  d’un  point  multiple. 

i°.  —  Au  §  10,  nous  nous  sommes  contentés  de  déterminer  l’ordre  du 
point  et  la  direction  des  tangentes  en  ce  point.  Aux  §§13  et  14,  nous 
avons  étudié  la  forme  de  la  courbe  au  voisinage  d’un  point  simple.  Il 
s’agit  maintenant  de  déterminer  la  forme  des  différentes  branches  de  la 
^courbe  au  voisinage  d’un  point  multiple.  Le  problème  se  ramène  à 


+  dx 4  -f  . . . ,  d’ou  :  y  —  v]  =  (d  —  g  3-^ 


,-«r  \X* 
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«• 

l’étude  successive  de  chacune  des  branches.  La  théorie  générale  est 
compliquée  et  parfaitement  inutile;  dans  la  pratique,  l’opération  est 
très  simple,  parce  que  l’ordre  des  points  multiples  des  courbes  usuelles 
est  toujours  peu  élevé. 

Ramenons  l’origine  au  point  multiple  et  faisons  tourner  les  axes  de 
manière  que  l’un  d’eux  soit  tangent  à  la  branche  considérée  (il  peut  être 
simultanément  tangent  à  une  autre  branche).  La  méthode  consiste  à 
poser  : 

y  =  ax *,  (1) 

et  à  déterminer  la  valeur  des  paramètres  a  et  a.  _ 

Pour  cela,  dans  l’équation  de  la  courbe,  substituons  à  y  sa  valeur  (1); 

déterminons  a  de  sorte  que  les  exposants  de  deux  ou  plusieurs  termes 
✓ 

soient  égaux  et  moindres  que  les  exposants  des  termes  restants.  On  peut 
généralement  obtenir  ce  résultat  de  plusieurs  manières;  elles  corres¬ 
pondent  aux  diverses  branches  qui  passent  par  le  point  multiple  et 
y  sont  tangentes  à  Ox  ou  à  Oy. 

2°.  —  Voici  un  exemple  beaucoup  plus  compliqué  que  ceux  qui  se 
présentent  ordinairement;  c’est  dire  que  les  développements  donnés 
à  ce  sujet  dans  les  classes  de  Spéciales  sont  inutiles. 

Soit  à  construire  la  courbe  (fig.  4)  : 

2>/5 —  bxy*~\-x5  =  0.  (1) 

Considérons  les  termes  de  moindre  degré  :  l’origine  est  un  point  sin¬ 
gulier  (§  10);  les  tangentes  sont  les  axes. 

I)  Posons  d’abord  :  y  =  ctx*  ;  substituons  dans  (1)  : 

2a5x5a  —  5u2x2oc  +  1  -(-  x5  =  0. 

Pour  avoir  deux  termes  de  même  degré  et  de  degré  inférieur  au  degré 
du  terme  restant,  il  faut  prendre  a  =  2,  ou  a  =  l  :  3. 

Substituons  d’abord  a  =  2;  il  vient  : 

«— ±\/5’  y  =  ±\/^xi- 

D’où  deux  branches  paraboliques  BOC,  MOL,  tangentes  à  O#,  et  dont 
les  rayons  de  courbure  à  l’origine  sont  de  signes  contraires  et  égaux  à 

V5:2. 

Substituons  ensuite  a  =  l  :  3.  Nous  obtenons  une  branche  : 

x  ==  (2  :  5)  y3, 

sur  laquelle  nous  allons  revenir.  ^ 

II)  Posons  ensuite  :  x  =  aya ;  substituons  dans  fl)  : 

2 y5  —  5a?/a  +  2  -f-  a3y5x  =  0. 

^  V 

Pour  satisfaire  aux  conditions  posées,  il  faut  prendre  a==3.  Nous 
retrouvons,  ce  qui  était  évident  a  priori,  la  branche  dont  nous  venons 
de  parler  : 

_  2  2  , 

«—5.»  x—-$y- 
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D’où  une  branche  FOG  admettant  0 y  comme  tangente  d’inflexion. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  tracer  la  courbe  déjà  rencontrée 


Fig.  4. 


au  §  6;  il  déterminera  les  valeurs  maxima  de  x  et  de  y. 

Nous  reviendrons  tout  à  l’heure  sur  l’asymptote. 

3°.  —  Substitutions  successives. 

La  méthode  précédente  fournit  le  premier  terme  des  développements 
de  y  en  fonction  de  x,  ou  de  x  en  fonction  de  y,  qui  correspondent  aux 
diverses  branches  de  la  courbe  passant  par  l’origine. 

Continuant  les  opérations,  il  est  possible  d’obtenir  les  termes  sui¬ 
vants  de  ces  développements.  Posons  par  exemple  : 

y  =  ax *  +  bx?  y 

et  substituons  dans  (1).  Il  vient  une  nouvelle  équation  dont  nous  cher¬ 
cherons  à  rendre  deux  termes  du  môme  degré,  de  manière  qu’ils  restent 
corfiparables  entre  eux  quand  x  tend  vers  zéro.  D’une  manière  générale, 
il  y  aura  plusieurs  solutions  possibles  pour  p  ;  certaines  d’entre  elles  s’éli¬ 
mineront  en  vertu  de  la  condition  que  p  doit  être  supérieur  à  a,  ici  à  2. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d’effectuer  les  calculs. 
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16.  Asymptotes. 

2*.  —  Asymptotes  parallèles  a  l’un  dés  axes. 

\ 

•  Aucune  difficulté  :  on  cherche  pour  quelle  valeur  de  x ,  y  devient 
infini  ;  ou  pour  quelle  valeur  de  y ,  x  devient  infini. 

Si  l’équation  est  résolue  par  rapport  à  l’une  des  variables,  on  est 
ramené  à  déterminer  les  racines  réelles  d’une  équation.  Si  elle  n’est  pas 
résolue  et  si  elle  est  algébrique,  voici  la  marche  expliquée  sur  un  exemple. 

Soit  à  déterminer  les  asymptotes  de  la  courbe  : 


(x  —  1  )2y4  -J-  (x  —  1  )y3  —  x2  =  0 , 

parallèles  à  O  y.  Divisons  par  la  plus  haute  puissance  de  y  et  supposons 
que  y  croisse  indéfiniment  ;  il  vient  : 


(x  —  l)2  -f- 


æ2 

¥ 


A  la  limite,  pour  y  =  oc,  il  reste  la  condition  x  =  l.  La  recherche  des 
asymptotes  parallèles  à  O  y  revient  à  annuler  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  y. 

De  môme,  la  recherche  des  asymptotes  parallèles  à  Ox  revient  à  anmtler 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x. 

Dans  le  cas  particulier  il  faut  poser  : 

y4— i=o.  y=±.  if  ; 


Une  fois  les  asymptotes  connues,  la  discussion  de  l’équation  montre 


aisément  commenfcla  courbe  se  comporte  par  rapport  à  elles.  Il  n’y  a 
de  difficultés  que  si  l’on  se  condamne  à  une  discussion  théorique 
in  abstracto. 

On  peut  ramener  la  discussion  à  distance  finie  en  prenant  les  inverses 
des  valeurs  de  la  coordonnée  qui  devient  infinie. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  des  asymptotes  parallèles  à  Oy ,  on  remplace 
y  par  1  :  y\  on  est  ramené  à  étudier  une  courbe  au  |voisinage  d’un  de 
ses  points,  simple  ou  multiple.  La  figure  5  montre  la  correspondance  des 
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points  à  l’infini  de  la  courbe  et  des  points  à  distance  finie  de  sa  trans¬ 
formée.  Il  y  manque  le  cas  où  les  branches  asymptotiques  sont  du  même 
côté  de  l’asymptote,  où,  par  suite,  il  existe  sur  la  courbe  inverse  un 
point  de  rebroussement  en  bec  (§  10). 

2°.  —  Asymptotes  non  parallèles  aux  axes. 

Ce  cas,  plus  difficile  que  lé  précédent,  n’est  guère  compliqué. 

Premier  exemple.  —  Reprenons  la  courbe  des  §§  G  et  15  : 

2 y5  —  5 xip-  -j-  cc5  =  0.  (1  ) 


Par  hypothèse,  y  et  x  deviennent  simultanément  très  grands  et  le 
rapport  p  =  y  \  x  reste  fini  :  il  représente  la  pente  de  l’asymptote. 
Divisons  par  x 5,  de  manière  à  dégager  le  rapport  cherché  : 


On  peut  écrire  le  second  terme  sous  la  forme  rf  :  æ4  =.p2  :  cc2. 

A  la  limite,  pour  x  très  grand,  il  s’annule,  puisque  par  hypothèse 
p  reste  fini.  Donc  la  pente  p  est  donnée  par  l’équation  : 

5 _ 

p5  =  — 1:2,  p  —  —  \Ji\2. 


Généralisant,  nous  énonçons  la  règle  :  les  pentes  des  asymptotes  des 
courbes  algébriques  sont  obtenues  en  égalant  ci  zéro  les  ternies  de  plus 
haut  degré. 

Reste  à  savoir  à  quelle  distance  de  l’origine  se  trouve  l’asymptote. 

Soit  y  =  px  +  q,  son  équation.  On  en  tire  : 


—  . 

X  x  X 


p  est  connu;  il  s’agit  de  voir  comment  la  différence  y  :  x — p 
vers  zéro  quand  x  augmente. 

Reprenons  notre  exemple.  L’équation  (2)  peut  s’écrire  : 


(3) 

tend 


r 

Elevons  (3)  à  la  cinquième  puissance  et  négligeons  les  termes  petits; 


il  reste  :  — p5  =  — p...  (5) 

Identifions  (4)  et  (5)  :  1==js"^r  +  •••  =  2^^  +  — 

La  valeur  exacte  de  q  est  la  limite  dé"  la  valeur  précédente  pour 
x  =  o c;  elle  est  nulle.  L’asymptote  passe  par  l’origine;  elle  a  pour  équa¬ 
tion  :  y  —  px. 

Autre  exemple  :  Soit  l’hyperbole  : 


x2  —  y1  -f-  2 ax  —  0.  (6) 


Les  pentes  des  asymptotes  sont  immédiatement  connues  :  p  =  d il. 


L’équation  (6)  s’écrit  : 
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Élevons  (3)  au  carré  et  négligeons  les  termes  petits  ;  il  reste  : 


Identifions  (7)  et  (8)  ;  il  reste  :  q  =  a:pf  ■  q  =  ±  a. 

Donc  il  existe  deux  asymptotes  à  distance  finie. 

Encore  une  fois,  seule  la  théorie  générale  est  difficile  :  dans  la  pra¬ 
tique,  il  suffit  d’un  peu  d’exercice. 

17.  Courbes  unicursales;  propriétés  générales. 

On  dit  qu’une  courbe  est  unicursale  quand  ses  coordonnées  s’ex¬ 
priment  rationnellement  en  fonction  d’un  paramètre  (§  6).  Quand  on  fait 
croître  ce  paramètre  d’une  manière  continue  de  — oc  à  +  oc,  on  obtient 
tous  les  points  de  la  courbe  qui  forment  une  série  unique  et  continue  : 
le  passage  par  l’infini  ne  constitue  pas  une  discontinuité. 

Si  la  courbe  est  bi-partite  ou  multi-partite ,  c’est-à-dire  si  elle  se 
compose  de  deux  ou  plusieurs  séries  continues  de  points,  elle  n’est  sûre¬ 
ment  pas  unicursale.  La  réciproque  n’est  pas  vraie;  elle  peut  être  uni- 
partite  sans  être  unicursale. 

On  démontre  que  si  une  courbe  a  son  maximum  de  points  doubles ,  elle 
est  unicursale. 

En  particulier,  une  cubique  ne  peut  avoir  deux  points  doubles  ;  car  la 
droite  qui  les  joindrait  couperait  la  courbe  en  quatre  points  :  ce  qui 
est  impossible  (§  11).  Il  résulte  de  là  que  toute  cubique  qui  a  un  point 
double  réel  est  unipartite  et  unicursale.  Suivant  la  nature  de  ce  point 
double  (§10),  la  cubique  est  dite  crunodale,  acnodale,  ou  cuspidale. 

Les  coordonnées  x,  y ,  d’une  courbe  unicursalé  peuvent  s’exprimer 
rationnellement  en  fonction  d’une  infinité  de  paramètres,  puisque,  une 
forme  étant  connue,  il  suffit  de  substituer  à  la  variable  choisie  t  une 
fonction  rationnelle  d’un  autre  paramètre  t  pour  que  x,  y ,  soient  expri¬ 
mées  rationnellement  en  fonction  de  ce  nouveau  paramètre  r. 

Remarquons  que  si  à  une  valeur  du  paramètre  t  correspond  un  point 
unique  sur  la  courbe,  réciproquement  a  un  point  de  la  courbe  corres¬ 
pond  une  valeur  unique  du  paramètre.  D’où  résulte  que  t  est  une  fonc¬ 
tion  rationnelle  des  coordonnées  x  et  y.  On  peut  déduire  de  là  que  toutes 
les  représentations  rationnelles  : 

.  x=f( 0,  y  =  g(t), 

d’une  courbe  unicursale  s’obtiennent  en  substituant  à  t  une  fonction 

•  > 

rationnelle  quelconque  t  de  t. 

18.  Développées. 

Nous  savons  (M.  G.,  §  95)  que  la  développée  d’une  courbe  est  l’enve¬ 
loppe  de  ses  normales,  ou  le  lieu  de  son  centre  de  courbure. 

i°.  —  Montrer  (M.  G.,§  86)  que  la  développée  d’une  courbe  unicursale 
est  unicursale  (§  6).  v  ^ 

2°.  —  On  dit  qu’une  courbe  est  rectifiable  quand  la  longueur  de  son 


22  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


arc  est  calculable  par  de  simples  différentiations.  Elle  est  donc  expri¬ 
mable  par  des  fonctions  élémentaires  quand  les  coordonnées  le  sont. 
Montrer  que  la  développée  d’une  courbe  quelconque  est  rectifiable. 


Coordonnées  polaires. 

19.  Remarques  sur  la  construction  des  courbes  en  coor¬ 
données  polaires. 

i° .  —  Le  point  B  du  plan  est  repéré  par  la  distance  OB  =  p,  à  l’ori¬ 
gine  O,  et  par  l’angle  0  compté  dans  un  sens  convenu  à  partir  de  la 
droite  de  référence  Ox.  A  chaque  valeur  de  0  correspondent  une  ou  plu- 


Fig.  6. 


sieurs  valeurs  de  p.  Par  convention,  les  valeurs  négatives  de  p  sont 
comptées  dans  la  direction  OB2  opposée  à  la  direction  OB  définie  par 
l’angle  ô. 

2°.  —  Rapporteurs. 

Pour  définir  la  direction  6  ou  généralement  construire  un  angle 
donné,  on  utilise  les  rapporteurs  ;  mais  leur  emploi  est  mal  commode. 

Les  rapporteurs  sont  en  cuivre,  en  corne  ou  en  celluloïd.  Seraient- ils 
parfaitement  plans  et  parfaitement  gradués,  le  centrage  sur  l’origine  O 

est  difficile,  et  l’erreur  sur  le  tracé  des  points  notable.  Meilleurs  sont  les 

* 

rapporteurs  d'angle  permettant  d’établir  entre  deux  règles  un  angle 
mesuré  sur  une  graduation  métallique;  on  applique  une  des  règles 
de  l’appareil  contre  une  règle  plate  appliquée  contre  un  des  côtés  de 


t 
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l’angle  à  contruire;  on  la  fait  glisser  jusqu’à  ce  que  l’autre  passe  par 
l’origine. 

Malheureusement  ces  rapporteurs  ont  le  grave  défaut  de  coûter  cher. 

3°.  —  Angles  donnés  par  leur  tangente  ou  leur  cotangente. 

Nous  nous  proposons  de  construire  rapidement  des  courbes  et  nous 
utilisons  du  papier  quadrillé.  Il  est  alors  plus  simple  (du  reste,  aussi 
précis)  de  choisir  les  angles  0  pour  lesquels  nous  calculerons  p,  tels  que 
leurs  côtés  passent  par  des  points  du  quadrillage,  par  exemple,  par  les 
points  situés  sur  le  pourtour  d’un  carré  de  centre  O.  Les  points  tels  que 
B,  C,...  sont  caractérisés  par  des  valeurs  simples  de  tg9  =  AB  :  AO. 

Ce  choix  ne  prend  son  intérêt  que  si  nous  construisons  à  l’avance  une 
table  donnant  les  lignes  trigonométriques  des  angles  particuliers  ainsi 
définis  :  on  la  trouvera  ci -après. 

•  La  tangente  des  angles  voisins  de  90°  devenant  très  grande,  il  y  a 
avantage  à  définir  les  angles  supérieurs  à  45°  par  leur  cotangente; 
autrement  dit,  on  calculera  les  valeurs  du  rayon  vecteur  pour  les  direc¬ 
tions  (telles  que  OD)  dont  les  angles  01  correspondent  à  des  valeurs 
simples  de  cotg  =  Eü  ;  DE . 

Les  tables  ci -jointes  supposent  que  l’angle  9  est  inférieur  à  90°.  On 
vérifiera  qu’elles  valent  pour  un  angle  quelconque;  seul  le  signe  de  la 
ligne  trigonomctrique  est  modifié.  Toute  erreur  est  impossible  quand  on 
rapporte  les  angles  sur  un  cercle  trigonométrique. 

Quand  on  emploie  du  papier  non  quadrillé,  on  commence  par  tracer 
soigneusement  et  par  diviser  le  carré  servant  de  canevas,  opération  qui 
ne  présente  aucune  difficulté  avec  une  équerre  dont  un  des  côtés  porte 
une  division  en  millimètres. 

L’opération  est  plus  précise  qu’avec  un  rapporteur. 


20.  Table  des  lignes  trigonométriques  des  arcs  donnés  par 
leurs  tangentes  (les  nombres  sont  multipliés  par  1000). 


e 

arc  0 

sin  9 

co  s  9 

sin5  Q 

COS2  0 

50 

2*52' 

50 

50 

999 

2 

998 

100 

5«43' 

100 

100 

995 

10 

990 

150 

8<52' 

149 

148 

989 

22 

978 

200 

1019' 

197 

196 

981 

39 

961 

250 

14«2' 

245 

242 

970 

59 

941 

300 

1042' 

291 

287 

958 

83 

917 

350 

19<d7’ 

336 

330 

944 

109 

891 

400 

2048' 

380 

371 

929 

138 

862 

.450 

24«14' 

423 

410 

912 

168 

832 

500 

2034' 

404 

447 

894 

200 

800 
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t  g  6 

6 

arc  0 

sin  0 

cos  0 

co  s2  6 

sin2  0 

550 

28°49' 

503 

482 

„876 

232 

768 

600 

30°58' 

540 

514 

857 

265 

735 

650 

3301' 

576 

545  - 

838 

297' 

703 

700 

35° 

611 

574 

819 

3*29 

671 

750 

36°52' 

644 

600 

800 

360 

640 

800  ' 

38°40' 

675 

625 

781 

390 

610 

850 

40°22' 

705 

648 

762 

419 

581 

900 

41°59' 

733 

669 

743 

448 

552 

950 

43°32' 

760 

689 

725 

475 

525 

1000 

45° 

785 

707 

707 

500 

500 

21.  Table  des  lignes  trigonométriques  des  arcs  donnés  par 
leurs  cotangentes  (les  nombres  sont  multipliés  par  1000). 


cotg  6 

O 

arc  0 

sin  0 

COS  0 

sin2  0 

cos2  0 

950 

46°28' 

811 

725 

689 

525 

475 

900 

48°1' 

838 

743 

669 

552 

448 

850 

49°38' 

866 

762 

648 

581 

419 

800 

51°20' 

896 

781 

625 

610 

390 

750 

53°8' 

927 

800 

600 

640 

360 

700 

55° 

960 

819 

574 

671 

329 

650 

56°59' 

994 

838 

545 

703 

297 

600 

59°2' 

1 030 

857 

514 

735 

265 

550 

6i°ir 

1068 

876 

482 

768 

232 

500 

63°26' 

1107 

894 

447 

800 

200 

450  - 

65°46' 

1148 

912 

410 

832 

168 

400 

68°12' 

1190 

929 

371 

862 

138 

350 

70°  43' 

1 234 

944 

330 

891 

109 

300 

73°18' 

,  1 279 

958 

287 

917 

83 

250 

75°58' 

1 325 

970 

242 

941 

59 

200 

78°41' 

1373 

981 

196 

971 

39 

150 

81u28' 

1422 

989 

148 

978 

22 

100 

84°17' 

1 471 

995 

100 

990 

10 

50 

87°8' 

1 521 

999 

50 

998 

2 

0 

90° 

1571 

1000 

0 

1000 

0 
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22.  Arcs  de  10  en  10  degrés  pour  les  cinq  premières 
circonférences  (multipliés  par  100). 


J  v 

a 

0  —J—  a 

300°  -f  a 

720°  -f  a 

1080  -fa 

1440  -fa 

1800 -fa 

0 

0 

628 

1 257 

1885 

2513 

3142 

10 

17 

646 

1 274 

1902 

2530 

3158 

20 

35  x 

663 

1292 

1920 

2548 

3176 

30 

52 

681 

1309 

1937 

2565 

3193 

40 

70 

698 

1326 

1954 

2584 

3212 

50 

87 

716 

1344 

1972 

2600 

3228' 

60 

105 

733 

1361 

1989 

2617 

3245 

70 

122 

751 

1379 

2007 

2635 

3263 

80 

140 

768 

1396 

2024 

2652 

3280 

90 

157 

785 

1414 

2042 

2670 

3298 

100 

175 

803 

1431 

2059 

2687 

3315 

110 

192 

820 

1449 

2077 

2705 

3332 

120 

209 

838 

1466 

2094 

2722 

3350 

130 

227 

855 

1 484 

2112 

2740 

3368 

140 

244 

873 

1501 

2129 

2757 

3385 

150 

262 

890 

1518 

2146 

2774 

3402 

160 

279 

908 

1536 

2164  ' 

2792 

3420  1 

170 

297 

925 

1553 

2181 

2809 

3437 

180 

314 

'  943 

1571 

2199 

2827 

3455 

190 

331 

,  960 

1588 

2216 

2844 

3472 

200 

349 

977 

1 606 . 

2234 

2862 

3490 

210 

366 

995 

1 623 

j> 

2251 

2879 

3507 

220 

384 

1012 

1 641 

2269 

2897 

3525 

230 

401 

1030 

1658 

2286 

2914 

3542 

240 

419 

\ 

1047 

1676 

2304 

2932 

3560 

250 

436 

1065 

1 693 

2321 

2949 

3577 

260 

454 

1082 

1 710 

2338 

2966 

3594 

270 

471 

1100 

1728 

2356 

2984 

3612 

280 

487 

1117 

1745 

2373 

3001 

3629 

290 

506 

1134 

1763 

2391 

3019 

3647 

300 

523 

% 

1152 

1780 

2408 

3036 

• 

3664 

310 

541 

1169 

1798 

2426 

3054 

3688 

320 

558 

1187 

1815 

2443 

3071 

3699 

330 

576 

« 

1 204 

1 832 

2400 

3088 

3716 

340 

593 

1222 

1 850 

2478 

3106 

3734 

350 

611 

1239 

1867 

2495 

3123 

3753 
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23.  Rappel  de  quelques  formules  et  de  quelques  définitions- 

i°.  —  Le  lecteur  se  rapportera  à  la  figure  7.  On  a  : 


tg  a  =  r 


dô 

_ _  • 

dr  y 


cos  a  = 


dr 
ds  9 


sin  a  = 


ds 2  —  dr2  -j-  r2d62  ; 
ds  est  la  différentielle  de  l’arc  de  courbe  ÀB. 


2°  —  Par  l’origine  menons  une*  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur; 
traçons  la  tangente  et  la  normale  au  point  A.  On  trouve  aisément  : 


_ 

OT  =  sous-tangente  =  r  tg  a  =  r2 

dr 


/  } 


ON  —  sous-normale  =  r  cotg  a  =  —  r’, 


AT  =  tangente  =  -J^  =  r(^  =  rSJ\+  r»  (*)\ 


AN  ==  normale  =  —X —  =•  Æ- 

sin  a  dQ 


y/-- +(£)'• 


OP 


r  sin  a  =  r 


d(J 
dg  * 


3°.  —  Le  rayon  de  courbure  a  pour  expression  : 


-*[-+(î)T*=[-+*{îl 


2  d2r 

-  r 


d& 
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24.  Détermination  des  points  d’inflexion. 

Les  points  d’inflexion  correspondent  à  une  valeur  infinie  du  rayon  de 
courbure  ;  ils  sont  donc  définis  par  la  condition  : 


que  nous  écrivons  pour  abréger  : 

,.2  +  2,-'s  -  rr"  =  0,  ou  :  y+  (y)"  =  0. 

25.  Asymptotes. 

1°. —  Supposons  que  pour  l’angle  0  =  0,  le  rayon  vecteur  devienne 
infini.  Nous  connaissons  la  direction  de  la  tangente  pour  un  point  de  la 


courbe  à  l’infini.  Reste  à  savoir  à  quelle  distance  OP  de  tl’origine  (fig.  7)* 
elle  se  trouve. 

Le  problème  revient  à  déterminer  si  la  quantité  (fig.  8)  : 

ÀB  =  rsin(©  —  6),  .  (1) 


reste  finie  quand  0  s’approche  de  0  jusqu’à  lui  devenir  égal. 

A  la  limite,  0  —  6  mesure  l’angle  [a  du  rayon  ^vecteur  OA  et  de  la 
tangente  au  point  AJ 

Le  lecteur  interprétera  le  signe  de  la  quantité  (1)  quand  on  passe  à  la 
limite,  et  fera  les  figures  pour  les  divers  cas. 

Il  revient  au  même  de  calculer  la  quantité  (M.  G.,  §  80,  4°,  et  présent 
Cours,  fig.  7)  : 


Voici  quelques  exemples. 

2°.  —  Les  courbes  d’équation  (M.  G.,  §§  109  et  118)  : 

_  p  _ 

a  1  -j-  e  cos  0  ’ 


sont  des  coniques. 


2» 
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L’origine  des  coordonnées  est  un  foyer;  la  droite  de  référence  est  l’un 
des  axes.  Pour  e2  <  1,  on  a  une  ellipse;  pour  e2  =  l,  une  parabole; 
pour  e2  >  1,  une  hyperbole. 

Le  formule  (2)  donne  : 


dr 


pe  sin  9 


(i  +  e cos  9 ) 


ds 


p  yjl  +  2e  cos  0  +  e2 
(1  +  ecos  9)2 


db. 


On  trouve  (fîg.  7)  : 


^  \J  1  +  2e  cos  9  +  e2  \/  e2  —  1  * 

pour  les  valeurs  de  9  qui  rendent  r  infini. 

Cette  expression  est  finie  pour  l’hyperbole  (e2>l);  il  existe  des 
asymptotes. 

Elle  est  infinie  pour  la  parabole  (e2  =  l);  il  n’existe  pas  d’asym¬ 
ptote.  Il  revient  au  même  de  dire  qu’elle  est  tout  entière  à  l’infini. 

3°.  —  Procédons  autrement.  On  a  : 


-rn  •  /rv  rx  V  sin(0 —  9)  p  0  —  9 

AB  =  r  sin  (0  —  9  )  =  —  - — -+ - +  =  1  -  cos  — ^ — 

v  '  e  cos  9  —  cos  0  e  2 

Faisons  maintenant  9  =  0;  il  reste  : 

AB=  —  :  sin  0. 
e 


:  sin 


0  +  0 


Lorsque  sin0  est  différent  de  zéro  (hyperbole),  il  y  a  des  asymptotes; 
lorsque  sin  0  =  0  (parabole),  il  n’y  en  a  pas. 

26.  Équation  d’une  droite;  équations  de  la  tangente  et  de 
la  normale  en  coordonnées  polaires. 

i°.  —  Montrer  qu’en  coordonnées  polaires,  une  droite  qui  passe  par 
le  point  A  de  coordonnées  r1?  91?  a  pour  équation  : 

V  =  r~  C0S  (e  —  )  +  P  sin  (9  _  0‘  )  ’ 

p  étant  une  constante  à  déterminer. 

On  partira  de  l’équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

2°.  —  Si  au  point  A,  l’angle  de  la  droite  avec  le  rayon  vecteur  est  a, 
montrer  que  les  formules  du  §  23  (droite  considérée  comme  une  courbe 
quelconque)  permettent  de  poser  : 

—  =  —  cos  (9  —  9.  ) - - —  sin  (9  —  9.  ). 

r  ri  K  1  '  tg  a  x  1  y 


On  vérifiera  l’équation  en  posant  0  =  9d  —  7:  :  2,  et  en  interprétant 

•  * 

géométriquement  le  résultat. 

3°.  —  Ces  formules  obtenues,  montrer  que  pour  une  courbe  quel¬ 
conque,  on  a  : 
pour  la  tangente  : 

^AcosCO-O.'^+^i^sinCô-e,); 


/ 


I 
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pour  la  normale  : 

7 =  A  cos  (9  -  «, )  +  g),  sin  (6  -  9,  ). 


On  doit  prendre  les  valeurs  des  dérivées  qui  correspondent  au  point 
de  tangence  (r1?  6t). 


27.  Tangentes  parallèles  et  normales  entre  elles. 

i°.  —  Démontrer  qu’en  appelant  a,,  9,  ;  a2,  ô2 ;  les  éléments  caracté¬ 
ristiques  de  deux  points  A1?  A.2,  d’une  courbe  où  les  tangentes  à  cette 
courbe  sont  parallèles ,  on  a  la  relation  : 

ai  +  =  a2  H-  Ktc* 

où  K  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

5°.  —  Démontrer  qu’en  appelant  a1?  ;  a2,  ô2;  les  éléments  caracté¬ 

ristiques  de  deux  points  A1?  A2,  d’une  courbe  où  les  tangentes  à  cette 
courbe  sont  normales  l’une  sur  l’autre,  on  a  la  relation  : 


ai  +  9i  =  a2  +  92  4~  (2K  -f  1  )  -g  . 

28.  Symétrie  des  courbes. 

4°.  —  Déterminer  la  symétrie  des  courbes  dont  l’équation  est  de  l’une 


des  formes  : 


f(r,  sin 6)  =  0,  f(r,  cos8)  =  0, 
f(r,  sin  20)  =  0,  /■(>*,  cos  26)  =  0, 
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£t  généralement  : 

f(r,  sinn0)  =  O,  f(r,  cos  n9)  =  0. 

La  fonction  f  est  rationnelle  par  rapport  à  r  et  par  rapport  à  la  lignû 
trigonométrique. 

2°.  —  Déterminer  la  symétrie  des  courbes  d’équation  : 

f(r ,  sin  nô,  cos  nh i)  =  0. 

La  fonction  f  est  rationnelle  par  rapport  à  r  et  par  rapport  aux  lignes 
trigonométriques. 

3 °.  —  Après  transformation  en  coordonnées  cartésiennes,  reconnaître 
si  une  courbe  admet  un  axe  de  symétrie,  normal  à  son  plan  et  d’ordre  p 
■( centre  de  symétrie  d'ordre  p);  reconnaître  si  elle  admet  q  plans  de  symé¬ 
trie  passant  par  une  droite  normale  à  son  plan  ( droites  de  symétrie). 

On  se  reportera  pour  les  définitions  au  §  4/ 

4°.  —  Déterminer  la  symétrie  des  courbes  d’équation  : 

f(r,  tg  n8)  =  0. 

La  fonction  f  est  rationnelle  par  rapport  à  r  et  par  rapport  à  tgn  9. 


-/ 


"i  , 


CHAPITRE  II 

GÉNÉRALITÉS  (SUITE) 


Maximums  et  minimums. 

P  "  /  \ 

» 

Tout  problème,  en  particulier  toute  construction  de  courbes,  im¬ 
pliquent  la  recherche  d’un  ou  plusieurs  maximums.  Nous  rappelons 
-dans  les  paragraphes  suivants  les  principes  qui  dirigent  cette  recherche  ; 
nous  proposons  quelques  exercices  qui  les  éclairent. 

29.  Maximums  ou  minimums;  points  d’arrêt. 

i°.  —  La  recherche  des  maximums  et  minimums  d’une  fonction 
y  =  f(x),  revient  à  la  détermination  des  points  pour  lesquels  on  a  : 

dy 


dx 


=  y'= o. 


On  exprime  donc  que  la  fonction  y  cesse  de  croître  ou  de  décroître 
<M.G.,§8). 

Pour  distinguer  les  deux  cas,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  déter¬ 
miner  si  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  haut  ou  vers  le  bas,  il  faut 
calculer  la  dérivée  seconde  y ",  qui  détermine  la  variation  de  y'  (fig.  10). 

Au  voisinage  du  maximum  A,  la  pente  décroît  :  d’abord  positive,  elle 
s’annule,  puis  devient  négative  :  y "  <  0. 

Au  voisinage  du  minimum  B,  la  pente  croît  :  y "  >  0. 

Enfin  il  peut  arriver  que  la  pente  s’annule,  mais  conserve  son  signe. 
Il  y  a  inflexion  horizontale  :  y''  =  0. 

Plutôt  que  de  calculer  y ",  il  est  généralement  plus  simple  de  déter¬ 
miner  la  position  approchée  d’un  point  ou  de  deux  au  voisinage  des 
points  pour  lesquels  y'  —  0. 

2°.  —  En  coordonnées  polaires,  les  maximums  et  minimums  de  r 
correspondent  aux  points  de  tangence  de  la  courbe  avec  des  cercles 
ayant  l’origine  pour  centre;  les  maximums  et  minimums  de  9  corres¬ 
pondent  aux  points  de  tangence  de  la  courbe  avec  les  rayons  vecteurs. 
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Le  premier  soin  devant  une  courbe  en  coordonnées  polaires  est  de 
savoir  si  elle  possède  ou  non  des  branches  infinies,  et,  si  la  réponse  est 
négative,  de  limiter  l’aire  dans  laquelle  elle  se  trouve  (fig.  11). 


3°.  —  Un  pomt  d’arrêt  n’est  pas  considéré  comme  un  maximum  ou  un 
minimum. 

*  I  '  ^  «  wV 

Supposons  que  la  courbe  soit  définie  au  point  D  (fig.  10)  et  cesse  de 

l’être  au  delà  de  ce  point  :  le 
point  D  est  un  point  d’arrêt.  En 
un  sens,  c’est  bien  un  maxi¬ 
mum  pour  y  ;  mais  en  vertu 
de  nos  définitions ,  ce  n’en  est 
pas  un.  Il  faut,  pour  qu’il  y  ait 
maximum  ou  minimum  en  un 
point,  que  la  courbe  soit  dé¬ 
finie  des  deux  côtés  de  ce  point. 
Par  exemple,  soit  la  courbe  : 

V  =  +  'Ji  —  ,  (1> 

qui  est  un  demi -cercle  ad¬ 
mettant  deux  points  d’arrêt 
(y  =  0,  æ  =  zbl);  ces  points- 
ne  sont  pourtant  des  mini¬ 
mums  ou  des  maximums  ni  pour  y ,  ni  pour  x. 

En  associant  à  la  courbe  (1)  le  demi-cercle  : 


sc. 


Fig.  11. 


y=—\i 1 


X * 


nous  créons  un  maximum  et  un  minimum  pour  æ,  mais  les  pseudo¬ 
maximum  et  minimum  pour  y ,  qui  correspondaient  aux  points  d’arrêt,, 
disparaissent. 
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30.  Changement  de  fonction. 

io9  —  Au  lieu  de  chercher  les  maximums  ou  minimums  de  la  fonction 
y  =  f(x),  il  revient  au  même  de  chercher  les  maximums  ou  minimums 
de  la  fonction  <p(t/)  =  <p [f(x)\,  à  la  condition  que,  y  variant  dans  un 
sens  (croissant  par  exemple),  9 (y)  varie  toujours  dans  le  même  sens  ou 
toujours  en  sens  inverse. 

5°.  —  Par  exemple,  y  et  yn  variant  toujours  dans  le  même  sens,  il 
revient  au  même  d’opérer  sur  y  ou  sur  yn.  Les  maximums  de 


et  de  x  + 


correspondent  évidemment  aux  mêmes  valeurs  de  x.  Il  est  plus  rapide 
de  dériver  la  seconde  fonction  que  la  première. 

3°.  —  On  ira  souvent  plus  vite  en  opérant  sur  logy  qu’en  opérant 
sur  y. 

Soit  par  exemple  : 


V  =  f(x)  .  xO)  .  +0*0— >  log y  =  logf(x)  +  logjr(æ)  + ...  ; 


y'  =  f'(x )  j  /!(*)  |  ŸXx)  | 


y  f(* 0  x(®)  Hx) 


Les  fonctions  sont  séparées,  ce  qui  rend  parfois  le  calcul  plus  facile. 
4°.  —  La  fonction  <p (y)  peut  ne  pas  satisfaire  en  général  à  la  condition 
exprimée  au  f°,  pourvu  qu’elle  y  satisfasse  au  voisinage  des  points  où  le 
calcul  approché  indique  un  maximum. 

Par  exemple,  soit  à  déterminer  les  maximums  de 


y  =  sin  (x  -f- 


Nous  avons  évidemment  des  maximums  ou  des  minimums  pour 


(æ2  -f  1)  :  x  =  (‘2k  -f  1)tc  :  2. 

Mais  nous  avons  un  maximum  et  un  minimum  qui  correspondent  au 


maximum  et  au  minimum  de  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  sinus. 

Comme  application,  construire  avec  le  même  axe  des  abscisses  les 
courbes  : 


31.  Maximums  et  minimums  d’un  produit  de  fonctions. 

Soit  à  déterminer  les  maximums  ou  minimums  de  la  fonction  : 

%  1  *  \ 


y = f{*)  ■  ?  (x)- 


On  supposera  qu’au  voisinage  des  maximums  et  des  minimums  de  /(x), 
la  fonction  cp(æ)  varie  lentement  et  toujours  dans  le  même  sens.  On 
demande  comment  sa  présence  influe  sur  les  valeurs  de  x  qui  corres¬ 
pondent  aux  maximums  ou  minimums  de  y. 

Interpréter  géométriquement  les  résultats. 

Exercices  de  Math.  géa’*\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turriére. 
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Appliquer  les  raisonnements  à  la  fonction  : 

y  =  e~ * sin  x  —  exp  ( —  x)  .  sin  x, 
dont  on  construira  la  courbe  représentative. 

32.  Mesures  de  capacité. 

i°.  —  On  sait  que  les  mesures  de  capacité  usuelles  sont  des  cylindres. 
Pour  les  matières  sèches,  la  hauteur  h  égale  le  diamètre  D  :  /i  =  D. 
Pour  les  liquides,  la  hauteur  est  le  double  du  diamètre  D  :  /i  =  2D. 
Partant  de  là,  calculer  les  dimensions  du  litre  et  du  décalitre -dans  les 
deux  systèmes. 

2°.  —  Quelle  est  la  condition  pour  que,  à  volume  donné,  la  Surface 
totale  du  vase  soit  minima?  Par  surface  totale,  on  peut  entendre  : 

a)  la  surface  du  cylindre  sans  le  couvercle; 

b)  la  surface  du  cylindre  avec  le  couvercle. 

On  néglige  tout  ce  qui  ne  fait  pas  partie  du  solide  géométrique. 

3°.  —  A  surface  donnée  (on  envisagera  les  deux  cas  ci-dessus  définis), 
quelle  est  la  condition  pour  que  le  volume  soit  maximum? 

33.  Diamètre  des  cordes  parallèles  à  Ox. 

i°.  —  On  donne  entre  x  et  y  la  relation  : 

■  x2  -f-  px  -J-  q  —  0 ,  (  1  ) 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  de  y.  Supposons  tracée  la  courbe  x  =  m . 

Quel  rôle  joue  la  courbe  : 

2;4-p  =  0? 

Quelle  est  la  condition 
de  maximum  ou  de  mini¬ 
mum  pour  y?  Interpréter 
cette  condition. 

Distinguer  s’il  y  a  maxi¬ 
mum  ou  minimum  ;  inter¬ 
préter  la  condition  obte¬ 
nue. 

2°.  —  Les  équations  (1) 
représentent  toutes  les 
courbes  telles  qu'une  pa¬ 
rallèle  à  Ox  les  coupe  en 
deux  points  réels  ou  ima¬ 
ginaires.  Soient  xx  et  x.,  les 
racines  de  l’équation  (1) 

-  On  demande  de  déterminer  les  fonctions  p(y),  q(y) ,  de  manière  que 
famé  des  quantités  * 

xl  +  x2,  xx2  +  x|,  x\  -f  x  ,...  soit  constante... 
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C’est  une  application  du  §  41  du  Cours  de  M.  G.  Il  s’agit  d’exprimer 
la  somme  des  nraes  puissances  des  racines  d’une  équation  du  second  degré 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation. 

On  trouve  une  relation  y(p,q)  =  0  entre  p  et  q. 

Choisir  p  ou  q  de  la  manière  la  plus  simple  et  construire  les  courbes 
correspondantes. 

Montrer  que  les  courbes  cherchées  rentrent  dans  les  formes  : 

[—(p  +  x  )  J'  +  xn  =  ctn,  -f-  xn  =  an. 

Généraliser  pour  des  exposants  n  négatifs. 

3°.  —  On  demande  toutes  les  côurbes  de  la  forme  (1)  telles  que  le 
produit  des  abscisses  xi9  x2,  des  points  qui  correspondent  à  la  même 
ordonnée,  soit  constant. 

Il  suffit  évidemment  que  q  soit  constant,  la  fonction  p(y)  restant 
arbitraire. 

Déterminer  p  le  plus  simplement  possible  et  construire  la  courbe. 

4°.  —  Remarque. 

Les  exercices  précédents  sont  une  application  de  la  proposition  géné¬ 
rale  :  Toute  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  d'une  équation 
algébrique  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation. 

34.  Même  problème  en  coordonnées  polaires. 

On  donne  entre  le  rayon  vecteur  r  et  l’angle  0  la  relation  : 

r2  -f-  pr  -f-  q  =  0 , 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  quelconques  de  O.  Toute  droite  passant  par 
l’origine  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 

On  peut  imposer  entre  les  racines  de  l’équation  une  certaine  relation  ; 
par  exemple,  écrire  que  l’une  des  quantités  : 

r\  +  *25  r\  +  est  constante. 

ou  encore  que  le  produit  rp\  est  constant. 

Chercher  les  formes  les  plus  simples  de  courbes  qui  satisfassent  à  ces 
conditions. 

35.  On  donne  entre  x  et  y  la  relation  : 

x*  +  px  -f  q  —  0,  ~  (1) 

ou  p  et  q  sont  des  fonctions  de  y. 

Quelle  est  la  condition  de  maximum  ou  de  minimum  pour  ?/? 

Montrer  que  pour  cette  valeur  de  y ,  l’équation  (1)  en  x  possède  une 
racine  double  (M.  G.,  §  43).  Interpréter  cette  condition. 

Comparer  au  4°  du  §  226.  du  Cours  de  M.  G. 

Quel  rôle  joue  la  courbe  : 

3P  +  P  =  0? 

Appliquer  à  la  courbe  ( Folium  de  Descartes ,  §  58)  : 

x 3  —  3 xy  -j-  y3  =  0. 
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36.  Segment  tracé  entre  les  points  de  deux  courbes. 

i°.  —  Une  droite  est  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe  A,  ou  à 
rouler  sur  une  courbe  T.  On  considère  le  segment  BD  limité  par  deux 
courbes  G  et  G'.  Montrer  qu’il  est  maximum  ou  minimum  quand  les 
normales  à  G,  G'  et  F  aux  points  B,  A,  D,  sont  concourantes. 

Si  la  droite  passe  par  un  point  fixe  (courbe  r  évanouissante),  on 
prendra  pour  normale  à  la  courbe  évanouissante  la  normale  à  la  droite. 


On  commencera  par  démontrer  le  théorème,  les  courbes  C  et  C'  étant 
remplacées  par  des  droites  et  la  courbe  r  par  un  point.  On  généralisera 
aisément. 

2°.  —  On  donne  deux  droites  G  et  G'  rectangulaires  (on  les  prendra 
pour  axes  Ox ,  Oy ),  et  un  point  fixe  A  de  coordonnées  x0,  y0. 

Quelle  est  la  pente  de  la  droite  menée  par  A  sur  laquelle  Ox  et  O  y 
découpent  un  segment  minimum? 

Déterminer  la  courbe  telle  que,  pour  tous  ses  points  A,  le  segment 
minimum  ait  la  même  valeur  (M.  G.,  §  131). 

Résoudre  le  même  problème  pour  deux  droites  C  et  G'  inclinées  l’une 
sur  l’autre. 

37.  Aires  maxima  ou  minima. 

1°.  —  On  donne  deux  droites  Ox,  Oy  (qui  ne  sont  pas  nécessairement 
rectangulaires),  et  une  courbe  G  (fig.  14). 

Mener  une  tangente  BAG  telle  que  le  triangle  BOG  soit  maximum  ou 
minimum. 

Au  lieu  d’envelopper  une  courbe  G,  la  droite  peut  passer  par  un  point 
fixe  A. 


GÉNÉRALITÉS 


3? 


■  .  - 

-  n 

•  v  (  \  ,  V. 

Le  problème  revient  à  chercher  la  condition  pour  qu’un  petit  déplace 
ment  laisse  l’aire  BOG  invariable. 


Montrer  que  si  l’aire  BOG  est  rnaxima  (sans  être  ni  nulle  ni  infinie),  il 
en  est  de  même  de  l’aire  du  rectangle  ON  AM. 

2°.  —  Déterminer  l’enveloppe  des  droites  qui  détachent  dans  un  angle 
donné  un  triangle  d’aire 
donnée.  C’est  une  hyper¬ 
bole  dont  on  calculera  les 
éléments. 

Lieu  du  centre  de  gravité 
des  triangles  ainsi  formés. 

3°.  —  Généralisation. 

Chercher  l’enveloppe 
des  droites  BC  qui  dé¬ 
tachent  un  segment  cons¬ 
tant  sur  une  courbe  F 
donnée.  On  montrera  que 
le  point  de  contact  A  de 
la  corde  avec  l’enveloppe 
est  le  milieu  de  celle-ci. 

La  normale  est  donc 
AN.  Menons  les  normales 
à  T,  Bp  en  B,  Gy  en  G. 

Prenons  le  milieu  N  du  segment  py. 

Démontrer  que  le  point  N  est  le  centre  de  courbure  de  l’enveloppe 
(fig.  15). 

38.  Fonction  de  deux  variables. 

4°.  —  On  donne  deux  courbes  G  et  G'.  Mener  des  tangentes  telles  que 
l’aire  du  triangle  BIB'  limité  par  la  droite  XX  soit  maximum  ou  minimum. 
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5°  —  Au  lieu  d’envelopper  deux  courbes,  les  droites  peuvent  respec¬ 
tivement  passer  par  deux  points  fixes. 

Faire  le  calcul  complet  pour  ce  cas.  En  quoi  diffère-t-il  du  cas  général? 


On  remarquera  que  nous  avons  affaire  ici  à  une  fonction  de  deux 
variables. 

39.  Aires  de  polygones. 

Deux  polygones  de  2 n  côtés  sont  équivalents  quand  leurs  côtés  ont 
mêmes  milieux. 

L’aire  d’un  polygone  de  2n  côtés  ne  change  pas  lorsque  les  sommets 


A 


de  rang  pair  (ou  de  rang  impair)  décrivent  dans  la  même  direction  des 
segments  de  droites  égaux  et  parallèles. 

Pourquoi  les  propositions  ne  s’appliquent- elles  plus  à  un  polyg  113  de 
2u,  + 1  côtés  ? 
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40.  Étudier  la  déviation  par  un  prisme  (fig.  17). 
ia.  —  Les  angles  i,  r,  i\  r',  étant  reliés  par  des  conditions  : 

sin  i  —  n  sin  r,  sin  i'  =  n  sin  r\  r  +  r'  =  A  ; 

on  demande  d’étudier  la  déviation  : 

A  =  (i  +  i')  —  (r  +  r')  =  i')  —  A, 

du  rayon  incident  BG. 

On  démontrera  qu’elle  passe  par  un  minimum  pour  i  =  ï. 

2°.  —  Plus  généralement,  on  étudiera  la  relation  qui  existe  entre  i  et  A 
et  on  construira  la  courbe  représentative. 


Rappel  des  constructions  géométriques  fondamentales. 


41.  Construire  la  valeur  de  x  donnée  par  les  formules  suivantes. 
i°.  —  Quatrième  proportionnelle  (fig.  18)  : 

_  ac  x  _  c  x _  a 

X  ’  ~a  —  ~b  ’  ~c  —  T  * 


Fig.  18. 


On  construit  la  ligne  x  satisfaisant  à  l’équation  : 

ace  _ _ ,  —  ay 


x 


en  posant  :  x 


bd  ’  1  •  b  7 

On  est  ainsi  ramené  au  problème  précédent. 


2°.  —  Troisième  proportionnelle  (fig.  19  et  10)  : 
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3°.  —  Moyenne  proportionnelle  (fig.  19)  : 

«  7  a  x 

x-  =  au ,  —  —  7. 

’  X  0 

4°.  —  Cotés  du  triangle  rectangle. 

x 2  =  a 2  dz  è2 ,  x2  =  a2  zh  bc. 

On  remplacera  bc  par  un  carré  (3°). 

42.  Résolution  graphique  de  l’équation  du  second  degré* 

Construire  deux  lignes  dont  on  connaît  la  somme  et  le  produit. 
i°.  —  Le  produit  est  donné  sous  forme  de  carré  parfait. 

On  est  ramené  à  résoudre  l’équation  (fig.  20)  : 

x(p —  x)  =  a?,  æ2  —  px-f-a2  =  0. 

2°.  —  Le  produit  est  donné  sous  forme  de  produit  de  deux  facteurs* 
On  est  ramené  à  résoudre  l’équation  (fig.  20)  : 

x(p —  x)  =  ab ,  x2  —  px  - \-cib  =  0. 

3°.  —  On  remarquera  que  les  équations  : 

x2  —  px  +  =  0 ,  x2  +  px  -j-  ci-  =  Oj 


ont  les  mêmes  racines  changées  de  signes;  la  solution  graphique  de  la 
seconde  se  ramène  à  la  solution  graphique  de  la  première. 

On  trouvera  une  autre  solution  au  §  174. 

43.  Résolution  graphique  de  l’équation  du  second  degré. 

Construire  deux  lignes  dont  on  connaît  la  différence  et  le  produit. 

—  Le  produit  est  donné  sous  forme  de  carré  parfait. 

On  est  ramené  à  résoudre  l’équation  : 

x  (x  —  p)  =  à2,  x2 — px  —  a2  =  0. 

_  Le  produit  est  donné  sous  forme  de  produit  de  deux  facteurs. 


GÉNÉRALITÉS 


41 


On  est  ramené  à  résoudre  l’équation  (fig.  21)  : 

x(x  —  p)  =  afr,  x 2  —  px —  ab  =  0. 
3°.  —  On  remarquera  que  les  équations  : 

x2  —  px  —  a2  =  0 ,  x2  +  —  a~  =  0, 


ont  les  mêmes  racines  changées  de  signes;  leurs  solutions  graphiques 
sont  donc  identiques. 


Faisceaux  de  surfaces  et  lignes  orthogonales 

à  ces  surfaces. 

Méthode  générale  pour  construire  les  normales. 

(A  passer  dans  une  première  lecture.) 

44.  Surfaces  équipotentielles  et  lignes  de  force. 

1°.  —  Définitions. 

Le  lecteur  doit  se  familiariser  aussitôt  que  possible  avec  des  notions 
fondamentales  pour  l’ingénieur  et  le  physicien.  Dans  l’étude  de  la 
conductibilité  thermique  ou  électrique,  des  actions  électriques  et 
magnétiques,  de  l’hydrodynamique,  de  l’élasticité',  il  rencontrera  des 
faisceaux  de  surfaces  équipotentielles  ou  isothermes ,  et  les  faisceaux  des 
lignes  orthogonales  (  lignes  de  force  ou  de  courant). 

Supposons  comme  cas  particulier  que  les  surfaces  d’un  faisceau  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  plan  (plus  particulièrement  encore,  sont 
de  révolution  autour  d’une  droite  de  ce  plan).  Coupons  par  ce  plan; 
nous  obtenons  un  double  faisceau  de  courbes  orthogonales  :  à  cette  cir¬ 
constance  ces  faisceaux  de  lignes  orthogonales  doivent  leur  importance. 

2°. —  Toute  surface  f(x,y,z)  =  0  peut  être  considérée  comme  fai¬ 
sant  partie  du  faisceau  : 


f(.x,y,z)  =  V- 


(i) 
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Il  est  généralement  commode  d’introduire  le  faisceau  (1)  à  propos  de 
la  surface.  De  même,  toute  ligne  f(x,y)  =  0  peut  être  considérée 
comme  faisant  partie  de  faisceau  : 

f(x,y)  =  \.  (2) 

Les  faisceaux  (1)  ou  (2)  jouissent  évidemment  de  cette  propriété  que 
deux  surfaces  ou  deux  lignes  qui  correspondent  à  des  cotes  V  différentes, 
\i  et  V2,  ne  peuvent  avoir  de  points  communs,  puisque  cette  hypo¬ 
thèse  reviendrait  à  écrire  :  =  V2  ;  ce  qui  est  contradictoire. 

Mais  rien  n’empêche  les  surfaces  (1)  ou  les  lignes  (2)  d’avoir  plusieurs 
nappes  ou  branches;  comme  cas  particuliers,  rien  n’empêche  les  nappes 
d’une  surface  de  cote  V  d’avoir  des  courbes  ou  des  points  communs. 

3°.  —  Les  lignes  orthogonales  à  un  faisceau  de  surfaces  peuvent  être 
repérées  au  moyen  de  Tune  de  ces  surfaces  S,.  En  effet,  par  chaque  point 
de  S1  passe  une  ligne. 

Considérons  une  courbe  (ouverte  ou  fermée)  tracée  sur  la  surface; 
les  lignes  de  force  correspondantes  engendrent  une  surface.  On  dit  que 
c’est  un  tube  quand  la  courbe  est  fermée  (M.  G.,  §  480). 

Les  lignes  de  force  peuvent  émaner  d’un  point  :  il  est  clair  que  les 
surfaces  équipotentielles  autour  de  ce  point  et  dans  son  voisinage  sont 
des  sphères  ayant  le  point  comme  centre. 

Si  la  surface  équipotentielle  est  à  plusieurs  nappes  qui  admettent  un 
point  conique  ou  une  courbe  commune,  les  lignes  de  force  ne  pouvant 
être  au  même  point  à  la  fois  normales  à  plusieurs  surfaces,  doivent  en 
quelque  sorte  disparaître.  Nous  verrons  plus  loin  (§  49)  à  quoi  correspond 
cette  condition,  au  premier  abord  impossible  à  réaliser. 

Avant  d’aller  plus  loin  dans  cet  ordre  d’idées,  généralisons  la  notion 
de  coordonnées. 

45.  Coordonnées  généralisées  (dans  le  plan). 

1°.  —  Dans  les  pages  précédentes,  nous  rappelons  les  propriétés  de 
deux  systèmes  fondamentaux  de  repérage  :  les  coordonnées  cartésiennes, 
les  coordonnées  polaires.  Il  est  indispensable  de  se  familiariser  avec  la 
notion  générale  de  coordonnées  et  de  comprendre  les  deux  aspects  sous 
lesquels  se  prcseyite  toujours  la  détermination  d'un  point. 

Pour  fixer  les  idées,  bornons-nous  au  plan;  considérons  les  coor¬ 
données  dites  bipolaires  et  simultanément  les  coordonnées  dites  biangu- 
l  ai  res. 

Par  deux  points  Oj  et  02,  on  mène  des  faisceaux  de  droites  ;  chaque 
droite  est  définie  par  l’angle  0t  ou  02  qu’elle  fait  avec  une  droite  de  réfé¬ 
rence.  Il  est  clair  que  si  je  choisis  une  droite  de  chaque  faisceau,  je  défi¬ 
nis  un  point  :  autrement  dit,  le  point  est  complètement  déterminé  si  je 
donne  les  angles  et  (coordonnées  biangulaires).  . 

Une  relation  de  la  forme  :  f( 0,,  62)  =  0,  définit  une  courbe. 

Avec  ces  deux  points  04  et  02  comme  centres,  je  décris  un  faisceau  de 
cercles  ;  chaque  cercle  est  défini  par  son  rayon  rx  ou  r2.  Il  est  clair  que 
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si  je  choisis  un  cercle  de  chaque  faisceau,  je  définis  deux  points  (les 
points  d’intersection)  :  j’emploie  les  coordonnées  bipolaires  rx  et  r2. 

Une  relation  de  la  forme  :  f(riy  r2)  =  0,  définit  une  courbe. 

2°.  —  Ce  qUi  précède  est  général.  On  définit  deux  faisceaux  et  C.2  de 
courbes  qui  se  coupent  en 
un  nombre  fini  de  points. 

Choisir  une  courbe  de 
•chaque  faisceau,  c’est  dé-  ^ 
terminer  un  nombre  fini 
de  points. 

Dans  le  premier  exemple 
précédent,  les  courbes  Cj 
et  C2  sont  des  droites. 

Mais  les  points  des 
courbes  du  faisceau  C,  par 
exemple  sont  repérés  au 
moyen  d’une  certaine  va¬ 
riable,,  (dans  l’exemple, 
c’est  la  distance  au  point 
•OJ.  Nous  pouvons  cher¬ 
cher  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  variable 
a  une  valeur  constante 
(dans  l’exemple,  ce  sont  des  cercles  de  centre  Oj).  Nous  obtenons  ainsi 
un  faisceau  T,  conjugué  de  Ct  (cercles  de  centre  0,  conjugués  des  droites 
passant  par  Ox).  De  même,  il  existera  un  faisceau  r2  conjugué  de  C2. 
Rien  n’empêche  d’utiliser  le  double  faisceau  r1?  f2,  à  la  place  du  double 
faisceau  C1?  C2  ;  c’est,  du  reste,  ce  que  nous  faisons  ci-dessus. 

3°.  —  Revenons  maintenant  aux  coordonnées  cartésiennes  et  polaires. 
Ce  qui  fait  leur  supériorité  est  que  les  deux  faisceaux  C1?  C2,  coïncident 
•avec  les  deux  faisceaux  rl?  r2.  , 

En  effet,  nous  commençons  par  définir  deux  faisceaux  C1?  C2,  de 
droites  respectivement  parallèles  entre  elles.  Mais  quand  nous  voulons 
repérer  les  points  d’une  droite  du  faisceau  Cx  (parallèle  à  0 y  par 
•exemple),  nous  sommes  naturellement  conduits  à  choisir  nos  origines 

et  nos  variables  de  telle  sorte  que  le  lieu  des  points  de  même  cote  sur  les 

« 

droits  Cj  soit  précisément  une  droite  C2  (parallèle  à  Ox). 

Passons  aux  coordonnées  polaires.  Nous  commençons  par  définir  deux 
faisceaux  Cx  et  C2  ;  C1  se  compose  des  droites  passant  par  un  pôle  0, 
des  cercles  concentriques  à  ce  pôle.  Mais  quand  nous  voulons  repérer  C2 
un  point  P  d’une  des  droites  (définie  par  l’angle  6  qu’elle  fait  avec  une 
droite  de  référence),  nous  sommes  naturellement  conduits  à  prendre 
pour  origine  le  point  0  et  à  déterminer  la  distance  r  =  ÜP;  le  lieu 
des  points  de  même  cote  r  sur  les  droites  CA  est  un  des  cercles  du  fais¬ 
ceau  a2. 


44  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

4°  —  Il  est  quelquefois  difficile,  connaissant  le  double  faisceau  G,,  C.2, 
de  déterminer  le  double  faisceau  ro  r2  des  courbes  de  même  cote. 

Reportons-nous  au  §  240  du  Cours  de  M.  G.  Nous  y  définissons  deux 
faisceaux  d’ellipses  et  d’hyperboles  homofocales. 

Changeant  les  notations,  les  équations  des  coniques  deviennent  : 


ar 


a 2  -f-  X 


+ 


b  ~  -f  X 


ellipses  ; 


X‘ 


a- 


+  f* 


+ 


rr 


b'2 


ix 


=  U 


hyperboles. 


Nous  posons  a2  >  b2  ;  X  est  compris  entre  -f  oc  et  —  b2  ;  tx  est  compris 
entre  — b 2  et  — a2.  Donner  X  et  jx,  c’est  définir  une  ellipse  et  une  hyper¬ 
bole,  par  conséquent  leurs  quatre  points  d’intersections;  X  et  fx  sont  les 
coordonnées  elliptiques  de  ces  points.  La  manière  la  plus  simple  de  repé¬ 
rer  les  points  des  coniques  formant  le  faisceau  C^.G,,  n’apparaît  pas 
clairement. 


43.  Coordonnées  généralisées  dans  l’espace. 

Un  point  dans  l’espace  est  défini  par  l’intersection  de  trois  surfaces 
S, ,  S2,  S3  ;  S!  coupe  S2  suivant  une  courbe,  S3  coupe  cette  courbe  suivant 
un  nombre  fini  de  points  qui  sont  ainsi  déterminés.  L’espace  contient 
donc  trois  faisceaux  de  surfaces  S, ,  S2 ,  S3  :  choisir  un  point,  c’est  choi¬ 
sir  une  surface  dans  chaque  faisceau. 

Mais  à  la  surface  S  je  peux  associer  un  faisceau  de  courbes  G  telles 
que  les  points  du  faisceau  G  qui  sont  sur  la  surface  S,  aient  mêmes  cotes 
sur  leurs  courbes  respectives.  Par  exemple,  si  la  surface  S  est  un  cylindre 
ayant  O z  comme  axe,  le  faisceau  G  se  compose  de  droites  parallèles  à  xOy 
et  rencontrant  Oz.  Si  la  surface  S  est  un  plan  passant  par  CU,  le  faisceau 
G  se  compose  de  cercles  parallèles  à  xOy  et  ayant  leur  centre  sur  Or  ; 
la  cote  est  l’angle  dièdre  fourni  par  le  plan  S  et  le  planæOz,  par  exemple. 
Si  la  surface  S  est  une  sphère  de  centre  O,  le  faisceau  G  se  compose  de 
droites  passant  par  O.  Si  la  surface  S  est  un  plan  parallèle  à  xOy ,  le 
faisceau  G  se  compose  de  droites  parallèles  à  Or  :  elles  lui  sont  nor¬ 
males,  si  les  axes  sont  rectangulaires.  Et  ainsi  de  suite. 

On  reconnaît  dans  ce  qui  précède  les  principaux  systèmes  de  coordon¬ 
nées.  En  définitive,  par  tout  point  de  l’espace  nous  pouvons  faire  passer 
trois  courbes  en  relation  intime  avec  le  système  de  coordonnées  choisi. 

On  remarquera  que  dans  tous  les  exemples  précédents,  les  courbes  C  qui 
sont  associées  et  la  surface  lui  sont  orthogonales.  Nous  verrons  que!  avan¬ 
tage  est  lié  à  cette  hypothèse. 


47.  Nombre  surabondant  de  coordonnées. 

4°.  —  Dans  le  plan,  deux  coordonnées  sont  suffisantes. 
Pourtant  nous  pouvons  définir  une  courbe  par  une  équation  : 


f  1  ?  y  ^3  ?  ^4  >  *  *  *)  - 


(1) 
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entre  plus  de  deux  coordonnées,  à  la  condition  que  r3,  r4, ...  soient  don¬ 
nées  en  fonction  de  r4  et  de  r2  : 

r3  =  't(ri,rÙ>  ri  —'Hri>rÙ>  ■■■ 

Souvent  même  ce  serait  une  faute  d’éliminer  r3,  r4,...;  il  est  plus 
commode  de  conserver  la  forme  primitive  (1). 

De  même,  rien  n’empêche  de  définir  une  surface  par  une  relation  entre 
plus  de  trois  coordonnées,  pourvu  que  les  coordonnées  en  surnombre 
soient  connues  en  fonction  des  trois  nécessaires. 

5°.  —  Par  tout  point  de  l’espace,  nous  pourrons  donc  faire  passer  un 
nombre  plus  ou  moins  grand  de  courbes  dont  les  points  sont  repérés. 
Par  exemple,  donnons-nous  n  pôles,  O,,  0.2,  ...,  On  ;  par  tout  point  P  pas¬ 
sent  une  série  de  droites  assujetties  à  passer  également  par  les  pôles. 
Les  coordonnées  sont  dites  multipolaires. 

Nous  pouvons  maintenant  revenir  aux  surfaces  équipotentielles  et  au 
faisceau  des  lignes  de  force  orthogonales  à  ces  surfaces. 

Nous  userons  d’un  langage  mécanique  qui  concrétisera  les  notions 
auxquelles  il  faut  nous  habituer. 

48.  Surfaces  équipotentielles;  lignes  de  force. 

1°.  —  Supposons  tracé  le  faisceau  de  surfaces  : 

AŸjX,'!',  ••r)  =  V* 

«p,  x,  ^  sont  des  coordonnées  quelconques  dont  nous  supposons  défi¬ 
nies  les  valeurs  en  tous  les  points  de  l’espace,  comme  nous  l’avons 
expliqué  dans  le  paragraphe  précédent. 

Admettons  qu’un  point  soit  soumis  à  des  forces  telles  que  s’il  passe 
de  la  surface  V4  à  la  surface  V.2,  les  forces  effectuent  (quelle  que  soit  la 
trajectoire)  le  travail  :  î12  =  Vt  —  V2. 

Ainsi,  par  hypothèse,  le  travail  effectué  par  les  forces  du  système  le 
long  d’un  parcours  quelconque  allant  du  point  A  au  point  B,  ne  dépend 
que  des  cotes  des  surfaces  équipotentielles  sur  lesquelles  se  trouvent 
A  et  B;  par  convention ,  il  est  égal  à  la  diminution  du  potentiel  le  long 
du  parcours  : 

Tab  =  Vx  -  VB. 

2°.  —  Ceci  posé,  il  nous  est  facile  de  connaître  au  point  P  la  résultante 
F  des  composantes  de  toutes  les  forces  suivant  la  tangente  à  une  courbe 
quelconque  passant  par  ce  point  P. 

Soit  As  l’élément  de  parcours  compté  suivant  cette  courbe;  on  a  par 
définition  : 

AT  =  FAs  =  —  AV,  .  F  =  —  AV  :  As. 

A  la  limite,  il  faut  écrire  :  F  =  — —  . 

os 

Voici  un  corollaire  évident.  On  passe  du  point  P  pris  sur  la  surface  V 
au  point  P  pris  sur  la  surface  voisine  V  +  AV.  Le  travail  est  indépen¬ 
dant  de  la  direction  de  l’élément  de  trajectoire.  Donc  la  force  est  maxima 
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quand  cet  élément  est  minimum.  Donc  la  résultante  de  toutes  les  forces  au 
point  P  est  normale  à  la  surface  équipotentielle. 

D’où  le  nom  de  lignes  de  force  donné  aux  trajectoires  orthogonales  des. 
surfaces.  En  chacun  de  leurs  points,  elles  sont  tangentes  à  la  force  totale 
en  ce  point  ;  ce  sont  les  enveloppes  de  tous  les  vecteurs  représentatifs  de 
la  force. 


49.  Règle  pour  la  construction  de  la  normale  à  une  surface,, 
en  particulier  pour  la  construction  de  la  normale  à  une  courbe. 

1°.  —  Nous  voulons  construire  au  point  P  la  normale  à  la  surface  : 

/“(?»  =  (1) 
Nous  la  considérons  comme  taisant  partie  du  faisceau  : 


f  •••)  =  v- 


Laissons  /,  <]/, ...  invariables;  l’équation  (2)  définit  les  surtaces  équi- 
potentielles  S?  relatives  à  la  variable  cp.  Quand  cp  croit  de  dcp,  Y  croît  de 
d\  ;  nous  définissons  une  surface  S'«p  voisine  de  la  première  et  qui  est 
à  une  distance  dcp1  du  point  P.  La  force  relative  à  cette  variation  partielle 

,  .  ,  ,  ôV  èV  do 

du  potentiel  est  : 


d'. 


Calculons  de  même  les  vecteurs  X,  W,  ...  :  portons- les  normalement 
aux  surfaces  Sx,  Si,,  ...  relatives  au  point  P,  en  leur  donnant  ce  point 
pour  extrémité.  Tournons-les  respectivement  dans  le  sens  des  cp,  -t, ... 
croissants,  si  <ï>,  X,  ¥,  ...  sont  positifs;  en  sens  inverses,  s’ils  sont  néga¬ 
tifs.  Composons  tous  ces  vecteurs  :  la  normale  cherchée  est  dirigée  sui¬ 
vant  leur  résultante.  Pour  démontrer  le  théorème,  on  s’appuiera  sur  cette 
proposition,  que  le  travail  effectué  dans  un  déplacement  est  la  somme 
algébrique  des  travaux  des  diverses  composantes  de  la  force. 

2°.  —  Remarques. 

I.  Nous  pouvons  retourner  tous  les  vecteurs:  la  direction  résultante 
n’est  pas  modifiée.  Nous  pouvons  aussi  bien  les  multiplier  par  le  même 
facteur  constant  ou  variable. 

IL  Partout  où  les  surfaces  équipotentielles  ont  des  points  doubles  ou 
multiples,  la  résultante  des  vecteurs  <ï>,  X,  ¥,...  doit  s’annuler.  La 
direction  de  la  ligne  de  force  peut  ainsi  sans  contradiction  devenir  indé¬ 
terminée  (§  44,  in  fine). 

III.  11  y  a  dans  les  calculs  une  grande  simplification,  lorsque  les- 
variables  cp,  x,  ...  sont  comptées  sur  des  courbes  normales  aux  surfaces 
équipotentielles  partielles  S?,  S/?  S p,...  Alors  on  peut  toujours  faire  en 
sorte  que  les  quotients  dcp  :  d^x  soient  immédiatement  calculables,, 
souvent  même  égaux  à  l’unité. 


•  / 

50.  Coordonnées  cartésiennes  rectangu’aires  et  obliques.. 
Courbes  planes. 

1°.  —  Coordonnées  cartésiennes  rectangulaires. 

Pas  de  difficulté.  On  a  la  courbe  f(x,  y)  =  Q. 
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Considérons-la  comme  appartenant  au  faisceau  f(x ,  y)  =  Y. 

Les  lignes  équipotentielles  partielles  Sx  (x  seul  variable)  sont  des 
droites  parallèles  à  O  y;  les  lignes  équipotentielles  Sÿ  sont  des  droites, 
parallèles  à  Ox.  Il  faut  donc  porter  à  partir  du  point  P  : 


èV 

parallèlement  à  Ox,  le  vecteur  Fx  = - 5oT~  — 

5  y 

parallèlement  à  O?/ ,  le  vecteur  Fy  =  —  . 

En  les  composant,  on  a  la  normale.  Son  coefficient  angulaire  est  : 


Fy  _  fy  __  dx 

F,  “  /;  "  dy  ’ 


en  vertu  de  la  relation 

fx  dx  +  f'y  dy  =  0. 


C’est  le  résultat  connu  (M.  G.,  §  24). 

2U.  —  Coordonnées  obliques. 

Les  courbes  équipotentielles  partielles  Sx  sont  des  droites  parallèles, 
a  Oy  ;  les  courbes  équipotentielles  partielles  Sy  sont  des  droites  parallèles 


à  Ox.  La  distance  des  courbes  qui  correspondent  à  x  et  à  x  +  dx  est 
cos  a  .  dx.  De  même,  la  distance  des  courbes  qui  correspondent  à  y  et  à 
y  -f-  dy  est  cos  a  .dy. 

Il  faut  donc  tracer  normalement  à  Sy,  c’est-à-dire  à  la  droite  PA,  un 
vecteur  ; 


W_^y_^ _ 1_ 

2b/  dyi  cos  a 


1 

COS  a 
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De  même,  il  faut  tracer  normalement  à  S*,  c’est-à-dire  à  la  droite  PB, 
un  vecteur  : 

ôV  dx  1  ôV  1 


X  =  — 


cos  a  ôx 


cos  * 


r,. 


D’après  une  remarque  précédemment  faite,  il  revient  au  même  de 
tracer  les  deux  vecteurs  : 


Y =r„  x=/;. 

Il  est  clair  que  la  droite  PN  obtenue  est  la  normale  à  la  tangente  PT, 
par  suite  à  la  courbe  donnée,  puisqu’on  a  (fig.  23)  : 

f'x  dx  +  f  y  dy  =  0 ,  X  dx  -j-  Y  dy  =  0. 

51.  Coordonnées  polaires,  coordonnées  bipolaires. 

1°.  —  Coordonnées  polaires. 

On  donne  l’équation  :  f(r,  6)  =  0. 

Considérons  le  faisceau  :  f(r,  6)  =  V. 

Les  surfaces  équipotentielles  partielles  Sr  sont  des  cercles  de  centre  O, 
les  surfaces  Se  sont  des  droites  passant  par  le  point  O. 

On  a  donc  : 


ÔV  _  ,,  __  èV  dO  _  1  5V_  1  , 

ôr  'r>  W  59  r  53  r  '6* 

Remarque. 

Dans  cet  exemple  nous  divisons  le  quotient  èV  :  par  r. 

En  effet,  pour  avoir  la  force,  il  faut  diviser  la  variation  du  potentiel 
par  un  déplacement  :  dans  nos  exemples,  il  s’effectue  (6  variable, 
r  constant)  sur  un  cercle  dont  le  pôle  est  le  centre.  L’élément  de  trajec¬ 
toire  a  pour  longueur  rd). 

Nous  avons  donc  à  composer  les  deux  vecteurs  :  R  couché  sur  le 
rayon  vecteur,  0  placé  normalement  au  rayon  vecteur. 

On  trouve  pour  l’angle  cq  de  la  normale  avec  le  rayon  vecteur  : 


.  0  1  ^0 
tg  «i  —  R  —  },  fr 


dr 

rdB 


—  l  :  tga, 


ce  qui  est  conforme  aux  résultats  obtenus  (§  23). 

2°.  —  Coordonnées  bipolaires. 

Nous  reviendrons  longuement  sur  ce  cas  (§  434).  Qu’il  nous  suffise 
d’observer  que,  dans  l’espace,  les  surfaces  équipotentielles  partielles 
sont  des  sphères  et  que  les  coordonnées  rx ,  ,  sont  précisément  les 

rayons  des  sphères  :  il  n’y  a  donc  aucune  difficulté. 


52.  Applications.  t 

La  règle  précédente  a  des  analogies  avec  la  règle  cinématique  de 
Roberval  pour  la  construction  des  tangentes  ;  mais  elle  est  d’une  appli- 
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cation  infiniment  plus  simple  et  moins  sujette  à  erreurs  ;  elle  habituera 
le  lecteur  à  des  notions  fondamentales  et  d'une  grande  utilité  pratique . 
Montrons  comment  on  l’ utilise. 

1<\  —  Concii oï de  de  Nicomède. 

On  se  reportera  au  §144  du  Cours  de  M.  G.  et  au  §  312  du  présent 
Cours.  La  conchoïde  de  Nicomède  a  pour  équation  : 

r  —  — a—r-  -f-  r0.  Écrivons  :  r - —  r0  =  Y. 

cos  d  1  0  cos  d  0 

n,  ,  bV  _ .  OV  _ _  a  si n  d 

0U  *  br  y  rbd  v  cos'2  0 

Nous  voulons  la  normale  au  point  G;  r  =  AG.  Nous  devons  porter, 
dans  la  direction  AG,  le  vecteur  R  =  l;  dans  la  direction  normale 
(suivant  AC,  mais  en  sens  contraire  à  cause  du  signe  — ),  le  vecteur 

0  =  —  a  tg  9  :  (r  cos  Ô) . 

Il  revient  au  même  de  prendre  les  vecteurs  (§49,  2°,  I)  : 

Pi  =  r,  0  =  —  a  tg  d  :  cos  0. 


Menons  BC  parallèle  à  AO;  on  vérifiera  immédiatement  que 
AC  =  —  0;  il  suffit  de  joindre  les  points  C  et  G  pour  avoir  la  normale 
demandée. 

Vérifier  qu’on  peut  aussi  bien  partir  du  faisceau  : 

(r  —  r0)  cos  6  =a  +  V. 

2°.  —  Spirale  d’Archimède. 

On  se  reportera  au  §  81  du  Cours  de  M.  G. 

La  spirale  d’Archimède  a  pour  équation*: 

r 

r  =  «0.  Ecrivons:  r  —  ad  =  Y. 

ri»  «  hV  .  ÔV  a 

Or  rdd  r 

Nous  pouvons  prendre  : 

It  —  r,  0  =  —  a. 


On  retrouve  la  propriété  fondamentale  :  la  sous -normale  de  la  spirale 
d' Archimède  est  constante. 

3°.  —  Spirale  hyperbolique. 

On  se  reportera  au  §  82  du  Cours  de  M.  G. 

La  spirale  hyperbolique  a  pour  équation  : 

rd  —  a  =  0.  Écrivons  :  rd  —  a  =  V. 


D’où 


hV=Q  =  _a  JW 

Or  r  ’  rd 0 


•  v 

Nous  pouvons  prendre  : 

R  =  a,  ©  =  r. 

Eiercicea  do  Math.  géQ1,\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turiuére.  4 
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^  / 

Il  faut  porter  suivant  OA,  à  partir  du  point  O  par  exemple,  la  lon¬ 
gueur  a  =  OB; 

Il  faut  porter  suivant  la  normale  à  OA  la  longueur  r  =  OA. 

La  résultante  des  deux  vecteurs  donne  la  direction  de  la  normale. 

On  trouvera  un  très  grand  nombre  d’exemples  au  chapitre  XVIII. 
Nous  engageons  le  lecteur  à  appliquer  la  règle  précédente  de  construc¬ 
tion  des  normales  aussi  souvent  que  possible. 


1 


■ 


4V 


CHAPITRE  III 


CONSTRUCTIONS  DE  COURBES 


53.  Cubiques  simples. 

i°.  —  Parabole  semi-cubique. 

Construire  la  courbe  :  x3  —  ay 2.  (1) 


On  peut  supposer  a  =  l. 

Trouver  une  construction  géométrique  de  la  tangente  basée  sur  la 
position  relative  des  points  B  et  C. 

Vérifier  que  la  parabole  semi- cubique  est  la  développée  d’une 
parabole  du  second  degré. 

Rectifier  la  parabole  semi-cubique. 

La  parabole  semi -cubique  est  une 
courbe  unicursale  ;  on  a  : 

x  =  at2,  y  =  ot 3. 

Donner  l’équation  paramétrique 
de  la  développée.  Pour  la  trouver 
on  cherchera  l’équation  de  la  nor¬ 
male  à  la  courbe  (1)  exprimée  au 
moyen  du  paramètre  t.  On  cherchera 
alors  l’enveloppe  de  la  normale 
(M.  G.,  §  129,  4°).  On  trouve  : 

x  =  — ÿ(2  +  9  <*), 


Y  =  r  (4  +  120. 

2°.  —  Parabole  cubique. 
Construire  la  courbe  : 


Fig.  24.  —  Parabole  semi -cubique. 


ofi  —  aPy.  (2) 


Trouver  une  construction  géométrique  pour  la  tangente  basée  sur  la 
position  relative  des  points  B  et  C. 

La  courbe  est  unicursale  ;  on  a  : 


52  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

Donner  l’équation  paramétrique  de  la  développée. 

Utilisant  la  méthode  ci-dessus  décrite,  on  trouve  : 

X  =  -f(l-9<4),  Y  =  -^(1 +15(4). 

La  développée  a  des  points  de  rebroussement  ;  les  déterminer. 


Posons  a  =  1  ;  on  trouve  pour  les  valeurs  de  t  correspondantes  aux 
rebroussements  :  9U  =  0,2. 

Calculer  le  rayon  de  courbure  de  (2).  Déterminer  son  minimum. 

On  obtient  l’équation  suivante  en  a  =  9 1\  équation  que  l’on  résoudra  : 

5a3  +  9a2-f  3*  — 1=0. 

D’un  point  du  plan,  on  peut  mener  une  ou  trois  tangentes  réelles 
à  la  courbe  (2). 

Déterminer  les  portions  du  plan  qui  correspondent  aux  divers  cas. 

3°.  —  Cubique  hyperbolique. 

Construire  la  courbe  :  xxp-  —  a3.  (3) 

Trouver  une  construction  géométrique  de  la  tangente  basée  sur  la 
position  relative  des  points  B  et  C.  (Voir  aussi  §  366.) 
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La  courbe  est  unicursaie  ;  on  a  : 


Donner  l’équation  paramétrique  de  la  développée.  On  trouve  : 

.  x=-^r(10  +  (c),  Y=  J  (!  +  (')• 


La  développée  présente  des  points  de  rebroussement  :  les  déterminer* 
Opérer  comme  au  2°. 

r . 

54.  Paraboles  divergentes. 

Construire  les  courbes  : 

i°. —  y*  =  (x  — l)(cc —  2)  (a?  —  3). 

11  existe  un  ovale,  la  courbe  est  bipartite. 

2°. —  y*  =  (x  —  2)2(cc —  3). 

Il  existe  un  point  isolé  ou  acnodal. 

3°. —  y2==(ic  — l)(as —  2)2. 

11  existe  un  point  double  avec  tangentes  distinctes  ou  crunodal . 

,if  =  (x  —  i)\^ 


4°.— 
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Il  existe  un  point  de  rebroussement  ou  cuspidal  (§  53,  P). 

5°. —  y-  =  (x-  +  l)(æ  —  3). 

6°.  —  Montrer  que  les  courbes  des  2°,  3°,  4°,  sont  unicursales. 
Pour  cela,  transporter  l’origine  au  point  double  et  poser  : 

y  =  tx. 

Nota.  —  On  démontre  que  l’équation  : 

y~  =  cix3  -f-  bx1  -f-  ex  +  d , 

peut  représenter  la  perspective  de  toutes  les  cubiques. 


55.  Déterminer  Tes  relations  générales  qui  existent  entre  les 
courbes:  y1  —  cp(^)?  î/  =  <p(æ). 


Cette  étude  générale  étant  effectuée,  en  appliquer  les  résultats  aux 
courbes  du  paragraphe  précédent  dans  les  équations  desquelles  on 
remplacera  y-  par  y. 


58.  On  donne  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C;  par  A  et  B  on 
mène  un  cercle  de  centre  D  ;  on  joint  CD.  Chercher  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  CD  avec  le  cercle  correspondant. 

On  commencera  par  construire  effectivement  ce  lieu. 

Soient  y  =  0,  x  =  zha,  les  coordonnées  des  points  B  et  A  ; 
y  =  0,  x  =  b,  les  coordonnées  du  point  C.  Le  lieu  a  pour  équation  : 


= 


( x  —  a)  (x  -f-  a)  (x  —  b) 
x  -j-  b 


57.  Cubiques  ayant  trois  asymptotes  réelles. 

1°.  —  Construire  la  courbe  : 

y  =  æ(x  —  y)(x  +  y). 

Montrer  qu’il  existe  trois  asymptotes  réelles.  La  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  l’origine  ;  elle  se  compose  de  trois  branches.  L’une  possède 
trois  points  d’inflexion  :  les  déterminer. 

Vérifier  sur  cette  courbe  le  théorème  du  paragraphe  5  sur  le  centre  des 
moyennes  distances. 

2°.  —  Construire  la  courbe  : 

y  =  x(x  —  a?/)2. 

Dans  quel  cas  la  courbe  possède- 1- elle  trois  asymptotes  réelles?  Dans 
quel  cas  une  seule  de  ces  asymptotes  est-elle  réelle? 

Vérifier  que  s’il  y  a  trois  asymptotes  réelles,  il  n’y  a  plus  qu’un  point 
d’inflexion  réel. 

Lorsque  le  paramètre  «.  varie,  quelle  est  l’enveloppe  des  asymptotes  des 
cubiques  du  faisceau  précédent  ? 

3°.  —  Construire  la  courbe  : 

if  =  x(x2  —  rf).  »  • 
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58.  Folium  de  Descartes. 

1°.  —  Construire  la  cubique  : 

x3  -f-  y3  =  3 mxy.  (1) 

Montrer  que  cette  courbe  est  unicursale  : 

3 mt  3mt2  .  /n, 

*=!-+?’  y=r+v-  ^ 

Qu’arrive- 1- il  quand  on  modifie  la  valeur  du  paramètre  m? 

2°.  —  Déterminer  les  maximums  de  x  et  dey;  déterminer  le  point 


Fig.  27.  —  Folium  de  Descartes. 


autre  que  l’origine  où  la  courbe  coupe  la  droite  x  =  y,  droite  qui 
est  de  symétrie  (§  4). 

Déterminer  la  direction,  puis  la  position  de  l’asymptote.  A  quelle  valeur 
du  paramètre  son  point  de  tangence  correspond -il  ? 

Une  fois  la  courbe  construite,  inscrire  la  cote  t  pour  un  certain  nombre 
de  ses  points. 

Déterminer  le  rayon  de  courbure.  Quelle  est  sa  valeur  aux  points  A  et  O? 

3°.  —  Rapporter  le  folium  aux  axes  O?,  Oti.  (M.  G.,  §  78). 

4°.  —  On  coupe  le  folium  par  la  droite  px  -J-  qy  =  1  ;  on  obtient  une 
équation  du  troisième  degré  en  t,  dont  les  racines  sont:  ti9  Ç,  t3. 


I 


A  quelle  condition  la  droite  est-elle  tangente  au  folium? 

A  quelle  condition  serait-elle  tangente  d’inflexion?  L’hypothèse  est- 
le  acceptable? 


59.  Quartiques  à  points  multiples. 


Fig.  28. 

Construire  les  courbes  : 

x*  —  x*y  -f-  if  =  0  (quartique  à  point  triple); 

(æ2  —  1  )2  —  y2  (3  —  2//)  =  0  (quartique  à  trois  points  doubles). 


I 
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GO.  Expression  des  lignes  trigonométriques  en  fonction  do 
la  tangente  de  la  moitié  de  l’arc. 

Exprimer  sin  a,  cos  a,  tga,  en  fonction  de  tg~  . 

Jà 

2°.  —  On  pose  :  x  =  tg  ,  y  =  sin  a.  (1) 

Construire  la  courbe  (1)  où  *  est  un  paramètre  variable. 


r 

Eliminant  a,  on  trouve  aisément  : 

2æ  ... 

y  —  1  +  •  vl) 

Calculer  y'  et  y".  Quelle  est  la  symétrie  de  la  courbe? 

Déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de  y.  Aux  points  correspon¬ 
dants  ,  calculer  le  rayon  de  courbure  (M.  G. ,  §  91  ). 

Déterminer  la  position  des  points  d’inflexion  et  la  pente  en  ces  points. 

2°.  —  On  pose  :  x  =  t g  ,  y  =  cos  a.  (2) 


Construire  la  courbe  (2)  où  a  est  un  paramètre  variable. 
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Éliminant  a,  on  trouve  aisément  : 


1— æ2 

y  —  1  +  æ2  - 


(2> 


Calculer  y'  et  y" .  Quelle  est  la  symétrie  de  la  courbe? 

Déterminer  le  maximum,  les  points  d’inflexions  et  les  tangentes  en- 


ccs  points. 


yj 


Fig.  32. 


Calculer  le  rayon  de  courbure  au  point  A  et  aux  points  x  =  ±:l. 


(3> 


Construire  la  courbe  (3)  où  a  est  un  paramètre  variable. 
Éliminant  a,  on  trouve  aisément  : 


.  _  2æ 

V  |  —  æ2 


L’équation  peut  s’écrire  : 


de  cette  forme  conclure  un  groupement  des  points  deux  par  deux. 

4°.  —  On  voit  donc  que  tg(a  :  2)  étant  donné,  les  lignes  trigonomé- 
triques  de  a  sont  déterminées  sans  ambiguïté,  ce  qui  ne  veut  pas  dire 
que  a  est  déterminé  sans  ambiguïté.  Se  rendre  compte  du  pourquoi  de  ces 
propositions  en  discutant  sur  une  figure. 

Pour  qûelles  raisons  n’en  est-il  pas  de  même  de  sin(a  :  2)  ou  de^ 
COS (a  :  2)? 

Qu’arriverait-il  si  on  exprimait  les  lignes  trigonométriques  de  a  en. 
fonction  de  tg(a  :  3),  par  exemple? 

L’exercice  suivant  précisera  les  idées  du  lecteur. 


- 


■ 
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61.  Expression  des  lignes  trigonomôtriques  en  fonction  du 
sinus  de  la  moitié  de  Parc. 


a 


Exprimer  sin  a,  cos  a,  tga,  en  fonction  de  sin 

i°. —  On  pose  :  æ  =  sin^,  y  =  sin  a.  (1) 

Construire  (1)  en  considérant  a  comme  un  paramètre  variable. 


Fiji-.  34. 


Éliminant  a,  on  trouve  aisément  : 

y2  —  4æ2  (1 — x2).  (1) 

Nous  retrouverons  cette  courbe  plus  loin  sous  le  nom  de  Lemniscate 
deGérono,§  205. 

L’étudier. 

On  constatera  qu’à  chaque  valeur  de  x,  correspondent  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  pour  y. 

Expliquer  ce  fait  par  une  figure. 

2°.  —  On  pose  : 

x=sin~  ,  y  =  cos  a.  (2) 

Construire  (2)  en  considérant  a 
comme  un  paramètre  variable. 

Eliminant  a,  on  trouve  : 

y  =  1— 2æ2.  (2') 

La  solution  est  un  morceau  de  para¬ 
bole  (§  97). 

A  chaque  valeur  de  x  correspond 
une  seule  valeur  de  y  :  expliquer  ce 
fait  par  une  figure. 

3°.  —  On  pose  : 


Fig.  35. 


x  — Sin  >  y  =  tgot.  (3) 

Construire  (3)  en  considérant  *  comme  un  paramètre  variable. 


GO 


EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


Éliminant  a,  on  trouve  aisément  : 


4x-2  (1  —  x-)  . 
y  —  2x2  )2 


(3') 


62.  Courbes  asymptotiques. 

i°.  —  Construire  la  courbe  :  * 

y-  —  xA  —  4æ2  -}-  5  =  (æ2  —  2)2  -f-  1. 

Les  paraboles  asymptotes  sont  : 

V  =  —  (x<i  —  -)• 

2°.  —  Construire  la  courbe  : 

*/  =  (*2  +  2)2+'l. 

*  ^ 

Les  paraboles  asymptotes  sont  : 

y  =  z b(æ2  +  2). 

3°.  —  Construire  la  courbe  : 

j/2  =  (x2  —  1  )  (x2  —  2). 

Les  paraboles  asymptotes  sont  : 

y  =  ±  («*-£■). 

63.  Courbes  de  Lamé. 

i°.  —  Étudier  les  courbes  représentées  par  les  équations  paramé¬ 
triques  :  x  =  ci  cosm  t ,  y  =  b  sinm  t.  (1) 

On  pourra  se  borner  aux  courbes  : 

x  =  cosm  t,  y  =  sinmL 

Pourquoi  ? 

On  donnera  à  m  une  suite  de  valeurs  entières  positives  ou  négatives. 

Montrer  qu'il  existe  une  dif¬ 
férence  notable  dans  le  résultat, 
suivant  que  m  est  pair  ou  im¬ 
pair. 

Dire  si  les  courbes  obtenues 
par  élimination  de  t  entre  les 
équations  (4)  sont  identiques 
aux  courbes  (1). 

2°.  —  Former  l’expression 
de  l’arc  compris  entre  deux 
points  de  la  courbe. 

Examiner  les  cas  particu¬ 
liers  : 

m  =  3,  m  =  4. 

Fig.  36.  Étudier  ce  qui  arrive  pour  m 

très  petit  ou  très  grand. 

3°.  —  Les  courbes  (t)  sont-elles  unicursales,  c’est-à-dire  les  coor- 
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données  x  et  y  peuvent-elles  s’exprimer  en  fonction  rationnelle  d’un 
paramètre  ? 

64.  1°.  —  Déterminer  l’aire  comprise  dans  la  courbe  : 

x  =  cicos3t,  y  =  bsin3t. 

On  utilisera  les  formules  du  §  226  du  Cours  de  M.  G.  On  calculera 
l’expression  de  sin6 1  qui  intervient  dans  l’intégrale. 

2°.  —  On  appliquera  le  résultat  précédent  à  l’hypocycloïde  à  quatre 
rebroussements  (M.  G.,  §  131  ). 

Calculer  l’aire  comprise  entre  cette  hypocycloïde  et  le  cercle  qui  lui  est 
quadruplement  tangent. 

3°.  —  Appliquer  le  meme  résultat  à  la  développée  de  l’ellipse  : 

r  _  i 

+  |32  — 


Effectuer  le  calcul  pour  l’ellipse  : 


x- 


7o  “f" 


y1  


=  =  2. 


2  +  y3  2  —  \J3 

Calculer  l’excentricité  d’une  ellipse  qui  a  même  aire  que  sa  développée. 

65.  Faisceaux  de  courbes. 

On  appelle  courbes  en  faisceau  les  courbes  représentées  par  une 
équation  (voir  §  44)  : 

f(x,y,  a)  =  0  ,  (1) 

* 

où  a  est  un  paramètre  constant  pour  chaque  courbe,  variable  d’une 
courbe  à  l’autre.  On  peut  toujours  considérer  les  courbes  en  faisceau 
comme  les  sections  horizontales  d’une  surface  (1)  où  a  représente  la  dis¬ 
tance  du  plan  sécant  au  plan  xOy. 

Parmi  les  faisceaux  que  nous  rencontrerons,  quelques-uns  sont  parti¬ 
culièrement  simples 

Les  courbes  du  faisceau  peuvent  dériver  de  l’une  d’entre  elles  par 
translation.  Montrer  que  l’équation  (1)  prend  la  forme  : 

y  —  cp  (à)  =  <I>  (x  —  a). 

Que  représente  le  paramètre  a? 

Que  représente  la  courbe  vj  =  ?(£)?  Indiquer  des  cas  particuliers 
intéressants. 

Les  courbes  du  faisceau  peuvent  dériver  de  l’une  d’entre  elles  par 
rotation  autour  du  point  fixe.  Prenons  ce  point  comme  origine  des  coor¬ 
données.  Montrer  que  l’équation  (1)  prend  la  forme  (M.  G.,  §  78)  : 

x  sin  0  -j-  y  cos  0  =  <I>  (x  cos  0  —  y  sin  0)  ; 

6  est  l’angle  de  rotation,  il  sert  de  paramètre  variable. 

Les  courbes  peuvent  être  homothétiques;  en  prenant  l’origine  pour 
centre  d’homothétie,  l’équation  (1)  devient  : 

ay  =  <b(ax). 
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66.  Faisceau  de  courbes  fonctions  d’un  paramètre. 

f°.  —  Étudier  le  faisceau  (fig.  37)  : 

O2  —  4)2-f(i/2  —  l)2  =  a4, 

quand  a  varie  de  0  à  -f-  oc. 

On  considérera  d’abord  les  valeurs  a2  =  0,  1 ,  4,  \/16  -f  1 . 


Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  horizontales  et 
des  tangentes  verticales,  quand  a  varie. 

2°.  —  Étudier  le  faisceau  (  §  214  )  : 

(x-  —  1  )2  +  (  !/2  —  1  )2  =  a4. 

Qu’arrive -t- il  pour  a  =  1  ? 

3°.  —  Étudier  le  faisceau  (§  63)  : 

a?4  +  y4  =  a4. 

67.  1°.  —  Construire  le  faisceau  : 

y  +  l=a{x+i)-  eo 

Montrer  que  pour  chaque  valeur  de  x,  il  existe  (quel  que  soit  a)  deux 
joints  dont  les  ordonnées  yl  et  t/2  satisfont  à  la  relation  : 

2/i*/2  =  1.  • 

Qu’arrive- 1- il  pour  a  =  zb  1  ? 

-  Étudier  l’expression  -f  quand  æ  passe  de  0  à  ce  (§  30). 
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Pour  quelle  valeur  de  x,  les  ordonnées  sont- elles  maximum  et  mini¬ 
mum  ? 

Quelle  est  la  tangente  à  l’origine? 

Existe -t- il  une  asymptote? 

2°.  —  Procédé  rapide  de  calcul  point  par  point. 

Pour  calculer  point  par  point,  on  se  servira  d’une  table  des  inverses. 
On  trouvera  aisément  à  vue  le  nombre  tel  qu’additionné  à  son  inverse, 
il  fournisse  une  somme  donnée  à  l’avance. 

Des  considérations  très  simples  abrègent  les  recherches. 

Il  est  clair,  par  exemple,  que  si  l’on  a  : 


.  1  r 

y  -j - =  5 

y 


y  est  <  5.  On  partira  donc  de  5  et  l’on  trouvera  dans  la  table  des  in¬ 
verses  :  .. 


4,850  0,206 

4,800  0,208 

4,750  0,211 


Par  suite,  le  résultat  cherché  est  voisin  de  4,800. 
On  étudiera  donc  les  sommes  au  voisinage  de  4,800. 


68.  Construire  le  faisceau  : 


(i) 


Quelle  est  la  valeur  minimadu  paramètre  a?  qu’arrrive-t-il  pour  cette 
valeur? 

Avec  quelle  courbe  la  courbe  (1)  se  confond- elle  pour  les  grandes 
valeurs  de  x  ? 

69.  1.  —  Construire  le  faisceau  :  " 


(2) 


Montrer  que  pour  toute  valeur  de  x,  il  existe  (quel  que  soit  b)  deux 
points  dont  les  ordonnées  yl  et  y 2  satisfont  à  là  relation  : 


ViVî  —  —  1. 


Qu’arrive-t-il  pour  fc  =  ihl? 

*-■  .  t .  ’-T  •  — 

1 

Etudier  l’expression  x  —  —  ,  quand  x  passe  de  0  à  +  ce. 


Déterminer  la  tangente  à  l’origine.  ' 

Existe-t- il  une  asymptote  ?  . 

Le  calcul  se  fera  comme  il  est  indiqué  dans  l’exercice  67.  i 

2°.  —  Déterminer  les  points  d’intersections  d’une  courbe  (1)  de  i’exer-. 


I 
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cicc  du  §  67  et  d’une  courbe  (2). 

Ils  sont  évidemment  sur  la  courbe  : 

2 y  =  (a  +  b)x  +  (a  —  b)-^-.  v  •  ' fe  1 

x 

Étudier  les  cas  particuliers  : 

a  +  b  =  0 , 
a  —  î>  =  0. 

• 

70.  Séparation  du  plan  en  plages  pouvant  ou  no  pouvant  pas 
contenir  des  portions  de  la  courbe  à  construire. 

Dans  tous  les  exemples  précédents,  les  variables  sont  ou  séparées  ou 
faciles  à  séparer.  Dans  des  cas  plus  complexes,  il  est  nécessaire  de  cher¬ 
cher  à  limiter  les  portions  du  plan  où  peuvent  être  des  points  de  la 


courbe  étudiée.  Nous  exposerons  la  méthode  en  construisant  la  quar- 
tique  suivante  qui  possède  tr^is  points  doubles  : 

(•*/*  —  x2)(x  —  — 1,5)  =  2  [y-  -f-  x1  —  2æp.  (1) 

Traçons  les  courbes  (droites  et  cercle)  : 

y  —  x  =  0,  y  +  x  =  0,  x  =  1 ,  x  =  1,5  ;  (2) 

y1  -f-  a;2  —  2æ  =  0 ,  (3) 

dont  les  premiers  membres  des  équations  entrent  en  facteurs  dans  l’équa¬ 
tion  de  la  courbe. 

Chaque  fois  que  nous  traversons  l’une  des  droites  (2),  le  signe  du 
premier  membre  de  l’équation]change  (M.  G.,  §  29).  Comme  il  doit  rester 
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positif,  s’il  se  trouve  des  points  dans  une  région,  il  ne  s’en  trouve  pas 
dans  la  région  limitrophe. 

La  courbe  peut  passer  par  les  points  d’intersection  des  droites ,  parce 
que  deux  changements  simultanés  de  signe  équivalent  au  maintien  du 
signe.  Mais,  le  premier  membre  de  (1)  s’annulant  alors,. il  doit  en  être 
de  même  du  second  :  la  courbe  ne  passe  par  les  points  d’intersection  des 
droites  (1)  que  s’ils  appartiennent  au  cercle  (3).  C’est  le  cas  de  trois 
points  :  la  quartique  possède  trois  points  doubles. 

Les  points  d’intersection  du  cercle  (2)  et  d’une  quelconque  des  droites 
(1)  appartiennent  à  la  courbe. 

•  Ci 

71.  Exercices. 

Comme  application  des  principes  exposés  au  paragraphe  précédent, 
on  construira  le  faisceau  : 

( y 2 —  sc2)(sc —  1)  (sc — 1,5)  =  2  [?/2  4  ar  —  2Rsc]2.  (4) 

R  variera  de  0  à  or.  t 

On  construira  le  faisceau  : 

(y2  —  sc2)  (sc  —  1  )  (sc — 1,5)  =  2  [ t/2  -j-  sc2  —  2scJ2  +  a.  (5) 

On  montrera  d’abord  que  les  courbes  (1)  et  (5)  ne  peuvent  avoir  aucun 
point  commun. 

On  construira  le  faisceau  : 

,  (t/2  —  sc2)(sc  —  R)(sc  — 1,5)  =  2  [y\  +  sc2  —  2RscJ2.  (6) 

/  - 

72.  Autres  exercices. 

On  reprendra  de  ce  point  de  vue  les  paraboles  divergentes  (§  54). 

Qu’arrive-t-il  quand  l’équation  d’une  droite  (ou  d’une  courbe)  entra 
au  carré  comme  facteur  dans  l’équation  de  la  courbe  proposée? 


Construire  la  courbe  : 

(y  —  sc)(sc  —  1  )  (sc  4  1  )  =  1. 

Étudier  la  courbe  * 

2/(2/  —  i)(y  +  l)  =  x(x  —  l)(æ  +  l).  (1) 

Déterminer  les  régions  accessibles  du  plan. 

Montrer  que  la  courbe  (1)  se  décompose  en  une  droite  et  une  ellipse* 
Étudier  le  faisceau  : 

»  ' 

'  y(y-i)(y  +  l)  =  ax(x  —  l)(x  +  1),  (2) 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Construire  la  courbe  : 

y  (y  —  i)  (y  + 1)  -f  x  (x  —  i)  (sc  4- 1)  ===  0.  (3) 

74.  Étudier  la  courbe  : 

2/s’(3/.  — l)G/  +  l)  =  æ*(  æ  — l)(sc4-l).  .  (1) 

Déterminer  les  régions  accessibles  du  plan. 

Montrer  que  la  courbe  (1)  se  décompose  en  deux  droites  et  un  cercle* 

Exercices  de  Math.  gén'*\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrière.  5 
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Étudier  le  faisceau  : 


y'2  (y  —  i)  (y  + 1)  =  ax*  (x  —  1)  (x  4- i), 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Construire  la  courbe  : 

y-  iy — l)  (y  + 1)  +  x2  (x  —  l)  (x  + 1)  =  0. 

75.  Étudier  la  courbe  : 


(2> 

(3> 


y(<2x  —  y)  =  xi, 

r 

Etudier  le  faisceau  : 

y  (2x  —  y)  =  cc4  —  a4. 

76.  —  Construire  la  courbe  : 

x*y(xÿ  — l)-f  1  =  0.  (1> 

Déterminer  les  régions  qui  contiennent  des  points  de  la  courbe. 
Montrer  que  l’hyperbole  équilatère  : 

2xy  —  1 , 

est  un  diamètre  pour  les  cordes  verticales. 

Montrer  que  la  courbe  (1)  est  unicursale.  On  posera  xy  —  t% 

« 

77.  Construire  les  deux  courbes  : 


y  =  x3  —  ce'2  —  2x  -{-  1 ,  (1  ) 

1  ;  y  =  x3  —  ce'2  —  2x  -f-  1 .  (2) 

Déterminer  la  position  des  zéros  de  la  courbe  (1)  et  des  asymptotes  do 
la  courbe  (2). 

Déterminer  les  coordonnées  des  points  pour  lesquels  y  est  maximum 
ou  minimum. 

On  mène  les  tangentes  horizontales  par  les  points  ci-dessus  déter¬ 
minés.  On  demande  les  coordonnés  du  point  où  elles  coupent  les  courbes, 
correspondantes. 

On  remarquera  que  le  problème  revient  à  celui-ci  :  on  connaît  deux 
racines  d'une  équation  du  troisième  degré ;  déterminer  la  troisième. 

78.  1°.  —  Construire  la  courbe  : 


Construire  la  courbe  : 


■r  —  ?3  _  Ç 


71  =  Ç3  — 5  —  1. 


Déterminer  la  racine  réelle  de  l’équation  : 

£3  —  £  — 1=0. 

2°.  —  On  posera  : 

l  =  x+  iy, 

et  on  aura  :  £3  —  \  —  1  =  P  (x,  y)  -f  iQ  (x,  y): 

Construire  les  deux  courbes  : 

.v  i:  V(x,y)  —  0,  Q(x,y)  —  0. 


(1) 

(2> 

(3> 


u> 
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Déterminer  les  racines  imaginaires  de  l’équation  (3)  au  moyen  des 
intersections  des  courbes  (4). 

3°.  —  Mettre  les  courbes  :  P(x,y)  =  0,  Q(x,y)  =  0, 

sous  la  forme  polaire  : 

P  =  P,(8),  P  =  Q,(8). 

Construire  les  inverses  : 

i:P  =  p,(ft)r  1  :  P  =  Q4(a).  (5) 

On  comparera  la  manière  dont  les  courbes  (4)  se  conduisent  par  rap¬ 
port  à  leurs  asymptotes  et  dont  les  courbes  (5)  se  conduisent  par  rap¬ 
port  à  leurs  tangentes  à  l’origine  (§  179). 

79.  Cubique  de  Van  der  Waals. 

i°.  —  Étudier  la  courbe  : 

_  8a  _3_ 

^  3uc  —  1  xi 

Pour  quelles  valeurs  du  paramètre  a  présente-t-elle  un  point  d’in- 


Fig.  39. 


Chercher  le  lieu  des  points  à  tangentes  horizontales  quand  a  varie. 
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2°.  —  Mener  une  droite  horizontale  de  manière  que  les  aires  ABC  et 
CDE  soient  égales. 

Voici  la  marche  à  suivre.  Soit  xx  et  les  abscisses  des  points  A  et  E; 
soit  y  l’ordonnée  correspondante;  xi9  y,  d’une  part,  æ2,  y ,  de  l’autre, 
satisfont  à  l’équation  proposée. 

Montrer  que  la  condition  d’égalité  des  aires  revient  à  écrire  : 


L’intégration  effectuée,  on  aura  trois  équations  entre  xif  x2,  y;  ce 
qui  résout  complètement  le  problème. 

On  montre  en  Physique  que  chaque  courbe,  du  faisceau  représente 
une  isotherme  d’équilibre  entre  le  liquide  et  sa  vapeur  (y  —  pression, 
x  =  volume,  a  proportionnel  à  la  température  absolue).  Les  points  A  et 
E  correspondent  au  commencement  de  la  vaporisation  et  au  commence¬ 
ment  de  la  liquéfaction.  La  courbe  AB  correspond  aux  retards  à  la  vapo¬ 
risation,  la  courbe  ED  aux  retards  à  la  liquéfaction.  La  courbe  BCD  ne 
peut  être  réalisée  dans  aucune  expérience. 

Le  calcul  précédent  détermine  les  points  A  et  E. 

Chercher  le  lieu  de  ces  points  quand  a  varie. 

Le  lieu  des  points  A  et  E  s’appelle  courbe  de  saturation. 

80.  Projections  réitérées. 

i°.  —  Construire  les  courbes  : 


a 


C)  (2) 


cosm  6  ’ 


où  m  est  un  entier  positif.  Qu’arrive- 1- il  pour  m  =  1? 


C 


Fig.  40. 


En  particulier  on  construira  le  folium  simple  (§  414)  :  r  =  a  cos3  ô. 
2°.  —  Construction  de  la  tangente. 
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Montrer  que  le  point  où  la  normale  menée  en  un  point  01?  rif  d’une 
courbe  (1),  coupe  la  droite 
Ox  de  référence,  est  défini 
par  le  rayon  vecteur  p  : 


rt 


m 


*  ^  cos  m  +  1 

Interpréter  géométri¬ 
quement  cette  formule. 

3°.  —  Il  est  clair  que 
les  courbes  (1)  n’ont  pas 
de  points  à  l’infini.  Les 
courbes  (2)  en  ont  pour 

6t  =  (2fc  +  l)7 r  :  2. 

Montrer  que  sauf  pour 
m  —  1,  elles  n’ont  pas 
d’asymptotes. 

On  cherchera  la  limite 
de  l’expression  (§25)  : 

v  sin  (0  —  0Q  =  r  (sin  6  cos  01  —  cos  0  sin  0d) ,  pour  0  —  0r 

4°.  —  Comment  déduit- on  les  courbes  : 


r  =  a  cosm  n0 ,  r  = 


a 


cosm  nO 


(3)  (4) 


des  courbes  (1)  et  (2)?  Chercher,  par  exemple,  dans  quelles  conditions 
les  courbes  (4)  ont  des  asym 
ptotes. 


81.  Campyle. 

Construire  la  courbe  : 

r  co s2  0  =  a. 

Quelle  est  son  équation 
cartésienne  (§  312)? 

La  comparer  à  la  parabole 
qu’elle  possède  comme  asym¬ 
ptote. 

Construire  sa  normale  en 
un  point  ;  on  partira  de  l’équa¬ 
tion  polaire  de  la  normale. 

Déterminer  ses  points  d’in¬ 
flexion. 


Fig.  42. 


82.  i°.  —  On  donne  un  segment  AB  =  2 k.  On  trace  deux  cercles  tan¬ 
gents  O  et  O',  de  rayons  a  et  b,  tels  que  :  2 (a  -f  b)  =  2k  =  AB. 

Ils  passent  constamment  par  les  points  A  et  B. 

2°.  —  Déterminer  le  lieu  du  point  de  tangence  T  de  la  tangente  com. 
mune.  On  commencera  par  déterminer  l’angle  0  en  fonction  de  a  et  de  b. 
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Nous  donnons  des  exercices  analogues  aux  §§  396  et  suivants,  où  nous 
étudions  une  méthode  générale  de  transformation,  basée  sur  la  projec¬ 
tion  simple  ou  réitérée.  Le  lecteur  peut  dès  maintement  s’y  reporter. 

83.  —  Construire  la  courbe  inverse  du  folium  simple  :  r  cos3  d  =  a* 

Donner  son  équation  cartésienne.  Montrer  qu’elle  a  un  point  double 
isolé.  Déterminer  ses  points  d’inflexion.  Construire  sa  tangente.  Cons¬ 
truire  sa  courbe  asymptote  (voir  aussi  §  402,  1 0  et  414). 


Courbes  dont  les  ordonnées  sont  la  somme  algébrique 

des  ordonnées  de  courbes  simples. 

.  >■ 

84.  Ordonnée  quotient  de  deux  fonctions  entières  de  x. 

Soit  donnée  une  courbe  de  la  forme  : 

y =f(n):  F(x),  (i) 

où  f(x)  et  F  ( x )  sont  des  fonctions  entières  de  x.  Si  le  polynôme  f(x)  est 
de  degré  supérieur  à  F  (oc),  on  divisera  f{x)  par  F  (-æ);  d’où  : 

+  <2) 

où  <p(cc),  ^(cc),  F  (a?),  sont  des  fonctions  entières  de  x;  -|(æ)  est  de  degré 
inférieur  à  F  (a?). 

Montrer  que  la  courbe  (1)  admet  comme  asymptote  la  courbe  : 

y  =  ?(»•  (3) 

Chercher  les  racines  réelles  de  F  (as).  Montrer  que  lacouibe  (1)  pos¬ 
sède  des  asymptotes  verticales  pour  des  abscisses  égales  à  ces  racines. 

Voir  comment  la  courbe  se  dispose  par  rapport  à  ses  asymptotes,  sui¬ 
vant  que  la  racine  est  simple,  double,  triple... 

Discuter  les  formes  possibles  de  la  courbe  asymptote  y  =  y(x).  On 
envisagera  le  cas  où  F  (ce)  est  de  degré  inférieur,  égal,  ou  supérieur  au 
degré  de  f(x).  Qu’arrive-t-il  dans  ces  divers  cas  pour  cp(as),  par  suite  pour 
les  branches  de  la  courbe  qui  correspondent  à  de  grandes  valeurs  de  cc? 

85.  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Généralisons  les  résultats  énoncés  aux §§208, 209  et  210  du  Cours  de  M.G. 

i°  —  Cas  des  racines  simples. 

Soient  a ,  b ,  c,  ...  les  racines  (réelles  ou  imaginaires)  de  F  (x)  supposées 
toutes  simples.  Montrer  par  identification  qu’on  a  : 

^  (x)  _  _  A _ ,  B  C  , 

b'  (x)  x  —  a  ‘  x  —  b  '  x  —  c  '  *  *  ’ 

Soient  a  et  b  deux  racines  imaginaires;  si  les. coefficients  de  F  (x)  sont 
réels,  nous  savons  (M.  G.,  §  229)  que  ces  imaginaires  sont  conjuguées. 
On  ramènera  aux  quantités  réelles  par  la  méthode  suivie  dans  le  Cours 
de  M.  G.,  §210. 
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2°.  —  Cas  des  racines  multiples. 

Supposons  que  a  soit  une  racine  d’ordre  n. 

Montrer  par  identification  qu’on  a  : 

41  (  )  _ _ A. _  i  _ Ai _  i  i  —  i  i _ B  I 

F(æ)  ( x  —  a)n  ‘  (x —  a)n~ 1  '  ‘  x  —  a  ‘  x  —  b  ‘  *** 

On  retrouve  bien  ainsi  le  nombre  de  constantes  arbitraires  nécessaires 
pour  l’identification.  On  pourrait  également  écrire  : 

Ü£)  .  B  .  . 

F(æ)  ( x  —  a)n  '  x  —  b  ‘ 

où  (x)  est  une  fonction  entière  de  degré  n  —  1. 

3°.  —  Il  résulte  de  là  que  la  construction  de  la  courbe  : 

x  =  f(x)  :  F  (x), 

se.  ramène  à  sommer  algébriquement  les  ordonnées  de  courbes  simples 
qui  sont  des  hyperboles  générales  (M.  G.,  §  35). 

L’aire  de  la  courbe  proposée  s’obtient  en  sommant  algébriquement  les 
aires  de  ces  courbes. 

N.  B.  Nous  reviendrons  longuement  sur  ces  décompositions  aux  §§  557 
et  suivants. 

86.  i°.  —  Construire  le  faisceau  (fig.  43)  : 


x  -j-  a 

y=x+t- 
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2°.  —  Construire  le  faisceau  (fig.  44)  : 

_ x  + 1 

^  x  +  a 

30 '  —  Comme  conséquence  des  résultats  précédents,  extrapolés  par 
continuité,  montrer  que  le  quotient  : 

x  +  1 
x  + 1  5 


n’est  pas  seulement  égal  à  1  pour  x=-\.  Il  a  simultanément  toutes 

les  valeurs  comprises  entre  —ce  et  +cc. 

^o# _ Montrer  que  la  construction  du  faisceau  : 

ax  +  b  ^ 

y  —  (x  —  l)(æ  +  2)'  ’ 

où  a  et  Z?  sont  des  paramètres  variables,  se  ramène  à  l  addifion  des  or¬ 
données  des  hyperboles  : 

1  1 

y  y*—x+ï> 

multipliées  par  des  facteurs  convenables. 

Trouver  l’aire  comprise  entre  la  courbe  (1),  deux  ordonnées  et  l’axe  Ox. 
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2°.  —  Montrer  que  la  construction  du  faisceau  : 

*„  —  B  +  b 
y—  (x  —  l)s  ’  . 

ou  a  et  b  sont  des  paramétrés  variables,  se  ramène  à  l’addition  des  or¬ 
données  des  hyperboles  : 


U  i  ==  ~7~zr 


1 


( x  —  1  ) 


,2  > 


y  2  = 


X 


multipliées  par  des  facteurs  convenables. 

Trouver  l’aire  comprise  entre  la  courbe  (2),  deux  ordonnées  et  l’axe  Ox. 


88.  Construire  le  faisceau  de  courbes  : 

_  (x  -\-\)~  \  n\ 

J  x1  —  2æ  -j-  a  ’  '  ' 

où  a  désigne  un  paramètre  variable. 

i°.  —  Calculer  y'  ;  construire  le  lieu  y'  =  0,  quand  a  varie. 
Construire  les  courbes  du  faisceau  (1)  pour  : 

a  —  —  8 ,  0 ,  1 ,  3  ; 

les  tracer  sur  la  même  feuille  de  papier  pour  les  comparer  plus  aisé¬ 
ment. 

Pourquoi  les  "valeurs  précédentes  de  a  correspondent-elles  à  des 
formes  différentes? 

2°.  —  Qu’arrive -t- il  pour  a  =  —  3? 

Expliquer  comment  la  droite  as -j- 1=0  fait  partie  du  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  horizontales. 

3°.  —  Calculer  la  position  des  points  d’inflexion. 

Combien  en  existe-t-il  toujours  de  réels? 

Qu’arrive-t-il  pour  a  —  —  3? 

4°.  —  Lorsque  a  est  très  grand,  à  quoi  peut-on  assimiler  la  courbe  (1) 
au  voisinage  de  x  —  —  1?  Le  raisonnement  vaut-il  pour  des  valeurs 
quelconques  de  a? 


89.  Courbes  rampantes  (M.  G.,  §  379). 

Quelles  sont  les  relations  entre  les  courbes  : 

*  y  =±.v(x),  y  =  ax  +  b±L(f(x)ci 

Appliquer  à  : 


(ï 


,.4 


( x  —  1)  (x  —  2)  ’ 


a  =  1 


Appliquer  à  : 


Appliquer  à  : 


a  =  1,  -  b  =  0. 


0. 


<p  (x)  =  yJxA  -f-  1  ; 


a  =  1 , 


b  =  0. 


V 
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90.  Résoudre  les  équations  : 


x3  —  3x  -f-  1  =  0, 
x3  ~\-3x  — 1=0. 


Construire  la  courbe  : 


Vérifier  qu’on  a  : 


x3  -f-  3x  —  1 
y  —  xs  —  3x  +  l  • 

dy  _  6x2  (1  —  2x  ) 

ctx  ( x 3  —  3x  -f- 1  )2  * 


Existe-t-il  des  maximums  ou  des  minimums? 

Existe-t-il  des  points  d’inflexion? 

En  particulier,  que  se  passe-t-il  pour  x  =  0,  y  — —  1? 

91.  1°.  —  Résoudre  l’équation  : 

x5 —  5æ  -j-  1  =  0.  (1) 

Il  est  d’abord  évident  qu’une  des  racines  est  voisine  de  0,2.  Pourquoi? 
Pour  trouver  les  autres,  on  utilisera  une  table  des  carrés  et  des  cubes, 
<en  remarquant  que  x5  =  x2x3.  Les  calculs  sont  ainsi  très  rapides. 

Par  exemple,  on  a  : 


x  =  1,500,  x2  =  2,250  x3  =  3,375, 
x5  =  7,594 ,  7,594  —  7,500  =  0,094. 


Il  y  a  donc  deux  racines  voisines  de  dbl,5. 

Pour  avoir  une  valeur  plus  approchée,  on  posera  : 

x  =  1,5  -f-  £  ; 


on  substituera  dans  (1)  et  on  se  bornera  aux  termes  en  s. 

Enfin  on  appliquera  une  méthode  quelconque  d’interpolation  (§  38  du 
Cours  de  M.  G.  ;  voir  aussi  §  579). 

—  Considérons  la  fonction  : 


y  =  x5- — 5x  -f- 1 , 


Que  peut-on  conclure  de  la  forme  de  l’équation  dérivée  (M.  G.,  §  42)? 
3°.  —  Construire  la  courbe  : 

_ x3  —  3x  +  1 

^  x5  —  5x  -j-  1  * 

L’équation  x3  —  3x  -f- 1  =  0  est  étudiée  dans  l’exercice  précédent. 
Vérifier  qu’on  a  : 

i  dy  —  (  x2  —  1  )  (  2x5  —  10x3  -f-  5x2  -f-  2  ) 

y  dx  ( x3  —  3x  -j-  1  )  (x5  —  5x  -f-  1) 

Déterminer  les  maximums  et  minimums. 

Résoudre  l’équation  : 

2x5  —  10x3  -f-  5x2  -f-  2  =  0, 
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On  utilisera  l’équation  dérivée  : 

>  x(x 3  —  3#  -f-  1  )  =  0 , 

qui  permettra  de  séparer  les  racines  (M.  G.,  §  42). 

92.  Quartiques  construites  avec  les  ordonnées  de  deux  para¬ 
boles. 

i°.  —  Discuter  la  courbe  représentée  par  l’équation  : 

y  =  dz\J a  (x —  a)  zh\J  [i(x  —  b)  .  (1) 


Cas  où  les  paraboles  sont  tournées  dans  le  même  sens  ;  cas  où  elles 
sont  tournées  en  sens  inverses. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  les  paraboles  se  coupent  ou  ne  se  coupent 
pas.  Discuter  les  formes  possibles  pour  la  courbe  (1). 

Les  courbes  peuvent-elles  avoir  des  points  de  rebroussement? 

2°.  —  Construire  la  courbe  particulière  (fig.  45)  : 

y  =  ±\]  —  6  (x  —  6)  dz  \/6  (cc  -f  b)  . 

Déterminer  les  tangentes  à  l’origine. 

Déterminer  les  rayons  de  courbure  aux  points  A  et  B. 

3°.  —  Généraliser  pour  trois  paraboles. 

De  quel  degré  est  la  courbe  obtenue  ? 

Discuter  ses  formes  possibles. 
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4°.  —  Construire  la  lemniscate  de  Gérono  (§  205)  : 

i/  =  4(y*  —  æ2), 

avec  les  ordonnées  de  deux  paraboles  : 

y  =  ±i\Jl  -f-  x  dz  y/l  —  x  . 

5°  —  Construire  la  courbe  (§  201)  : 

x  =  <2 a  cos  cp ,  by  =  a2  sin  , 

où  cp  est  un  paramètre  variable,  avec  les  abscisses  de  deux  paraboles  : 

æ  =  zh  y la2  -j-  by  zh  y/ a1  —  by  . 


93.  Quartiques  construites  avec  les  ordonnées  de  deux 
ellipses. 

1°.  —  On  donne  deux  ellipses  1  et  2  ayant  leurs  centres  sur  Ox  et  tan¬ 
gentes  à  l’axe  O  y  ;  on  représente  par  yi  et  y2  leurs  ordonnées  DB1 ,  DH2. 
Étudier  le  faisceau  de  courbes  dont  l’ordonnée  y  est  définie  par  la  rela¬ 
tion  : 


On  peut  supposer  l’une  des  ellipses  invariable  (par  exemple,  celle  dont 

les  deux  demi-axes  sont  a 
et  b).  Quant  à  l’autre,  on 
peut  supposer  a  invariable 
et  <  a  ;  (3  est  le  para¬ 
mètre  dont  dépendent  les 
courbes  du  faisceau. 

Distinguer  le  cas  où  les 
ellipses  se  coupent  de  celui 
où  elles  ne  se  coupent  pas. 
Considérer  le  cas  où  les 
deux  ellipses  ont  en  O  la 
même  courbure.  (M.  G., 
§116)  : 

b 2  :  a  =  p2  :  a. 

On  chassera  les  radicaux 
de  l’équation  (1),  comme 
exercice  de  calcul  qu’il 
faut  se  garder  d’elfectuer 
pour  étudier  la  courbe  (1). 
C’est  sur  l’équation (1)  telle 
qu’elle  est  donnée,  qu’il 
convient  de  trouver  les 
tangentes,  normales,  etc. 

Chaque  ordonnée  coupe  la  courbe  (1)  en  quatre  points  P,  Q,  R,  S. 


CONSTRUCTIONS  DE  COURBES 


•n 

2°.  —  Plus  généralement,  on  a  deux  courbes  composantes  tangentes 
à  O  y.  Au  voisinage  de  l’origine,  on  peut  les  mettre  sous  la  forme  ; 

4 

yi  =  \]x  [A  +  Bj:  +  Cæ'2  +  ...], 
y,  =  v/æ  [A'  +  B'.c  +  C'æ2  +  ...]. 

r  • 

Etudier  la  disposition  des  tangentes  à  l’origine  de  la  courbe  résultante. 

94.  Construire  la  courbe  : 

*  • 

2y  =  zh\/(5x  —  x2  zh  yJCfX  +  x2  d=  ^36  —  x2  .  (1  ) 

On  la  considérera  comme  la  somme  algébrique  des  ordonnées  de 
courbes  plus  simples  que  l’on  commencera  par  construire  avec  soin. 

On  vérifiera  immédiatement  qu’une  droite  parallèle  à  O  y  coupe  la 
courbe  (1)  en  huit  points.  ' 

Elle  possède  deux  points  de  rebroussement  qui  font  partie  de  points 
quadruples,  deux  autres  points  quadruples,  quatre  points  doubles. 

On  déterminera  les  tangentes  pour  tous  les  points  multiples. 

Pour  assurer  la  discussion,  on  calculera  directement  les  valeurs  de  y 
pour  x  =  0, 1, 2, 3, 4,  5,  6. 

a 

95.  1°.  —  Construire  les  courbes  : 

1  __  1 

\/'l  +  x1  9  ^  y  1  -f-  a2x2 

Déterminer  les  points  d’inflexion. 

2°.  —  Résoudre  l’équation  : 

1  1  1 

\J  1  +  x2  "y/ 1  +  9x2  V'1  +  25x'2 

Les  radicaux  étant  pris  positivement,  montrer  que  les  racines  corres¬ 
pondent  à  de  petites,  valeurs  absolues  de  x. 

Développer  en  série  et  résoudre  les  équations  des  quatrième  et  sixième 
degrés  obtenues  en  limitant  le  développement  aux  deux  et  aux  trois 
premiers  termes  (§  259  M.  G.). 

3°.  —  Comme  exercice  de  calcul,  faire  disparaître  les  radicaux  de 
l’équation  (1). 

96.  Étudier  les  courbes  suivantes  au  voisinage  de  l’origine  : 

x  =  z  (1  zh  y  l  —  z  ), 
x  =  z2  (  1  zh  y/l  —  z  )  ; 
x2  =  z  (1  zh  y  l  —  z  ), 
x2  =  z2  (1  zh  y  l  —  z  ). 

97.  Portions  de  courbes. 

^°*  —  Les  équations  ne  représentent  parfois  qu’une  portion  de  courbe* 
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Étudier  par  exemple  la  courbe  représentée  par  l’équation  : 

y  =  x —  yjx  .  (1) 

On  construira  cette  courbe. 

ê°.  —  Gomme  exercice  numérique,  calculer  l’aire  du  triangle  formé 
par  les  trois  points  M4,  M2,  M3,  de  la  courbe  (1)  dont  les  abscisses  sont  t 

81,  100,  121, 

ou  plus  généralement  : 

(n  —  l)2,  n2,  (n-fl)2. 

Calculer  la  médiane  m  issue  de  M,. 

3°.  —  Montrer  que  les  équations  (§  215,  Cours  de_M.  G,  : 

x  =  acosht,  y  =  bs\nht, 
ne  représentent  qu’une  des  branches  de  l’hyperbole  : 

y2  _ 

a2  b2  “  1# 

4°.  —  Montrer  que  les  équations  (§  55,  Cours  de  M.  G.)  : 

cc  =  cos2f,  y  =  cost, 

ne  représentent  qu’un  arc  de  parabole  (voir  exercice  61). 


V»  il: 


CHAPITRE  IV 
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Triangles. 

98.  Coordonnées  trilinéaires. 

1°.  —  On  définit  la  position  du  point  P  par  ses  distances  a,  S,  y,  à  trois 

A 


droites  formant  un  triangle  ABC  de  côtés  a,  b,  c. 

Montrer  qu’entre  les  quantités  a,  p,  y,  existe  la  relation  : 

ax  +  bfi  -f-  cy  =  2S  ; 

S  est  l’aire  du  triangle. 

Interpréter  les  coordonnées  négatives  et  définir  les  aires  négatives. 

2°.  —  Une  courbe  est  donnée  par  l’équation  trilinéaire  : 

/Xa>P>  y)  =  0, 

par  rapport  à  un  triangle 'ABC.  Obtenir  la  nouvelle  équation  après  rem^ 
placement  du  côté  BG  par  une  parallèle  B^  située  à  la  distance  a, 
de  BG. 
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3°.  —  Montrer  que  l’équation  d’une  droite  en  coordonnées  trilinéaires 
est  de  la  forme  : 

a«  +  bp  +  Gy=o, 

ou  A,  B,  C,  sont  des  constantes. 

Qu’arrive-t-il  lorsque  A,  B,  C,  sont  sensiblement  égaux  à  a,  6,  c? 

99.  Bissectrices,  médianes. 

1°.  —  Donner  les  équations  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures 
du  triangle  de  référence  ABC. 

Montrer  que  les  bissectrices  intérieures  sont  concourantes  (§  8). 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  (centre  du  cercle  inscrit)  sont  : 

2S 


a 


a  +  6  +  c  ’ 

Montrer  que  deux  bissec¬ 
trices  extérieures  se  coupent 
sur  une  bissectrice  inté¬ 
rieure  ;  calculer  les  coordon¬ 
nées  des  points  de  concours. 

Montrer  que  les  points  où 
chaque  bissectrice  extérieure 
rencontre  le  côté  opposé  du 
triangle,  sont  sur  la  droite  : 

a  +  ?  +  ï  — 0. 

5°.  —  Donner  les  équations 
des  médianes. 

Montrer  qu’elles  sont  concourantes.  Les  coordonnées  du  centre  d’iner¬ 
tie  (point  de  concours  des  médianes)  sont  : 

2S  _  2S  2S 

3  a’  P  ~  w  ’ 


a 


36  ’  1  3c  * 

Nous  avons  donc  la  relation  :  ax  =  6[3  —  cy. 

Situer  dans  le  plan  les  points  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  rela¬ 
tions  : 

^ —  a  x  =  6  S  =  cy , 
ctx  =  —  6j3  =  cy , 
cix  =  63  =  —  cy. 


100.  Droites  isogonales,  points  isogonaux. 

Remarque.  —  Nous  proposons  les  exercices  suivants,  bien  moins  pour 
l’intérêt  des  résultats  que  pour  exciter  le  lecteur  à  faire  honnêtement  des 
constructions  géométriques.  Il  doit  s’efforcer  de  vérifier  les  résultats 
indépendamment  de  toute  démonstration.  C’est  une  fois  la  figure  correc¬ 
tement  réalisée,  qu’il  peut  chercher  les  raisons  d’être  du  résultat. 

1°.  —  Montrer  que  si  trois  droites  respectivement  issues  des  sommets 
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N,  B,  C,  d’un  triangle  sont  concourantes,  il  existe  entre  les  angles  0i9 
62,  63,  qu’elles  font  avec  les  côtés,  la  relation  : 

sin  (A  —  04) .  sin  (B  —  02) .  sin  (G  —  %)  =  sin  ô4 .  sinÔ2 .  sin  Ô3  (1) 

Qu’arrive-t-il  pour  les  bissectrices? 

2°.  —  On  prend  un  point  quelconque  P  dans  un  triangle  ;  on  le  joint 


A 


Fig.  49. 


aux  sommets;  on  définit  ainsi  trois  angles  01?  02,  03  .  Montrer  que  les 
droites  qui  font  respectivement  les  mêmes  angles  avec  les  côtés  adjacents, 
sont  elles- mêmes  concourantes. 

On  conjugue  ainsi  les  points  P,  P',  du  plan  deux  par  deux. 

3°.  —  Montrer  que  les  coordonnées  a,  (3,  y,  de  P,  et  a',  ff,  y',  de  P' 
satisfont  aux  relations  : 

aa'  =  jü(3'  =  yy'. 

m  ■  ~  *  s 

* 

Les  points  P  et  P'  sont  dits  isogoncnix.  Au  sujet  de  cette  épithète,  nous 
prévenons  le  lecteur  que  la  critique  en  serait  aisée,  mais  aussi  que  la 
critique  serait  également  facile  de  quatre-vingt  dix -neuf  sur  cent  des 
appellations  scientifiques  :  il  suffit  qu’on  s’entende. 

On  ne  discute  pas  des  définitions  de  mots. 

4°.  —  Montrer  que  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  est  son  propre 
conjugué. 

Les  coordonnées  du  point  conjugué  du  centre  d’inertie  sont  : 

r  _ 2aS _  pf  2bS  ,  _  2cS 

ai  a 1  -f  b'1  -j-  c 1  ’  ” 1  a 2  -j-  b1  +  cx  J  *ri  a 2  -|-  bx  -f  c2  " 

101.  Cas  particulier. 

En  vertu  de  la  relation  (1)  du  paragraphe  précédent,  on  peut  choisir 
deux  des  angles  6j ,  ô2,  par  exemple  ;  03  est  alors  déterminé. 

Donc  il  n’y  aura  sûrement  qu’un  nombre  fini  de  points  (2,4,6,...) 
pour  lesquels  on  aura  6,  =  62  =  ô3.  En  fait  il  en  existe  deux. 

Exercices  de  Math.  génu*.  —  H.  Bouasse  et  É.  TunruÈnE. 
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Montrer  qu’on  les  obtient  par  l’intersection  de  trois  circonférences. 


A 


passant  respectivement  par  A, 
B,  par  B,  C,  par  C,  A,  et  tan¬ 
gentes  en  un  de  ces  points  à 
l’un  des  côtés  du  triangle. 

On  peut  faire  la  construction 
de  deux  manières  différentes. 

102.  lü.  —  Deux  droites 
isogonales  AA1?  AA2,  coupent 
le  côté  opposé  BG  en  deux 
points  Al  et  A2  tels  qu’on  ait  : 

ô2  .  bâ;  .  bâ;= c2 .  câ;  .  ci;. 

Que  devient  la  proposition 
s’il  s’agit  de  la  bissectrice  de 
l’angle  A  ? 

Que  devient  la  proposition 
lorsque  l’une  des  droites  est  la 
médiane  ? 

ê°,  —  De  deux  points  P,  P',  pris  sur  deux  droites  isogonales  par  rap¬ 
port  aux  droites  AB,  AG, 
on  abaisse  des  perpendi¬ 
culaires  sur  ces  droites. 
Montrer  que  le  quadrila¬ 
tère  QQ'RR'  obtenu  est 
inscriptible. 

On  s’appuiera  sur  les 
propriétés  des  sécantes 
issues  du  point  A. 

En  prolongeant  les  per¬ 
pendiculaires,  on  forme 
un  parallélogramme..  Mon¬ 
trer  que  les  sommets  U, 
W,  sont  sur  des  isogonales 
par  rapport  aux  droites 
AB,  AG. 

Il  est  clair  que  le  centre 
0  du  cercle  dans  lequel  le 
quadrilatère  est  inscrit,  se 

trouve  à  l’intersection  des  diagonales  du  parallélogramme. 


A 


103.  Correspondance  des  points  conjugués  au  moyen  d’iso- 
gonales. 

1°.  —  Démontrer  que  le  point  isogonal  d’un  point  P  du  cercle  circons¬ 
crit  est  à  l’infini.  Autrement  dit,  les  trois  droites  isogonales  de  celles  qui 
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joignent  les  sommets  A,  B,  C,  d’un  triangle  à  un  point  P  du  cercle  cir¬ 
conscrit,  sont  parallèles. 

Démontrer  que  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  A,  B,  C,  d’un 
triangle  à  un  point  P  du  cercle 
circonscrit,  sont  respectivement 
symétriques  des  côtés  opposés 
BC,'  GA,  AB,  par  rapport  à  une 
même  direction. 

r 

Etudier  la  variation  de  cette 
direction  quand  le  point  P  décrit 
le  cercle. 

2°.  —  Ces  propositions  établies, 
chercher  la  correspondance  des 
points  conjugués  au  moyen  de  droites  isogonales.  Montrer  qu’il  existe 


quatre  points  doubles.  La  figure  53  guidera  le  lecteur  dans  cette 
recherche,  qui  ne  demande  au  surplus  qu’un  peu  de  patience. 

104.  Droites  concourantes  issues  des  sommets  d’un  triangle. 

i°.  —  Soit  P  un  point  du  plan;  joignons-le  aux  sommets  d’un  tri¬ 
angle  ABC.  Nous  déterminons  six  segments  sur  les  côtés  du  triangle. 

Nous  poserons  : 

BC  =  a,  BA1==^a,  GA,  =  Va  ;  =  lj 

et  ainsi  de  suite. 
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De  même  :  v 

PA1=p.AA1,  PA=p'.AA1;  V  +  V  =  1; 
et  ainsi  de  suite. 

Les  quantités  l,  m,n  ;  l\  m',  n'  ;  p,  q,  r;  p\  q,  r  ;  seront  prises  posi¬ 
tivement  si  le  point  est  dans  le  triangle.  S’il  est  hors  du  triangle,  on 
verra  immédiatement  comment  attribuer  les  signes  +  et  — .  On  convient, 


A 


Fig.  54. 


par  exemple,  de  compter  positivement  à  partir  du  sommet  C  vers  le  som¬ 
met  adjoint  B  sur  le  côté  considéré. 

2°.  —  Théorème  de  Gergonne. 

Démontrer  qu’on  a  : 

p  +  q  -f-  r  =  1 ,  par  suite  :  p’  -j-  q'  r  =2. 

On  s’appuiera  sur  la  considération  des  aires  des  triangles  APB,  BPG, 
CPA,  comparées  à  l’aire  du  triangle  ABC. 

3°.  —  Théorème  de  Céva. 

Montrer  qu’on  a  :  Imn  =  l'm'n 

4°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

-  n  ,  m'  _ pr 

W  ‘  m  p 

5 °.  - —  Appliquer  aux  médianes. 

Appliquer  aux  bissectrices  intérieures. 

Appliquer  aux  lignes  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  tangence 
du  cercle  inscrit  avec  les  côtés. 

6°.  —  Appliquer  aux  hauteurs. 

Leur  point  de  concours  est  appelé  orthocentre. 

Montrer  que  le  produit  des  segments  déterminés  par  l’orthocentre  sur 
chaque  hauteur  est  le  même  pour  les  trois  hauteurs.  11  est  égal  au  produit 
des  segments  déterminés  par  chaque  hauteur  sur  le  côté  correspondant. 

7°.  —  On  divise  chaque  côté  d’un  triangle  en  segments  proportionnels 
-aux  carrés  des  côtés  adjacents;  on  joint  les  points  de  division  At,  hiy  C,, 
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aux  sommets  correspondants.  Montrer  que  les  droites  ainsi  obtenues  sont 
concourantes  en  un  point  P. 

Montrer  que  la  droite  AA,  est  isogonale  de  la  médiane  issue  de  A.  De 
même,  évidemment,  pour  les  droites  RB,  ,  CG,.  Le  point  P  est  donc  associé 
du  centre  de  gravité  par  la  méthode  du  §  100. 

105.  Correspondances  basées  sur  le  théorème  de  Céva. 

1°.  —  On  prend  un  point  P  dans  le  plan  d’un  triangle  ;  on  le  joint  aux 
sommets.  On  définit  ainsi  six  nombres  l,  m,  n;  l',  m',  n'. 

Montrer  que  l’on  peut  associer  au  point  P  un  second  point  P'  défini 
par  les  mêmes  nombres  l ,  m,  n;  f,  m',  n'. 

En  attribuant  les  nombres  l ,  V  ;  m,  m';  n,  n'  ;  successivement  aux  trois 
côtés,  on  peut  associer  six  points  entre  eux. 

2°.  —  Montrer  que  les 
coordonnées  trilinéaires 
a,  {5,  y,  de  P,  et  a,  P',  y', 
de  P'  satisfont  aux  rela¬ 
tions  : 

aa'ct2  =  (8(f62  =  yy'c2. 

Le  centre  de  gravité  du 
triangle  est  soir  propre 
conjugué. 

Déterminer  les  coordon¬ 
nées  du  conjugué  du  point 
de  concours  des  bissec-  Fi<?.  55. 

A  ^ 

trices. 

3°.  —  Autre  mode  d’association. 

On  prend  un  point  P  dans  le  plan  d’un  triangle.  On  le  joint  aux  som¬ 
mets;  on  définit  ainsi  trois  points  A,,  B,,  C,.  La  circonférence  passant 
par  ces  trois  points  détermine  trois  autres  points  A2,  B2,  C2. 

Montrer  qu'ils  définissent  un  point  P'  qu’on  peut  ainsi  associer  à  P. 

106.  Transversales.  Transversales  conjuguées. 

1°.  —  Théorème  de  MénélaÜs. 


a 


Le  théorème  est  démontré  au  §  355  du  Cours  de  M.  G. 


/ 
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Une  transversale  détermine  sur  les  côtés  a,  b ,  c,  d’un  triangle  six  seg¬ 
ments  définis  par  les  nombres  l ,  m,  n;  l\  m n'  ;  on  a  : 

Imn  ==  —  l'm'ri .  (1) 

Par  exemple  (fig.  56),  nous  aurons  : 

M \  =  l,  CÂ^  =  —  l'  ;  CB \  =  m,  ÂB î  =  m';  A  Ü,=n,  BC;  =  n\ 

Dans  la  relation  (1),  on  peut  intervertir  les  deux  membres;  quelle 
espèce  de  correspondance  est- il  possible  d’établir  ainsi? 


A 


2°.  —  Prenons  un  point  P  dans  un  triangle  :  il  détermine  les  six 

nombres  l,  m,  n;  l\  n'. 

Par  exemple,  avec  la  convention  de  signes  qui  consiste  à  prendre  posi¬ 
tivement  les  segments  à  partir  du  sommet  G  vers  le  sommet  B  sur  le  côté 
considéré ,  on  a  : 

bâ;  _  i 

GA,  “  V  * 


Mais  il  existe  un  point  À2  (conjugué  harmonique,  M.  G.,  §  86)  tel  qu’on 
a  : 


BA,  _  l 
CA2'  ~  L' 


Partant  de  là,  montrer  qu’on  peut  associer  un  point  P  avec  un  certain 
nombre  de  droites  A. 
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1C7.  Partant  du  théorème  des  transversales,  déterminer  la  dis¬ 
tance  d’un  point  A  à  un  point  inaccessible  Ct  (fig.  58). 

O  n  ne  possède  que  des  jalons  et  une  chaîne  d’arpenteur. 


\ 

\ 


\ 


B 

Fig.  58. 


A 


108.  1°.  —  On  joint  le  sommet  A  du  triangle  à  un  point  quel¬ 
conque  du  côté  opposé  (fig.  59). 

On  détermine  ainsi  deux  segments  r  et  s. 

Montrer  qu’on  a  : 

l~a  =  c2s  -f-  &V  —  asr.  (1) 

2°.  —  Si  la  droite  est  médiane,  la  relation  (1)  devient  : 

4m2  =  2ô*  -f-  2c2  —  a2. 

Pour  la  bissectrice  on  a  : 

P  =  bc  sr  =  bc  (l  ^rey  )• 

109.  Équation  d’une  conique,  d’un  cercle  en  coordonnées 
trilinéaires. 

1°.  —  S’appuyant  sur  le  §  8, 
montrer  que  l’équation  d’une 
conique  circonscrite  à  un 
triangle  est  : 

ÂBy  -f-  Byoc  -f-  Cap  =  0. 

Comment  l’équation  se 
transforme-t-elle,  si  on  rem¬ 
place  le  triangle  par  un 
triangle  homothétique? 

Montrer  que  l’équation 
d’une  conique  par  rapport  à 
un  triangle  quelconque  est  :  Fi&-  60- 

Afy  +  Byx  4-  Cxp  +  Doc2  +  E£2  -f  Fy2  =  0. 

2°.  —  Donner  l’équation  d’un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  équila¬ 
téral. 
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Soit  un  triangle  ABC  formé  de  la  corde  BC  et  des  tangentes  aux  extré¬ 
mités  B,  G,  de  cette  corde  à  une  circonférence  menée  par  ces  points. 
Montrer  que  son  équation  trilinéaire  est  (fig.  60)  : 

a2  =  frf- 

Pour  obtenir  une  démonstration  directe,  on  exprimera  a,  [3,  y5  en 
fonction  du  rayon  R,  de  l’angle  qui  définit  la  corde  BG,  et  de  l’angle  9 
qui  repère  le  point  P. 


3°  —  Le- triangle  ABC  étant  quelconque,  contruire  la  courbe  : 


En  utilisant  le  §  103,  1°,  démontrer  que  cette  courbe  est  le  cercle  cir¬ 
conscrit  à  ABC. 

4°.  —  Le  triangle  ABC  étant  équilatéral,  construire  les  courbes  (cercles 
inscrits  et  exinscrits)  : 


zh  y/  a  =h  yj  (3  zh  y/  y  =  0. 


110.  Relations  entre  le  cercle  inscrit  et  le  cercle  circonscrit 
à  un  triangle. 

1°.  —  Soit  un  triangle  ABC.  Menons  le  cercle  inscrit  (de  centre  I  et  de 

rayon  r)  et  le  cercle  circonscrit  (de 


A 


centre  T  et  de  rayon  R). 
Traçons  AIF. 
Démontrer  qu’on  a  : 


Cela  revient  à  démontrer  que  le 
triangle  FIG  est  isoscèle. 


2°.  —  Démontrer  qu’entre  les  rayons 
R  et  r,  et  la  distance  d  =  ir  des 
centres,  existe  la  relation  d’Euler  : 


C 


Deux  cercles  étant  donnés  qui  satis¬ 
font  à  la  relation  (1),  on  peut  donc 


Fig.  Cl. 


trouver  une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  l’un  et  circonscrits  à 
l’autre. 

3°.  —  Parmi  tous  ces  triangles,  chercher  ceux  dont  l’aire  est  maximum 
ou  minimum. 

Les  solutions  sont  évidentes  par  raison  de  symétrie. 

Évaluer  ces  aires. 

111.  1°.  —  Montrer  que  les  symétriques  du  point  de  rencontre  des 
hauteurs  d’un  triangle  (orthocentre)  par  rapport  aux  côtés  du  triangle 
sont  sur  le  cercle  circonscrit  (fig.  61)  :  (JM  =  MN. 
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D’où  résulte  que  les  cercles  symétriques  du  cercle  circonscrit  par 
rapport  à  ces  côtés  passent  par  l’orthocentre. 

2°.  —  Montrer  que  la  distance  d’un  sommet  à  l’orthocentre  est  le 
double  de  la  distance  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  côté  opposé  : 

ÂÜ  =  2rj . 

112.  1°.  —  Montrer  que  les  mé¬ 
dianes  se  coupent  en  un  point  M  aux  deux 
tiers  de  leur  longueur  (fig.  62)  : 

cm  =  2Mü;. 

2°.  —  Le  centre  T  du  cercle  circonscrit, 
le  point  de  concours  des  médianes  M  et 
l’orthocentre  O  sont  en  ligne  droite. 

Montrer  qu’on  a  : 

2TM  =  MO . 

113.  Théorème  de  Pappus. 

i°.  —  Définition  du  centre  de  gra¬ 
vité. 

Soient  mn  m2,  ...  les  masses  de  points  dont  les  coordonnées  sont 
^,7],,  J  C2  ;  ...  On  apelle  centre  de  gravité  ou  plus  correctement 

centre  d'inertie  le  point  de  coordonnées  (Mécanique,  §  1)  : 

c _  Swç,  _ Ylm-f],  _ Smi;, 

Sm  5  rï~  ilm  5  Sm  * 

Si  les  masses  au  nombre  de  n  sont  égales,  les  formules  deviennent  : 


A 


Fig.  62. 


w; 


—  S- 
-  “•!) 


m  =  s-ri! , 


2°.  —  Trois  mobiles  égaux  placés  au  sommet  d’un  triangle  ABC  se 
déplacent  respectivement  sur  chaque  côté  avec  des  vitesses  proportion¬ 
nelles  aux  longueurs  des  côtés  correspondants. 

Montrer  que  le  centre  de  gravité  des  trois  mobiles  reste  invariablement 
au  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle  ABC. 

Pour  démontrer  le  théorème,  on  mettra  les  coordonnées  des  points 
mobiles  sur  la  forme  : 


5|  =  *,  +X(æ2  — X,),  m  =  !/)  +  x(ys  —  2/i);  ••• 

où  as,,  yi  ;  æ2,  y2;  x3 ,  y3  ;  sont  les  coordonnées  des -sommets  du 
triangle. 

Donner  un  énoncé  purement  géométrique  de  la  même  proposi¬ 
tion. 

3°.  —  Raccordements. 

Nous  retrouverons  au  §  448  sous  le  nom  de  Raccordements  la  questioa 
de  l’enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  mobiles  deux  à  deux. 


90  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

4°.  —  Généralisation. 

Montrer  que  le  centre  de  gravité  reste  encore  invariable,  quand  oa 
peut  mettre  les  coordonnées  des  mobiles  sous  la  forme  : 

Si  =  æi  +  *  —  *1  )  +  f(  U  (ys  —  y,  ), 

T)i  =  !/i  +  *(y,—  y,)  —  œi);  —  (i) 

avec  la  condition  :  f(0)  =  0,  /*(1  )  =  0. 

Interpréter  les  équations  (4)  et  donner  des  exemples. 

114.  i°.  —  A  partir  des  formules  du  §  67  du  Cours  de  M.  G.?, 
établir  que  les  cosinus  des  trois  angles  A,  B,  C,  de  tout  triangle  sont  liés- 
par  la  relation  : 

2  cos  A  .  cos  B  .  cos  C  +  cos2  A  +  cos2  B  -f  cos2  C  =  1 .  (1) 

2°.  —  Or  les  trois  angles  d’un  triangle  ne  sont  astreints  qu’à  la  condi¬ 
tion  d’avoir  leur  somme  égale  à  deux  droits.  Montrer  directement  que 
les  cosinus  de  trois  angles  supplémentaires  satisfont  à  l’équation  (1). 

Quelles  sont  réciproquement  les  relations  entre  A,  B,  C  qui  sont  équi¬ 
valentes  à  la  relation  (1)? 

3°.  —  On  demande  de  chercher  au  moyen  de  la  formule  (1)  l’angle- 
d’un  triangle,- à  supposer  que  les  cosinus  des  trois  angles  soient  égaux. 
On  tombe  évidemment  sur  l’équation  du  troisième  degré  : 

2x3  3x2  — 1=0.  (2) 

On  en  connaît  une  racine  :  cos  A  =  1  :  2.  Partant  de  là,  calculer  les- 
deux  autres  (§  40  du  Cours  de  M.  G.).  On  est  amené  à  résoudre  l’équa¬ 
tion  :  x2  -f-  2x  -f-  1  =  0. 

Que  représentent  les  racines  de  cette  équation?  Comment  ont-elles  pu 
s’introduire  ? 

4°.  —  Calculer  les  angles  A,  B,  C,  d’un  triangle  de  manière  que  les- 
nombres:  1,  cos  A,  cos  B,  cosC, 

soient  en  progression  arithmétique. 

On  vérifiera  que  cos  A  est  une  des  racines  de  l’équation  : 

3x3  —  3x  -j-  1  =  0 

On  la  résoudra  par  le  procédé  du  §  226  du  Cours  de  M.  G.  On  calculera* 
l’angle  auxiliaire  a,  puis  la  raison  de  la  progression  arithmétique. 

On  utilisera  pour  cela  les  résultats  du  §  49  du  Cours  de  M.  G. 

Enfin  on  calculera  les  angles  A,  B,  C. 

5°.  —  Calculer  les  angles  A,  B,  C,  d’un]  triangle  de  manière  que  les 
nomnres  :  1,  cos  A,  cos  B,  cosC, 

soient  en  progression  géométrique. 

On  est  ramené  à  une  équation  du  sixième  degré,  qu’on  peut  immédia¬ 
tement  mettre  sous  la  forme  : 

3x3  -j-  a2  -}-  a  —  1  =  0. 
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On  résoudra  cette  équation  directement  par  les  procédés  de  tâtonne¬ 
ments  indiqués  aux  §§  37  et  suivants  du  Cours  de  M.  G. 

Autrement  :  on  fera  disparaître  le  terme  en  a2  en  posant  a  =  [3  +  C, 
en  substituant  et  déterminant  convenablement  la  constante  C.  Enfin  on 
résoudra  l’équation  en  fl  par  l’un  des  procédés  des  §§  226  ou  371  du 
Cours  de  M.  G. 


Quadrilatères.  Quadrilatères  articulés. 

115.  Partant  de  l’exercice  du  §  108,  montrer  que  dans  un  quadri¬ 
latère  quelconque  on  a  (fig.  63)  : 

a2  -f-  b~  +  c2  +  d2  =  p2  -f  q*  -{-  4r2  ;  (1) 

p  et  q  sont  les  diagonales,  r  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  celles-ci. 

Appliquer  au  parallélogramme. 

Appliquer  au  trapèze.  Qu’arrive- 
* 

t-il  quand  la  petite  base  est  moitié 
de  la  grande  ? 

Qu’arrive- t-il  quand  le  quadrila¬ 
tère  est  concave  (fig.  68)? 

116.  Quadrilatères  ortho¬ 
diagonaux. 

Montrer  que  la  condition  pour  que 
les  diagonales  d’un  quadrilatère  se 
coupent  à  angle  droit,  est  . 

a2  -j-  c2  =  b 2  -f-  d2 . 

Montrer  que  l’orthogonalité  réalisée  pour  une  des  formes  d’un  quadri¬ 
latère  articulé,  se  maintient  pour  toutes  les  autres. 

117.  Quadrilatère  inscriptible.  Théorème  de  Ptolémée. 

1°.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible^  entre  les  côtés  a,  b,c ,  d,  et 
les  diagonales  p,  q,  on  a  la  relation  (fig.  64)  : 

ac-\-bd  =  pq.  (1) 

L’artifice  de  démonstration  consiste  à  mener  la  droite  AM  telle  que 

angle  a  =  angle  p. 

2°.  —  Si  on  admet  que  le  quadrilatère  n’est  pas  nécessairement 
convexe,  une  discussion  est  nécessaire.  Par  exemple,  on  peut  considérer 
le  quadrilatère  non  convexe  ACDB;  ses  diagonales  sont  alors  AD,  BG 
(fig.  64). 

Comment  énoncer  le  théorème  ? 
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3°.  —  En  particulier,  on  suppose  qu’une  des  diagonales  est  diamètre  du 
cercle  (fig.  65). 

Qu’arrive- 1- il  ? 

Comparer  les  résultats  pour  les  deux  quadrilatères  ABCD,  AB'CD, 
dont  les  côtés  ont  même  longueur. 


B 


4°.  —  Une  circonférence  est  circonscrite  à  un  triangle  équilatéral  ABC. 
Soit  P  un  point  quelconque  de  la  circonférence.  Montrer  qu’on  a  : 

PÂ  =  PB  +  PC. 

Discuter  les  signes  (§  433). 

5°.  —  Montrer  qu’entre  les  diagonales  et  les  côtés  d’un  quadrilatère 

inscriptible,  on  a  la  seconde  relation  : 

-  * 

p  _  cib  -f-  cd  9 

q  ad  -f-  bc  ’  '  ' 

« 

Des  relations  (1)  et  (2)  tirer  les  longueurs  des  diagonales  en  fonction 
des  longueurs  des  côtés. 

6°.  —  Démontrer  que  l’aire  du  quadrilatère  inscrit  a  pour  expression 
S  —  y/ {p  —  a)(p  —  b)(p  —  c)(p  —  d),  en  posant  :  2p  =  a  -f  b  -j-  c  +  d. 
Comparer  à  la  formule  VI  du  §  68  du  Cours  de  M.  G. 

118.  1°.  —  S’appuyant  sur  les  propriétés  des  diagonales  d’un  qua¬ 
drilatère  inscrit,  on  demande  d’étudier  la  relation  : 

au  -j-  bv  =  cw.  (1) 

On  considérera  a,  b ,  c,  comme  trois  nombres  donnés  représentés  par 
trois  droites.  La  quantité  w  jouera  le  rôle  de  paramètre,  constant  dans 
chaque  opération,  variable  d’une  opération  à  l’autre. 

L’équation  (1),  où  u  et  v  sont  prises  pour  inconnues,  comporte  une 
infinité  de  solutions,  puisqu’à  toute  valeur  de  u  correspond  sans  ambigüité 
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En  considérant  u  et  v  comme  les  côtés  d’un  quadrila- 


une  valeur  de  v. 
tère  inscriptible,  on  particu¬ 
larise  le  problème. 

2°.  —  Le  paramètre  iv  étant 
donné,  il  existe  généralement 
deux  solutions. 

A  quoi  correspondent  les 
'solutions,  telles  que  P  et  Q, 
qui  fournissent  un  quadrila¬ 
tère  non  convexe? 

En  quoi  les  solutions  P  et  Q 
diffèrent- elles  ? 

3°.  —  Qu’arrive-t-il  quand 
l’équation  (1)  prend  la  forme  : 

au  — (—  bv  =  c  y/  ct~  -j-  b'2  ? 


Montrer  qu’une  des  diago-  _ 
nales  peut  alors  être  choisie  pour  diamètre  du  cercle. 


119.  Discussion  de  la  marche  des  tiroirs:  graphique  de 
Zeuner.  / 

Pvésoudre  graphiquement 
l’équation  : 

a  sin  6  -f-  b  cos  O  =  c. 

1°.  —  On  la  mettra  sous 
la  forme  : 

au  -f-  b^=  c\J  a2  -f  U2 , 

et  on  appliquera  les  résul¬ 
tats  du  problème  précédent. 

2°.  —  On  la  mettra  sous 
la  forme  : 

sin  (6  -f-  a)  =  [3. 

On  construira  l’angle  a, 
puis  l’angle  a  +  0. 

3°.  —  On  tracera  les 


cercles  : 


p  =  asin0  -f  b  cos  0 ,  p  =  c. 

Déterminer  le  centre  G  du  premier  cercle  qui  passe  évidemment  par 
l’origine  O  des  coordonnées. 

Discuter  les  solutions,  a  et  b  prenant  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives. 

N.  B.  Cette  dernière  construction  est  utilisée  pour  étudier  le  rôle  des 
tiroirs  des  machines  à  vapeur  (graphique  de  Zeuner;.  On  trouve  com- 
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mode  de  considérer  un  second  cercle  symétrique  du  premier  par  rapport 
à  l’origine.  - 


120.  Si  les  côtés  d’un  parallélogramme  passent  par  quatre  points 
fixes  en  ligne  droite,  les  diagonales  passent  par  deux  points  fixes  de  la 
même  droite. 

121.  Quadrilatères  articulés. 

La  figure  68  définit  ce  qu’on  entend  par  quadrilatère  convexe,  quadri- 


B 


Fig.  68. 

abcd  =  quadrilatère  convexe, 
ab'c'cl  =  quadrilatère  uniconcave, 
arb"c'd  =  quadrilatère  biconcave. 

N 

îatère  uniconcave  et  quadrilatère  biconcave.  Il  arrive  fréquemment  qu’un 
des  côtés  d’un  quadrilatère  articulé  restednvariable  de  position;  on  peut 


remplacer  deux  articulations  par  deux  pivots  fixes;  on  obtient  ce  que  les 
Anglais  appellent  un  trois-barres  (fig.  69). 

On  dit  qu’un  quadrilatère  articulé  possède  un  pivot  à  révolution  com - 
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:plète,  A  par  exemple,  quand  l’angle  a  des  tiges  a  et  b  peut  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles.  Il  est  à  révolution  incomplète  quand  les  variations 
'de  cet  angle  sont  limitées. 

1°.  —  On  demande  de  déterminer  les  conditions  pour  qu’un  pivot  soit 
à  révolution  complète. 

On  construira  des  quadrilatères  avec  quatre  bouts  de  carton  comme 
tiges  et  des  punaises  renver¬ 
sées  comme  axes.  Puisqu’il 
s’agit  seulement  de  la  varia¬ 
tion  de  forme  du  quadrila¬ 
tère,  il  sera  commode  de 
fixer  une  des  tiges  ;  on  utili¬ 
sera  donc  des  systèmes  de 
trois  tiges  tels  que  celui 
représenté  dans  la  figure  69. 

La  longueur  AD  de  la  qua¬ 
trième  tige  est  égale  à  la  dis¬ 
tance  des  punaises  qui  cons¬ 
tituent  les  pivots  fixes. 

Plaçons  horizontalement  la 
fige  fixe.  On  constatera  immé¬ 
diatement  qu’il  n’y  a  que  trois 
•cas  à  envisager.  La  plus  pe¬ 
tite  tige  est  marquée  P,  la 

3plus  grande  G.  La  tige  P  sera  laissée  mobile.  Par  rapport  à  la  tige  fixe, 


abb'ar  =  losange  (rhombe), 
abcd  =  rhomboïde, 


V 


Fig.  71. 

abcd  =  parallélogramme, 
a'b'cct  —  contreparallélogramme. 


ia  tige  G  ne  .peut  occuper  que  trois  positions  différentes  (fig.  70). 
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La  discussion  expérimentale  très  facile  conduit  aux  résultats  suivants. 

Il  peut  d’abord  arriver  qu’aucun  pivot  ne  soit  à  révolution  complète. 

S’il  y  a  un  pivot  à  révolution  complète,  il  y  en  a  certainement  un 
second  ;  ils  sont  aux  extrémités  de  la  plus  petite  tige.  Pour  que  ce  cas  se 
présente,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  la  plus  grande  tige  et  de  la 
plus  petite  soit  égale  ou  inférieure  à  la  somme  des  autres  tiges. 

Ce  problème  est  le  type  de  ceux  que  les  symboles  algébriques  com¬ 
pliquent  sans  ajouter  de  la  précision.  On  veut  savoir  si  une  figure  peut 
se  déformer  d’une  certaine  manière;  le  bon  sens  indique  qu’il  suffit  de 
construire  la  figure  et  de  voir  si  elle  se  déforme.  Les  symboles  ne  peuvent 
que  représenter  le  résultat  de  l’opération  matérielle. 

2°.  —  Quadrilatères  dont  tous  les  pivots  sont  a  révolution  com¬ 
plète. 

On  étudiera  le  cas  des  quadrilatères  définis  par  les  conditions  (fig.  71)  : 
rhomboïde  a  — b,  c  =  d; 

parallélogramme  a  =  c ,  b  — cl. 

122.  Déformation  d’un  quadrilatère  quelconque. 

i°.  —  On  déforme  un  quadrilatère  ABCD  :  si  l’angle  A  est  donné,  les 
autres  angles  sont  définis. 

Montrer  qu’entre  les  angles  opposés  A  et  G  existe  la  relation  : 

ad  cos  A  —  bc  cos  G  —  Constante.  (1) 

De  même ,  ab  cos  B  —  cd  cos  D  =  Constante. 

2°.  —  Déterminer  la  relation  qui  existe  entre  l’angle  A  et  un  angle 
adjacent  B  ou  D. 

3°.  —  On  trouve  aisément  pour  aire  S  du  quadrilatère  : 

2S  =  ad  sin  A  -\-bc  sin  G  ; 

2S'2  +  abcd  cos  (A  -f-  C)  =  Constante. 

Montrer  que  l’aire  est  maxima  quand  le  quadrilatère  est  inscriptible. 

4°.  —  Montrer  que  dans  la  déformation  d’un  quadrilatère,  on  a  : 

d  A  =  (  BCD  )dt,  dB  =  —  (  CDA  )  dt , 

dC  =  (DAB)d£,  dD  = —  (ABG)d£; 

d  représente  ici  le  signe  de  différentiation  et  non  plus  la  longueur  d’un 
côté;  t  représente  une  certaine  variable;  (BCD)  est  l’aire  du  triangle 
BCD,  et  ainsi  de  suite.  Pour  démontrer  la  proposition,  on  partira  des 
relations  (1)  et  de  la  formule  : 

A  +  B  +  C  +  D  =  27r. 

A  quoi  correspondent  les  signes  -f-  et  —  qui  affectent  les  différen¬ 
tielles? 

5°.  —  Exprimer  le  paramètre  t  en  fonction  de  A  et  des  éléments 
a,b,  c,  dy  qui  définissent  le  quadrilatère  quand  A  est  donné. 
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S? 


On  partira  de  la  formule  : 


dt  = 


d  A 

(BGD)  ’ 


on  exprimera  (BCD)  en  fonction  de  A  ;  on  sera  ramené  à  une  quadrature. 
Le  résultat  est  de  la  forme  : 


V  a  +  P  COS  A  +  Y  COS2  A 

En  posant  cos  A  =  x,  on  est  en  présence  d’une  quadrature  elliptique. 
La  variable  auxiliaire  t  s’exprime  plus  symétriquement  en  fonction  de 
l’aire  S.  On  partira  des  formules  : 

2S2  =  K2  —  abcd  cos  (A  +  G),  d  (A  +  C)  =  S  dt  ; 


16K2  =  a4  -f  W  +  c4  +  d4  —  (  2  a2b2  +  2  a2  c2  +  2  a2d2  +  2  62c2  +  2  bhP  +  2  c2d2). 


On  trouve  : 


=  sin  (A  +  C)  ; 


et  enfin  : 


dt  = 


4dS  * 

v/7+41G2S2  — 4S4 


avec  y  =  a262c2d2  —  K4. 

Le  lecteur  pourra  passer  d’abord  ce  5°  qui  est  plus  difficile  et  que  nous 
donnons  pour  fixer  les  idées  sur  la  variable  auxiliaire  t. 


123.  Appareil  de  Hart. 


Fig.  72.  —  Appareil  de  Hart. 

PÂ  =  ma ,  QB  —  mb; 

SA  =  a:m,  '  TB  =  b  :  m. 

Exercices  de  Math.  —  H.  Bouasse  et  É.  Turriére. 
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1 °.  —  Soit  un  appareil  composé  de  quatre  tiges  dont  deux  tournent 
autour  des  pivots  fixes  P  et  Q.  Posons  : 

P  N  =  ma,  QB  =  mb;  AR  =  b,  BR  =  a. 

Quelle  droite  normale  à  Ox  doit  décrire  le  point  R  pour  que  les  angles. 
A  et  B  restent  toujours  égaux? 

On  posera  :  OP  =  p,  PQ  =  ^. 

2°.  —  Supposons  la  droite  O  y  ainsi  choisie.  Montrer  qu’il  existe  deux 
points  S  et  T  définis  par  les  conditions  : 

AS  =  a  :  m ,  BT  =  b  m, 

tels  que  la  distance  ST  reste  invariable  et  égale  à  ( q —  p)  :  m. 

D’où  la  possibilité  d’imposer  au  point  R  une  trajectoire  rectiligne  par 
l’adjonction  de  la  tige  supplémentaire  ST  articulée  en  S  et  en  T. 

3°.  —  Construire  l’appareil  avec  des  bouts  de  carton  et  des  punaises. 
La  figure  72  correspond  aux  hypothèses  : 

a  =  8,  b  =  10,  m  =  1,5; 

ma  — 12,  mb  =  15  ;  p  =  4,4,  g  =  8. 

124.  Translateur  de  Kempe. 

L’appareil  est  formé  de  deux  parallélogrammes  ayant  un  côté  commun. 

P' 


Fig.  73.  —  Translateur  de  Kempe. 


Les  points  A  et  A'  sont  fixes.  La  pointe  C  suit  la  courbe  à  translater; 
C;  décrit  la  transformée. 

Construire  l’appareil  avec  des  bouts  de  carton  et  des  punaises** 

125.  Réverseur  de  Kempe. 

Soient  des  droites  ÔÂ"0.  OAj, ...  telles  qu’on  ait  : 


OAn=  kn .  O  A0 . 
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Distribuons-les  symétriquement.  Nous  savons  (M.  G.,  §201)  que  les 
points  A  sont  sur  une  spirale  logarithmique. 

Formons  sur  deux  droites  consécutives  un  contre-parallélogramme 
(fig.  71);  c’est-à-dire  posons  : 


ÀnBn  =  kn~lOA0,  A„  _ ! Bn  =  knOAv. 


Montrer  que  ces  contre- parallélogrammes  successifs  ont  respective¬ 
ment  un  côté  commun. 

Nous  obtenons  ainsi  un  y  ' 
système  articulé  qui  dans 
toutes  ses  formes  laisse 
angulairement  équidis¬ 
tantes  les  droites 

O An,  OAn  +  1,  ••• 

Chercher  la  distribution 
des  points  B. 

126.  Ellipsographe. 

•  On  donne  un  parallélo¬ 
gramme  articulé.  Le  point 
O  est  fixe. 

Démontrer  que  si  les 

angles  en  O  restent  égaux  : 

— —  Fig.  75.  -  Ellipsographe 

Cüx-  =  AU.r , 


le  point  B  décrit  une  ellipse. 

Inversement,  est-il  possible,  par  un  système  de  glissières,  de  main¬ 
tenir  les  angles  en  O  égaux  ? 
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Géométrie  du  compas. 


127.  Position  de  la  question. 

On  ne  connaît  aucun  procédé  mécanique  pour  obtenir  une  règle  par¬ 
faitement  droite,  par  suite  une  équerre  parfaitement  rectangle,  encore 
moins  une  règle  plate  de  largeur  constante.  Assurément  le  commerce 
fournit  des  règles  et  des  équerres  pratiquement  suffisantes  pour  les 
dessins  ordinaires;  mais  s’il  s’agit  d’un  travail  de  précision  comme  la 
division  d’un  cercle  astronomique,  on  ne  peut  s’en  contenter. 

La  seule  courbe  qui  soit  traçable  correctement  est  le  cercle,  puisque 
l’opération  ne  suppose  que  l’invariabilité  pratique  de  la  distance  de  deux 
points.  On  s’est  donc  demandé  s’il  ne  serait  pas  possible  d’effectuer  avec 
un  compas  seul  des  problèmes  qui  semblent  d’abord  exiger  l’emploi 
d’une  règle.  L’ensemble  des  solutions  constitue  la  Géométrie  du  Compas. 

En  opposition  avec  elle,  les  géomètres  ont  construit  une  Géométrie  de 
la  Régie  et  de  VÉquerre ,  d’où  le  compas  est  proscrit.  Elle  est  intéressante 
comme  spéculation,  mais  son  intérêt  pratique  est  nul.  Nous  n’admettons 
pas  la  suppression  d’un  outil,  surtout  quand  cet  outil  est  admirablement 
précis  et  se  trouve  dans  toutes  les  mains.  Autant  il  est  pratiquement 
judicieux  de  chercher  à  se  passer  d’instruments  aussi  faux  que  le  sont 
les  règles  et  les  équerres  de  grandes  dimensions,  autant  il  est  pratique¬ 
ment  absurde  d’éliminer  un  outil  qu’on  peut  rendre  correct  pour  grand 
qu’il  soit.  Quant  aux  opérations  sur  le  terrain,  ce  n’est  évidemment  ni 
avec  les  équerres,  ni  avec  les  compas  qu’on  peut  les  rendre  précises; 
elles  ont  des  méthodes  et  des  instruments  appropriés. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  refaire  toutes  les  constructions  que  nous 
indiquons  ;  elles  lui  montreront  combien  il  est  difficile  de  manier  correc¬ 
tement  un  compas  et  lui  apprendront  à  s’en  servir.  Du  reste,  il  est  tout 
aussi  difficile  de  manier  correctement  une  règle  ou  une  équerre;  mais 
les  constructions  suivantes  portant  en  elles -mêmes  leur  vérification,  les 
fautes  matérielles  apparaissent  brutalement. 

Encore  une  fois,  il  ne  s’agit  pas,  dans  le  travail  de  tous  les  jours,  de 
supprimer  les  règles  et  les  équerres;  il  s’agit  de  montrer  qu’on  peut  s’en 
passer  dans  un  travail  exceptionnel  de  haute  précision. 

Pour  simplifier  le  langage,  nous  remplacerons  la  phrase  :  Traçons  un 
cercle  de  centre  A  et  de  rayon  MN,  par  la  phrase:  Traçons  (r  =  A, 
R=MN).  Nous  prendrons  généralement  pour  unité  la  première  lon¬ 
gueur  donnée. 

128.  Tracé  d’une  droite. 

Soit  deux  points  A,  B,  définissant  une  droite  (fig.  76). 

Obtenir  un  point  C  sur  cette  droite  à  une  distance  BG  =  AB. 
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C’est  le  problème  fondamental  ;  en  voici  la  solution  : 

Traçons  (r  =  B,  R  =  AB=l);  prenons  AD  =  DE  =  EC:  C  est 
le  point  demandé  (fig.  76). 

129.  Division  d’un  arc. 

1°.  —  Diviser  un  arc  BC  de 
centre  A  en  deux  parties  égales. 

Traçons  (fig.  77)  : 

(r  =  B,  I’=-C;  R  ==AB  =  ÂC  ) , 

(r=A;  R  =  BC); 
d’où  les  points  BC'. 

Traçons  ensuite  : 

(r  =  B',  r  =  C';  K  =  BC  =  ÜB);  Fig.  76. 


d’où  le  point  D. 

Enfin  traçons  (F  =  B'?  F  =  C';  R  =  AD);  d’où  le  point  E  cherché. 
Démontrer. 

2°.  —  Sur  une  droite  AB  à  partir  du  point  A,  porter  dans  l’un  ou 
l’autre  sens  une  longueur  CD  donnée. 


On  est  conduit  à  diviser  un  arc  en  deux  parties  égales. 

130.  Diviser  une  distance  AB  en  deux  parties  égales,  en  n 
parties  égales. 

1".  — Traçons  (r  =  A;  R  =  AB  =  1);  d’où  le  point  E  diamétrale¬ 
ment  opposé  à  B  (fig.  78). 

Traçons  (F  =  B;  R  =  2),  (r  =  E;  R  =  BD  =  \fô);  d’où  F  et  G. 
Traçons  (r  =  F,  F  =  G  ;  R  =  y/3)  ;  d’où  le  point  K. 

Montrer  qu’on  a  BK  =  KÂ. 

2°.  —  Résolvons  pour  n  =  3  (fig.  79);  la  méthode  est  générale. 
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Déterminons  les  points  en  lignes  droites  C,  D, ...  tels  que 

ÂB  =  BG  =  GD==... 

Posons  AB  =  1  (fig.  79). 


Traçons  (r  =  A,  F  =  D  ;  R  — 3),  (F  =  A,  T  =  D;  R 
d’où  les  points  E  et  F. 


Fig.  79. 

Traçons  (r  =  E,  F  =  F  ;  R  =  l),  (F  =  E,  r  =  F;  R  = 

d’où  les  points  G  et  H  qui  résolvent  le  problème. 

Démontrer. 

131.  Extraction  de  racines. 

4°.  —  Obtenir  les  racines  , ...  \/ÏÔ  (fig.  80). 
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Traçons  (  F  =  A ,  R  =  AB  =  1  j . 

Placer  les  sommets  C,  D,  E,  C',  D',  de  l’hexagone  régulier  inscrit. 


Traçons 

(r  = 

=  B, 

r 

=  E; 

R  = 

BD); 

d’où  F  et  F'. 

• 

Traçons 

(r  = 

=  B, 

r 

=  E; 

R  = 

AF); 

d’où  G. 

Traçons 

(r  = 

-B,  . 

r 

=  G; 

R  = 

O; 

d’où  K. 

Traçons 

(r  = 

=  D, 

r  : 

=  D'; 

R  = 

;BD); 

d’où  H. 

Montrer  qu’on 

a  : 

• 

AB  = 

y/l , 

AF 

— 

Y  2  , 

BD  = 

=  Vï , 

BË  =  v'4  , 

EK  =  \/5  , 

FU  = 

v'6  , 

CH 

V'7, 

FF'  = 

=  \JS, 

BH  =  v'0  , 

KH  =  \/ÏÔT 

2°.  --  Trouver  la  racine  d’un  nombre  entier  quelconque. 

Soit  le  nombre  compris  entre  •  \/lÔ  et  \/13  ?  par  exemple  \/l3  . 


c 


On  a:  16  =  3  +  13,  (y/ 16  )2  =  (y/3  )«  +  (\/13  )\ 

On  est  donc  conduit  à  construire  un  triangle  rectangle  de  côté  \r3 
et  d’hypoténuse  \/ 16=4. 

Traçons  (  r  =  Q ,  R  =  v^3  )  ;  soit  P  et  R  deux  points  diamétralement 
opposés  obtenus  par  inscription  de  l’hexagone  régulier. 

Traçons  (r  =  P,  T  =  R;  R  =  4);  d’où  S. 

Vérifier  que  gg  =  y/ÏÏÏ  . 

On  se  servira  successivement  des  y2o  ,  y^3 6  , ...  qui  sont  connues. 

3°.  —  Diviser  un  cercle  en  six,  trois,  quatre,  huit,  vingt-quatre  parties 
égales.  La  solution  se  trouve  implicitement  dans  ce  qui  précède. 
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Au  surplus,  sachant  diviser  un  arc  en  deux  parties  égales  (§128),  on 
peut  continuer  indéfiniment  la  division. 

132.  Perpendiculaires. 

On  donne  deux  poins  A  et  B;  trouver  un  point  G  tel  que  CA  soit  per¬ 
pendiculaire  sur  AB.  On  se  donnera  la  distance  GA. 

Prenant  GA  =  AB,  construire  les  longueurs  y/n  :  2,  où  n  est  un 
nombre  entier  quelconque. 

133.  Centre  d’un  cercle. 

Trouver  le  centre  d’un  cercle  donné  (fig.  81). 

Soient  deux  points  A  et  B  pris  arbitrairement  sur  le  cercle. 

Déterminer  G,  D,  E,  appartenant  à  l’hexagone  régulier  de  centre  B. 

Tracer  (r  =  E,  r  =  B;  R  —  EF) ;  d’où  G. 


Tracer  (r  =  G;  R  =  EF ) ;  d’où  K. 

Tracer  ( F  =  A ,  T  =  B;  R  =  ÂK);  d’où  le  point  O  cherché. 

Démontrer. 

134.  i°.  —  Diviser  une  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison 
(voir  aussi  §  344). 

Construire  les  points  B,  C,  D,  E,  F,  de  l’hexagone  régulier  (fig.  82). 
Tracer  (r  =  B,  T  =  E;  R  =  BD)  ;  d’où  G. 

Tracer  (r  =  D,  F  =  F;  R  =  ÂG);  d’où  K. 

K  est  le  point  cherché.  On  a  :  BA  .  BK  =  KA\ 

^o.  — Trouver  une  moyenne  proportionnelle  à  deux  droites  données. 
En  vertu  du  §  129,  on  les  peut  supposer  portées  bout  à  bout.  Soient 


0'  de  0  par  rapport  à  B.  . 

Tracer  (r  =  0,  r  =  0';  R  =  AO);  d’ou  le  point  D  (fig.  83). 

La  longueur  BD  résout  le  problème. 

Remarque.  —  On  peut  observer  que  toutes  les  constructions  précé¬ 
dentes  reposent  sur  la  propriété  de  l’hexagone  régulier  inscrit. 
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A,  B,  G,  leurs  extrémités.  Prenons  le  milieu  O  de  AG  et  le  symétrique 


Fi <r 
1  *©• 


8-2. 


Fig.  83. 


CHAPITRE  V 


TRANSFORMATIONS  HOMOGRAPHIQUES. 


On  dit  que  deux  points  de  coordonnées  x,  y;  x\  y'  ;  se  correspondent 
homographiquement  quand  leurs  coordonnées  sont  reliées  par  les  équa¬ 
tions  (M.  G.,  §  356)  : 

,  __  aAx  H-  bty  +  dj  ,  a,x  +  \y  -f  d.2 

ax  -j-  by  +  ci  ?  **  ax  +  by  -f-  d 

On  n’utilise  généralement  que  des  cas  particuliers  de  cette  transfor- 
unation. 


Courbes  homothétiques  et  semblables. 


135.  Définition. 

On  trouvera  la  définition  des  courbes  homothétiques  et  semblables 


aux  §§  364  et  365  du  Cours  de  M.  G.  Convenablement  déplacées  dans  leur 
«plan,  des  figures  semblables  deviennent  homothétiques. 

Les  formules  de  tranformation  sont  alors  (§  65)  : 

x'  =  cqæ,  y '  =  a^y. 
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Le  lecteur  s’habituera  à  construire  la  figure  homothétique  d’une  figure 

* 

donnée,  soit  en  utilisant  le  compas  de  réduction,  soit  au  moyen  de  cons¬ 
tructions  géométriques  qu’il  imaginera  aisément. 

136.  Pantographe  de  Scheiner. 

1°.  —  Montrer  que  si  quatre  points  F,  T,  T',  T",  pris  sur  les  côtés  d’un 
parallélogramme,  sont  en 
ligne  droite,  ils  restent 
■en  ligne  droite  dans  les 
déformations  du  parallélo¬ 
gramme. 

2°.  —  Construire  l’appa¬ 
reil  avec  des  bandes  de 
•carton. 

Le  point  F  servant  de 
pivot  fixe,  montrer  que  les 
points  T,  T',  T",  tracent  des 
courbes  homothétiques  de 
centre  F. 

137.  Pantographe  de  Sylvester. 

1°.  —  On  fixe  à  deux  côtés  d’un  parallélogramme  des  triangles  sem¬ 
blables  I3CT,  DT'C,  dont 
les  angles  respective¬ 
ment  égaux  sont  dispo¬ 
sés  comme  l’indique  la 
figure  86. 

Montrer  que  les  tri-  ^ 

•angles  ABT  et  TDA  sont 
semblables. 

Montrer  que  l’angle 
TAT  est  égal  à  l’un  ou 
l’autre  des  angles  TBC, 

T'DC.  D’où  résulte  l’em¬ 
ploi  de  l’appareil  comme 
pantographe  ;  la  figure 
décrite  par  T  est  homo¬ 
thétique  de  celle  décrite  par  T;  elle  a  subi  de  plus  une  rotation  a. 
Construire  l’appareil  avec  des  tiges  de  carton. 

2°.  —  A  quelle  condition  l’appareil  permettra-t-il  de  réaliser  une 
rotation  sans  modification  des  dimensions  de  la  figure  transformée? 

138.  Détermination  du  danger  de  rencontre  de  deux 
navires.  - 

Le  commandant  d’un  navire  A  voit  un  navire  B  qui  coupe  sa  route  AI 
{direction  de  la  quille  du  navire  A). 


D 


Fig-.  8G.  —  Pantographe  de  Sylvester. 


A 
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Une  alidade  lui  permet  de  déterminer  à  chaque  instant  l’angle  a  que 
fait  le  rayon  visuel  AB  avec  la  direction  AI. 


A  quoi  s’apercevra -t- il  qu’il  y  a  danger  de  rencontre?  que  le  navire  B 
passera  par  le  point  I  avant  ou  après  son  proprê  navire  A  ? 

139.  Centre  de  similitude,  centre  d’homothétie. 

i°.  —  Soient  deux  figures  homothétiques.  On  peut  les  considérer  comme 

tracées  sur  deux  plans  distincts,  le  plan 
des  x,  y,  le  plan  des  x ,  y'.  Le  centre 
d’homothétie  est  un  point  double  :  il  appar¬ 
tient  à  l’une  et  à  l’autre  figure  ;  il  est  son 
propre  conjugué. 

Faisons  tourner  l’un  des  plans  autour 
d’un  axe  normal  passant  par  le  centre 
d’homothétie.  Les  figures  cessent  d’être 
homothétiques  pour  devenir  semblables. 
L’ancien  centre  dlmmothétie  devient  centre 
de  similitude;  c’est  évidemment  encore  un 
point  double  appartenant  à  l’une  et  à  l’autre 
figure.  Il  jouit  de  la  propriété  qu’on  y  voit 
sous  le  même  angle  un  segment  pris  dans 
un  des  plans,  et  son  conjugué  ou  homologue  dans  l’autre. 

2°.  —  Au  lieu  de  se  borner  à  la  simple  rotation  définie  ci-dessus, 
déplaçons  le  plan  de  l’une  des  figures  d’une  manière  quelconque,  en  le 
faisant  glisser  sur  l’autre.  Il  n’est  plus  évident  qu’il  existe  encore  un 
point  double,  un  centre  de  similitude,  c’est-à-dire  un  point  d’où  l’on 
voit  respectivement  sous  le  même  angle  les  droites  homologues  des 
deux  figures.  D’où  l’intérêt  du  problème  suivant. 

On  donne  deux  figures  semblables  placées  n’importe  comment  l’une 
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par  rapport  à  l’autre  claus  un  plan  Montrer  qu’il  existe  toujours  un 
centre  de  similitude. 

Montrer  qu’on  peut  réduire  la -question  à  la  recherche  d’un  point  O 
duquel  on  voit  sous  le  même  angle  un  segment  AB  et  son  homologue  AB', 
et  tel  que  les  triangles  OAB,  O'A'B',  sont  semblables  (fig.  88).  Autrement 
dit,  on  peut  limiter  les  figures  à  deux  groupes  de  points  conjugués 
(A,  A'),  (B,  B'). 

3°.  —  Corollaire.  Amener  deux  figures  semblables  à  être  homothé¬ 
tiques. 

4°.  —  Généralement  deux  figures  semblables  n’ont  qu’un  centre  de 
similitude,  exception  faite  pour  deux  cercles  qui  peuvent  être  considé¬ 
rés  d’une  infinité  de  manières  comme  des  figures  semblables.  D’où  la 
question  :  chercher  le  lieu  des  points  tels  que,  de  chacun  d’eux,  on  voit 
deux  cercles  donnés  sous  le  même  angle. 

Démontrer  que  c’est  un  cercle. 

5°.  —  Si  l’on  donne  trois  figures  semblables  dans  le  plan,  il  est  géné¬ 
ralement  impossible  de  les  rendre  homothétiques  par  des  rotations 
autour  d’un  point  servant  de  centre  de  similitude. 

Qu’arrive-t-il  pour  trois  cercles? 

6°.  —  Trois  circonférences  considérées  deux  à  deux  ont  six  centres 
d’homothétie. 

Montrer  que  les  trois  centres  extérieurs  sont  en  ligne  droite.  Il  en  est 
de  même  de  deux  centres  intérieurs  et  d’un  centre  extérieur. 

Pour  démontrer  le  théorème,  on  remplacera  les  cercles  par  des 
sphères  de  mêmes  centres. 

140.  Lieu  des  points  d’où  l’on  voit  deux  segments  sous  des 
angles  égaux  ou  supplémentaires. 

1°.  —  Dans  l’exercice  précédent,  nous  construisons  un  point  d’où  l’on 
voit  deux  segments  sous  des  angles  égaux,  et  qui  satisfait  à  une  condi¬ 
tion  supplémentaire.  Cherchons  d’une  manière  générale  le  lieu  des 
points  d’où  l’on  voit  deux  segments  sous  des  angles  toujours  égaux. 
L’énoncé  du  problème  est  particulièrement  simple;  une  construction 
élémentaire  donne  autant  de  points  qu’on  le  désire.  Soient  : 

J  =  AB?  l'  =  Â7F, 

les  longueurs  des  segments;  soit  O  l’intersection  des  droites  qui  les 
portent.  Traçons  les  circonférences  passant  par  leurs  extrémités  et  dont 
les  rayons  sont  respectivement  kl,  kl',  où  k  est  un  facteur  quelconque  : 
les  points  d’intersection  de  ces  circonférences  appartiennent  au  lieu. 

Malgré  cela,  le  lecteur  s’apercevra  qu’il  est  difficile  de  tracer  la  courbe, 
parce  qu’elle  se  compose  généralement  de  deux  cubiques.  Ces  cubiques 
sont  dites  circulaires,  parce  que  les  termes  du  troisième  degré  sont  de  la 

forme  :  (ax  -f  ù?/)(x2  -f  t/2). 

On  se  trompe  très  aisément  dans  le  raccordement  des  points  obtenus. 
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Il  faut  commencer  par  l’étude  de  cas  particuliers. 

Montrer  d’abord  que  les  points  O,  A,  B,  A',  B',  appartiennent  au  lieiK 
Déterminer  la  direction  des  asymptotes. 

2°.  —  On  suppose  les  segments  égaux  et  placés  sur  deux  droites  Oxy 
O  y  y  rectangulaires.  On  fera  par  exemple  : 

ÜÂ  =  ÜÂ?  =  1,  UB  =  ÜB'==2. 


La  solution  analytique  est  alors  très  simple. 

Montrer  qu’elle  revient  à  chercher  l’intersection  des  cercles  : 

x*  —  3x  +  2  +  y*  +  ay  =  0, 

y~  —  3y  +  2  -J-  x1  ±l  ax  =  0. 

Si  on  prend  -f-  comme  signe  inférieur,  le  lieu  est  une  cubique  décom¬ 
posée  en  : 

la  droite  :  X=V> 

le  cercle  :  (æ2  +  y9)  —  3(x  +  y)  +  2  =  0. 

Si  on  prend  —  comme  signe  inférieur,  le  lieu  est  une  cubique  dont  on 
déterminera  l’asymptote.  Tracer  les  courbes. 

Préciser  à  quelle  circonstance  sont  dus  les  deux  signes. 
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3°.  —  On  suppose  les  segments  égaux  et  placés  sur  deux  droites  paral¬ 
lèles. 

On  prendra  comme  axe  Ox  une  droite  parallèle  aux  segments,  pour 
origine  O  le  point  par  rapport  auquel  ils  sont  symétriques. 

On  considérera  d’abord  le  cas  où  O  y  passe  par  le  milieu  des  segments. 
On  tracera  la  courbe;  on  cherchera  comment  elle  dérive  par  continuité 
de  celle  du  cas  2°. 

On  traitera  ensuite  le  cas  où  O  y  ne  passe  pas  par  le  milieu  des  seg¬ 
ments. 

On  étudiera  comment  le  système  de  la  droite  et  du  cercle  précédem¬ 
ment  obtenu  fournit  une  cubique  proprement  dite  (sorte  de  S  avec  deux 
branches  asymptotiques). 

Gomme  cas  limite,  on  suppose  les  segments  sur  la  même  droite  :  on  les 
prend  alors  inégaux. 

4°.  —  On  suppose  les  segments  égaux  et  placés  sur  deux  droites  rec¬ 
tangulaires;  mais,  à  la  différence  du  2°,  ils  ne  sont  plus  à  la  même  dis¬ 
tance  de  l’origine. 

La  ligure  88  bis  représente  la  courbe  obtenue.  • 

Déterminer  la  direction  et  la  position  des  asymptotes. 

Voir  comment  cette  courbe  (déjà  très  générale)  fournit  les  précédentes 
par  simplifications  successives. 

Remarque. 

La  supposition  de  segments  égaux  simplifie  considérablement  le  tra¬ 
vail  matériel  sans  restreindre  la  généralité  des  solutions.  Reste  à  suppri¬ 
mer  la  restriction  de  l’angle  droit  qui  intervient  dans  les  cas  2°  et  4°  : 
l’allure  des  courbes  n’en  est  pas  modifiée. 

141.  Figures  admettant  un  centre  de  similitude  permanent; 
trajectoires  rectilignes. 

i°.  —  Une  figure  est  assujettie  à  tourner  autour  d’un  de  ses  points  A. 
tout  en  restant  semblable  à 
elle -  même  :  l’opération  con¬ 
siste  donc  en  une  rotation, 
puis  en  un  grandissement  par 
homothétie;  ou  encore,  en  un 
grandissement  homothétie  ne 
suivi  d’une  rotation.  Nous  ne 
représentons  de  la  figure 
qu’un  triangle. 

Un  de  ses  points  R  décrit 
une  trajectoire  rectiligne  BB4 

De  A  abaissons  une  perpen-  Fig.  89. 

dieu  taire  sur  RB'. 

Montrer  que  tous  les  autres  points  C,  D,  ...  décrivent  également  des 
trajectoires  rectilignes. 


A 
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Ces  trajectoires  sont  normales  aux  droites  AC,  AD,  autrement 
dit,  il  existe  une  position  de  la  figure  telle  que  les  trajectoires  des 
points  B,  C,  D...  sont  normales  aux  rayons  vecteurs  AB,  AC,  AD,  ... 
qui  correspondent  à  cette  position. 

Enfin  les  vitesses  des  points  sur  leurs  trajectoires  sont  proportion¬ 
nelles  aux  distances  de  ces  trajectoires  au  point  fixe  A. 

Démontrer  ces  propositions. 


2°.  —  Une  figure  BCD  se  déplace  en  restant  semblable  à  elle-même.  On 
suppose  rectilignes  les  trajectoires  de  trois  points  B,  C,  D  ;  on  donne  les 
positions  simultanées  de  ces  points  sur  leurs  trajectoires. 

Montrer  qu’il  existe  un  centre  permanent  de  similitude  A. 

D'où  résulte  que  les  autres  points  de  la  figure  décrivent  des  droites  et 
que  les  vitesses  relatives  des  points  sur  leurs  trajectoires  sont  complète¬ 
ment  déterminées. 

On  vérifiera  immédiatement  qu’on  est  conduit  à  chercher  un  point  A 
tel  que  les  droites  AB,  AC,  AD,  soient  isoclines,  c’est-à-dire  également 
inclinées  sur  trois  droites  données. 

3°.  —  Montrer  que  si  tous  les  points  d’une  figure  qui  reste  semblable 
à  elle -même  décrivent  des  droites,  une  droite  quelconque  de  la  figure 
enveloppe  une  parabole. 

X  0 

142.  Polygones  podaires  et  anapodaires. 

1°.  —  On  appelle  courbe  podaire  d’une  courbe  C  (M.  G.,  §  147)  le  lieu 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  O  sur  les  tangentes 
à  la  courbe  C. 

Remplaçons  la  courbe  C  par  un  polygone  :  abaissons  du  point  O  des 
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perpendiculaires  sur  les  côtés,  joignons  les  pieds  des  perpendiculaires; 
nous  obtenons  un  polygone  que  nous  pouvons  appeler  polygone 
podaire  du  premier. 

On  peut  généraliser  la  définition.  Au  lieu  d’abaisser  des  perpendicu¬ 
laires  sur  les  tangentes,  on  mène  des  droites  faisant  avec  les  tan¬ 
gentes  à  la  courbe  C  un  angle  quelconque  0  invariable  (droites  isoclines). 

Opérant  sur  un  polygone,  joignons  lés  pieds  des  isoclines;  on  obtient 
un  polygone  que,  par  analogie  avec  le  polygone  podaire,  on  appellera 
anapodaire. 

2°.  —  Ces  définitions  posées,  montrer  que  tous  les  polygones  anapo 
daires  d’un  polygone  donné  par  rapport  à  un  point  donné  sont  semblables 
au  polygone  podaire  par  rapport  à  ce  point. 

Corollaire.  Si  le  polygone  podaire  se  réduit  à  une  droite,  il  en  est 
de  même  des  polygones  anapodaires. 

143.  Droite  de  Simson. 

D’un  point  P  du  -cercle  circonscrit  à  un  triangle,  on  abaisse  des 


perpendiculaires  sur  les  trois  côtés.  Montrer  que  leurs  pieds  a,  p,  y,  sont 
en  ligne  droite.  Cette  droite  A  est  appelée  droite  de  Simson. 
Généralisation. 

D  un  point  quelconque  P  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  on  mène 
des  droites  faisant,  dans  le  même  sens,  des  angles  égaux  avec  les  trois 
côtés.  Montrer  que  leurs  pieds  a,  p,  y,  sont  en  ligne  droite. 


144.  Correspondance  point  par  point. 

^°*  Prenons  un  point  S  dans  le  plan  d’un  triangle  ABC.  Abaissons 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés;  joignons  leurs  pieds  M,  N,  P.  Nous 
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fôrmons  un  triangle  MNP.  Imposons-lui  de  rester  semblable  à  lui-même, 
ses  sommets  demeurant  sur  les  côtés  du  triangle  ABC  (§  141). 

Montrer  que  le  point  S 
est  centre  de  similitude 
des  figures  obtenues. 

2°.  —  Traçons  la  cir¬ 
conférence  circonscrite 
au  triangle  MNP.  Entraî¬ 
née  et  modifiée  par  le 
mouvement  du  triangle, 
elle  peut  être  considérée 
comme  partie  d’une 
figure  qui  reste  sem¬ 
blable  à  elle- même. 

Fig.  92.  '  Mais  par  ses  intersec¬ 

tions  avec  les  côtés  du 

triangle  ABC,  elle  détermine  un  second  triangle  M'N'P'.  Montrer  que 
dans  le  mouvement  du  triangle  MNP,  le  triangle  M'N'P'  reste  semblable 
à  lui-même;  déterminer  son  centre  de  similitude  S'. 

S  et  S'  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  O  du  cercle. 

Les  points  S  et  S'  sont  conjugués  par  rapport  à  la  transformation  iso- 
gonale  (§  103).  '  ■ 

Lorsque  S  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle,  S'  est  rejeté  à  l’infini. 


145.  Cercle  des  neuf  points  ou  d’Euler. 

i°. —  Le  paragraphe  précédent  associe  les  points  du  plan  deux  par  deux. 
Montrer  que  le  centre  C  du  cercle  circonscrit  a  pour  conjugué  l’ortho¬ 
centre  O point  de  con¬ 
cours  des  hauteurs  du 
triangle. 

Autrement  dit,  le 

\ 

cercle  qui  passe  par  les 
milieux  A.2,  B2,  C2,  des 
côtés  passe  aussi  par 
les  pieds  des  hauteurs 
A0  B1 ,  C4. 

On  l’appelle  cercle 
d'Euler. 

2°.  —  Montrer  qu’il 
passe  aussi  par  les  mi¬ 
lieux  A3,  B3,  C3,  des 
segments  AO,  BO,  CO.  D’où  son  nom  de  cercle  des  neuf  jjoints. 

Pour  faire  les  démonstrations,  on  s’appuiera  sur  le  fait  que  le  trapèze 
A1A2B2C2  est  isocèle.  On  montrera  que  le  cercle  qui  passe  par  A2B2C2 
passe  aussi  par  A4. 
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Les  droites  de  Simson  (§  143)  qui  correspondent  à  deux  points  diamé¬ 
tralement  opposés  sur  la  circonférence  circonscrite,  sont  rectangulaires. 
Leur  point  de  concours  est  sur  le  cercle  d’Euler. 

Le  lecteur  commencera  par  construire  une  figure  correcte  :  il  verra 
qu’il  n’est  pas  très  facile  d’obtenir  une  vérification  rigoureuse,  préci¬ 
sément  parce  que  le  cercle  doit  passer  par  neuf  points  obtenus  indé¬ 
pendamment  les  uns  des  autres. 

146.  Figures  admettant  un  centre  de  similitude  permanent  ; 
trajectoires  circulaires. 

Une  figure  est  assujettie  à  rester  semblable  à  elle- même. 

Trois  de  ses  droites  (ne  partant  pas  du  même  point)  sont  assujetties  à 


passer  par  des  points  fixes  R,  S,  T.  On  en  donne  les  positions  simul¬ 
tanées.  i 

\ 

Montrer  qu’il  existe  un  centre  de  similitude  permanent;  le  construire. 

Montrer  que  toutes  les  droites  de  la  figure  passent  par  des  points  fixes 
■et  que  tous  les  points  décrivent  des  cercles. 

# 

147.  Figures  admettant  un  centre  de  similitude  permanent; 
cas  général. 

1°.  —  Considérons  des  courbes  homothétiques  rapportées  à  des  coor¬ 
données  polaires  p,  6. 

Leurs  équations  rentrent  dans  la  formule  générale  (§  65)  : 

p  =  fef(6). 

Faisons  tourner  l’une  d’un  angle  90  ;  l’équation  devient  : 

p =¥(>—«■  0)  I 

Un  faisceau  de  courbes  ayant  un  centre  permanent  de  similitude,  est 


•  *- 
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donc  représenté  par  l’équation  (1),  à  la  condition  de  se  donner  la  rela¬ 
tion  supplémentaire  : 

k  =  ?  (°o)*  - 

Les  points  homologues  sur  les  courbes  du  faisceau  sont  ceux  qui  cor¬ 
respondent  au  même  argument  0  —  0o. 

3°.  —  Ceci  posé,  une  figure  ABC...  est  assujettie  à  rester  semblable  à 
elle -même  et  à  conserver  un  centre  permanent  de  similitude  A  qu’on 
prend  pour  origine  des  coordonnées  polaires. 

Le  point  B  décrit  une  courbe  ?  =  (  6  ). 

On  demande  l’équation  des  trajectoires  des  autres  points. 

3°.  —  On  donne  trois  trajectoires  et  les  positions  correspondantes  des 
mobiles;  ce  sont  des  points  homologues,  ou  définis  comme  tels  dans  le 
cas  où  rien  ne  distingue  les  points  les  uns  des  autres  {droite,  cercle). 

Construire  le  centre  permanent  de  similitude. 

4°.  —  Étudier  le  cas  où  le  point  B  décrit  une  spirale  d’Archimède,  une 
spirale  logarithmique. 

En  particulier,  on  donne  deux  figures  semblables  F  et  F'.  Ramener  F' 
sur  F,  tous  les  points  de  F'  décrivant  respectivement  des  spirales  loga¬ 
rithmiques.  Étudier  les  positions  relatives  par  rapport  à  elles  de  la  figure  F' 
mobile  et  variable  de  grandeur. 

5°.  —  Une  figure  est  assujettie  à  rester  semblable  à  elle-même  et  à 
conserver  un  centre  permanent  de  similitude.  Démontrer  que  toutes  ses 
droites  enveloppent  des  courbes  semblables.  Le  3°  du  §141  est  un  cas  par¬ 
ticulier  de  cette  proposition. 

De  même  dans  l’exercice  146  toutes  les  droites  enveloppent  des  points. 


148.  Rotation  petite. 

Partant  des  formules  relatives  aux  changements  d’axes  de  coordon¬ 
nées  (M.  G.,  §  78;,  chercher  ce  que  signifient  les  formules  : 


x  =x  —  6  y , 

y'  =  y  +  k*- 


A  quelle  condition  peuvent-elles  représenter  les  formules  de  correction 
provenant  d’une  incertitude  sur  la  direction  des  axes  de  coordonnées? 
Transformer  les  formules  (1)  en  coordonnées  polaires. 


Figures  symétriques. 

149.  Définitions  pour  les  figures  à  trois  dimensions. 

Une  figure  à  trois  dimensions  possède  un  centre  G  de  symétrie,  lorsque 
ses  points  se  groupent  deux  par  deux,  sur  des  droites  passant  par  C,  de 
part  et  d’autre  de  C  et  à  égales  distances. 

Elle  admet  un  }jlan  P  de  symétrie  lorsque  ses  points  se  groupent  deux 
par  deux,  sur  des  droites  normales  à  P,  de  part  et  d’autre  de  P  et  à  égales 
distances. 
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Elle  admet  un  axe  L  d’ordre  n  lorsque  ses  points  se  groupent  n  par  n7 
sur  des  polygones  réguliers  situés  dans  des  plans  normaux  à  L  et  admet¬ 
tant  comme  centre  la 
trace  de  L  sur  leur  plan. 

Deux  ou  plusieurs 
figures  sont  dites  symé¬ 
triques  les  unes  par  rap¬ 
port  aux  autres,  lorsque 
leur  ensemble  constitue 
une  figure  symétrique 
suivant  les  définitions  ci- 
dessus  données. 

Deux  figures  symé¬ 
triques  par  rapport  à  un 
point  ou  par  rapport  à  un 
plan  ne  sont  générale¬ 
ment  pas  superposables. 

Deux  ou  plusieurs  figures 
symétriques  par  rapport  à  un  axe  d’ordre  n  sont  superposables. 

150.  Définitions  pour  les  figures  planes. 

On  oublie  trop  souvent  que  les  définitions  pour  une  figure  plane  ne 
doivent  être  que  des  cas  particuliers  des  définitions  pour  l’espace  à  trois 
dimensions. 

1°.  —  Par  exemple,  on  dit  qu’une  figure  plane  admet  une  droite  P  de 
symétrie,  lorsque  ses  points  se  groupent  deux  par  deux  sur  des  droites 
normales  à  P,  de  part  et  d’autre  et  à  égales  distances. 

Deux  figures  planes  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite  P, 
lorsque  leur  ensefnble  constitue  une  figure  admettant  P  comme  droite 
de  symétrie. 

Cette  droite  P  doit  être  considérée  comme  la  trace  d’un  plan  de  symé¬ 
trie  normal  au  plan  de  la  figure.  La  preuve  en  est  que  les  figures  symé¬ 
triques  par  rapport  à  P  ne  sont  pas  superposables  au  moyen  d'un  glisse¬ 
ment  dans  leur  plan  (fig.  95,  I). 

11  est  vrai  qu’elles  le  deviennent  si  on  considère  la  droite  P  comme 
un  axe  binaire,  à  la  condition  expresse  que  rien  ne  distingue  le  recto  et  le 
verso  du  plan.  Si  le  plan  est  blanc  par-dessus,  ombré  par-dessous,  il 
devient  impossible  de  superposer  par  rabattement  des  figures  qui  nous 
présentent  d’abord  des  faces  de  même  aspect.  La  stfpërposition  au  sens 
général  du  mot  implique  non  seulement  l’identité  du  contour,  mais 
encore  l'identité  d’aspect. 

2°.  —  Deux  figures  planes  admettent  un  centre  de  symétrie,  lorsque 
ses  points  se  groupent  deux  par  deux  sur  des  droites  passant  par  le 
centre,  de  part  et  d’autre  et  à  égales  distances.  Pour  des  figures  planes, 
un  centre  peut  être  considéré  comme  la  trace  d’un  axe  binaire  normal 
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au  plan.  Les  figures  planes  qui  admettent  un  centre  sont  superposables 
par  glissement  dans  le  plan  à  la  condition  que  le  verso  et  le  recto  aient  le 
même  aspect  ;  ce  qui  concorde  avec  l’impossibilité  ordinaire  de  la  super- 
position,  quand  les  figures  ont  trois. dimensions. 

3°.  —  Dans  ce  qui  suit,  nous  ferons  toujours  l’hypothèse  de  l’identité 
d’aspect  des  deux  faces  du  plan.  Une  droite  de  symétrie  sera  donc,  au 
choix,  un  axe  binaire  ou  la  trace  d’un  plan  de  symétrie  normal  au  plan 
de  la  figure.  Un  centre  de  symétrie  pourra  être  considéré  comme  la 
trace  d’un  axe  binaire  normal  au  plan. 

Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  une  droite  sont  donc  non 
superposables  par  glissement  dans  leur  plan,  mais  superposables  par 
rotation  autour  de  cette  droite  servant  d’axe.  Deux  figures  symétriques 
par  rapport  à  un  point  sont  superposables  par  rotation  de  180°  autour 
d’un  axe  normal  au  plan  et  passafnt  par  le  point  ;  nous  dirons  :  par  rota¬ 
tion  de  180°  autour  du  point. 

* 

151.  Droites  antiparallèles. 

1°.  —  On  appelle  droites  antiparallèles  par  rapport  à  un  angle,  deux 

droites  qu’on  rend  parallèles  en 
prenant  la  symétrique  de  Tune 
d’elles  par  rapport  à  la  bissectrice 
de  l’angle.  On  appelle  segment 
antiparallèle  ci  la  droite  D,  le 
segment  déterminé  par  les  côtés, 
de  l’angle  et  situé  sur  une  anti¬ 
parallèle  à  la  droite  D. 

5°.  —  Montrer  que  tout  seg¬ 
ment  antiparallèle  à  la  base  d’un 
triangle  a  son  milieu  sur  la 
symétrique  de  la  médiane  par 
x  rapport  à  la  bissectrice.  Autre¬ 
ment  dit,  chercher  le  lieu  des 
milieux  des  segments  anti paral¬ 
lèles  à  la  base  d’un  triangle. 

3°.  —  Les  côtés  opposés  d’un 
quadrilatère  inscriptible  sont  an¬ 
tiparallèles  par  rapporta  l’angle  formé  par  les  deux  autres  côtés.  Montrer 
que  des  circonférences  passant  par  deux  points  fixes  B  et  G,  pris  sur  les. 
côtés  d’un  angle  ABC,  déterminent  des  cordes  B'C'  de  direction  invariable. 

152.  Mouvement  d’une  figure  symétrique  d’une  figure 
donnée. 

On  prend  la  symétrique  d’une  figure  par  rapport  à  une  droite,  puis 
on  la  déplace  n’importe  comment  dans  son  plan. 

i°.  —  Démontrer  que  les  bissectrices  des  angles  respectivement  for- 
més  par  les  droites  homologues  sont  parallèles  entre  elles. 
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ç>ot  —  On  joint  les  points  homologues  des  figures  symétriques,  on 
prend  les  milieux  des  segments  obtenus.  Le  lieu  de  ces  milieux  est  une 
droite  (droite  des  milieux).  Les  points  homologues  sont  équidistants  de 
celte  droite. 

Montrer  que  la  droite  des  milieux  est  une  droite  double,  en  ce  sens 
que  chacun  de  ses  points  considéré  comme  appartenant  à  l’une  des 
figures,  a  son  conjugué  dans  l’autre  figure  sur  la  droite  même.  Gela  ne 
veut  pas  dire  que  tous  les  points  de  la  droite  des  milieux  sont  des  points 
doubles,  c’est-cà-dire  coïncident  avec  leur  conjugué. 

5°.  —  Une  figure  A'  symétrique  de  A  ayant  été  déplacée  n’importe 
comment  dans  son  plan ,  on  demande  de  la  ramener  à  être  symétrique 
de  A  par  rapport  à  une  droite  P  arbitrairement  choisie. 

On  s’appuiera  sur  le  §  148  du  Cours  de  M.  G. 

L’opération  nécessite  une  rotation.  Montrer  qu’on  peut  se  donner 

le  centre  de  rotation  ;  la  droite  P  est  alors  déterminée. 

\  *. 

153.  Figures  symétriquement  semblables. 

i°.  —  Une  ligure  B'  est  symétriquement  semblable  à  une  figure  x\,  lors¬ 
qu’elle  est  semblable  à  la  symétrique  A'  de  A  par  rapport  à  une  droite  P 
arbitrairement  choisie. 

Il  existe  donc  une  série  d’opérations  successives. 

On  choisit  la  droite  P  qui  fournira  la  figure  A'  symétrique  de  A.  On 


choisit  le  centre  S'  d’homothétie,  puis  on  construit  B'  homothétique  à  A'. 
Rien  n’empêche  ensuite  de  déplacer  B'  dans  le  plan. 

On  aurait  pu  commencer  par  choisir  S,  obtenir  B  symétrique  de  A , 
puis  prendre  la  symétrique  B'  de  B  par  rapport  à  la  droite  P  arbitraire¬ 
ment  choisie. 
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2°.  —  S’appuyant  sur  la  proposition  (M.  G.,  §  138),  qu’on  peut  trans¬ 
porter  dans  son  plan  une  figure  invariable  d’une  position  à  une  autre 
quelconque  au  moyen  d’une  seule  rotation,  démontrer  que  les  bissec¬ 
trices  des  angles  respectivement  formés  par  les  côtés  homologues  de 
deux  figures  symétriquement  semblables  sont  parallèles  entre  elles. 

3°.  —  Droite  double. 

Soit  a  le  rapport  de  similitude  de  deux  figures  symétriquement  sem¬ 
blables  A,  B'.  On  joint  les  points  homologues  des  deux  figures.  On 
obtient  ainsi  des  segments  qu’on  divise  dans  le  rapport  de  similitude. 
Montrer  que  le  lieu  des  points  obtenus  est  une  droite  double  D,  en  ce 
sens  que  le  point  a  de  cette  droite  considéré  comme  appartenant  à  la 
figure  A,  a  pour  homologue  dans  B'  un  autre  point  b'  de  la  droite. 

D'une  manière  générale,  a  et  b'  ne  coïncident  pas. 

4°.  —  Montrer  qu’il  existe  un  point  double  A,  c’est-à-dire  un  point  qui, 

considéré  comme  apparte¬ 
nant  à  A,  est  à  lui -même 
son  homologue  dans  B'.  Ce 
]  point  est  naturellement  sur 
B  la  droite  double  D. 

On  l’obtient  en  construi¬ 
sant  la  figure  B  symétrique 
de  B'  par  rapport  à  la  droite 
double  et  en  déterminant 
le  centre  de  similitude  (qui 
est  centre  d’homothétie)  des 
figures  semblables  A  et  B. 

5°.  —  D  résulte  de  ce  qui 
précède  qu’on  peut  toujours 
choisir  deux  axes  de  coor¬ 
données  rectangulaires  Ox,  O  y,  tels  que  les  coordonnées  de  deux 
figures  symétriquement  semblables  soient  reliées  par  les  formules  : 

x  = —  cix,  y'  =  çLy. 

Il  existe  donc  une  seconde  droite  double  normale  à  D  et  passant  par  A. 


Projection  orthogonale. 

154.  Projection  orthogonale. 

i°.  —  Montrer  que  la  projection  orthogonale  revient  à  la  transforma¬ 
tion  : 

X  =  x ,  Y  =  my, 

grâce  à  un  choix  convenable  des  axes  et  de  l’échelle  de  figuration. 

2°.  —  Soit  le  faisceau  des  courbes  f(x,my)  =  0,  dans  lequel  m  est 
-  un  paramètre  variable. 
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Montrer  que  les  tangentes  aux  diverses  courbes  aux  points  où  elles 
sont  coupées  par  une  parallèle  à  Oy,  se  rencontrent  en  un  point  de  Qx. 
3°.  —  Appliquer  au  faisceau  des  ellipses  : 

x2  -f-  =  a?. 

Le  cercle  æ2  -f  \f  =  a2  s’appelle  cercle  principal  du  faisceau. 

155.  Projecteur. 

1°.  —  Un  losange  articulé  se  déforme,  tandis  que  deux  points  N,  P, 


(ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  poi:  ts  M,  Q;  §  136)  sont  assujettis  à 
décrire  la  droite  XX. 


On  suppose  :  DN  =  DP,  ÀM  =  CQ. 

Le  point  B  décrit  une  courbe  donnée. 
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Quelle  est  la  définition  de  la. courbe  décrite  simultanément  par  le  point 
opposé  D  ? 

Réaliser  l’appareil. 

3°.  —  La  courbe  décrite  par  B  est  un  cercle  défini  par  son  rayon  R  et 
la  distance  p  de  son  centre  à  la  droite  XX. 

Calculer  les  éléments  de  la  courbe  conjuguée  décrite  par  D. 

On  posera  :  AR  =  a,  AM  =  b. 

3°. — Autre  projecteur;  ellipsographe. 

L’appareil  est  représenté  dans  la  figure  100.  La  douille  ARE  glisse  sur 
la  tige  fixe  OC,  entraînant  la  pointe  traceuse  P.  Le  système  OCDG  est 
invariable  dans  chaque  expérience.  Montrer  que  le  point  P  décrit  une 
ellipse  dont  O  est  le  centre,  lorsqu’on  déplace  l’ensemble  PQABE  sur  la 
tige  OC  de  manière  que  P  touche  constamment  le  papier.  Les  axes  de 
l’ellipse  dépendant  de  la  hauteur  variable  h  de  la  colonne  CDG  (ou,  ce 
qui  devient  au  même,  de  l’angle  a),  et  de  la  distance  b  entre  l’axe  de  la. 
tige  OC  et  l’axe  de  la  tige  PQ  qui  porte  la  pointe  P. 

Construire  l’appareil. 

156.  Ellipse  dite  de  Steiner. 

1°.  —  On  suppose  un  triangle  équilatéral,  inscrit  dans  un  cercle. 

Quel  est  le  rappport  des  aires  du  triangle  et  du  cercle? 

3°.  —  On  projette  orthogonalement.  On  obtient  une  ellipse  et  un  tri¬ 
angle.  Montrer  que  le  centre  de  l’ellipse  coïncide  avec  le  centre  de  gra¬ 
vité  du  triangle.  v 

Quel  est  le  rapport  des  aires  de  l’ellipse  et  du  triangle? 


Homologie. 

157.  Définition. 

1°.  —  Rappelons  que  la  correspondance  homologique  (M.  G., §358)  est 
définie  par  les  formules  : 

X  ax  -j-  by  -f-  d  ’  ^  ax  -f-  by  -f-  d 

Le  centre  d’homologie  est  l’origine  des  coordonnées. 

L’axe  d’homologie  est  le  lieu  des  points  doubles  : 

ax  by  -f-  d  —  1  =  0. 

3°.  —  Se  donner  le  centre  et  l’axe  d’homologie,  revient  à  se  donner 
deux  des  constantes  arbitraires.  Il  suffit  donc  de  choisir  le  conjugué  A' 
d’un  point  quelconque  A  pris  sur  une  droite  passant  par  le  centre  d’ho¬ 
mologie,  pour  que  la  correspondance  soit  complètement  déterminée. 

Donner  l’axe  d’homologie  et  deux  groupes  de  points  conjugués  (A,  A% 
(B,  B  ),  c’est  donner  plus  que  les  conditions  nécessaires  :  il  faut  que  les 
droites  AB  et  A'B'  se  coupent  sur  l’axe  d’homologie.  Les  droites  AA',  BR', 


TRANSFORMA  TIONS  HOMOGRAPHIQ UES  123 

déterminent  le  centre  d’homologie.  La  correspondance  est  complètement 
définie. 

— 

Donner  le  centre  d’homologie  et  trois  groupes  de  points  conjugués 


Fig.  101. 


(A,  A'),  (B,  B'),  (G,  G'),  c’est  donner  plus  que  les  conditions  nécessaires. 
D’où  les  deux  théorèmes  célèbres  de  Desargues. 

158.  Théorèmes  de  Desargues. 

1°  —  Lorsque  les  côtés  de  deux  triangles  se  coupent  deux  à  deux  sur 
une  droite  A,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  sommets  se  cou¬ 
pent  au  même  point  O. 

Il  suffit  de  considérer  la  droite  A  comme  axe  d’homologie  et  le  point  O 
déterminé  p ar  deux  des  droites  joignant  les  sommets  comme  centre  d’ho¬ 
mologie. 

G’est  l’application  de  la  remarque  du  2°  du  paragraphe  précédent. 

2°.  —  Réciproquement,  lorsque  les  sommets  de  deux  triangles  sont 
deux  à  deux  sur  des  droites  qui  se  coupent  en  un  point  O,  les  côtés  se 
coupent  deux  à  deux  sur  une  droite  A. 

159.  Droite  menée  par  un  point  inaccessible. 

i°.  —  Tracer  une  droite  qui  passe  par  un  point  G  et  par  le  point  B 
(inaccessible)  où  se  coupent  deux  droites  a,  p. 

On  résoudra  le  problème  au  moyen  d’une  correspondance  homologique 
dont  le  point  R  sera  supposé  le  centre. 

On  prend  arbitrairement  l’axe  d’homologie  H  et  deux  points  A  et  A' 
conjugués  sur  la  droite  a. 

Montrer  qu’il  est  alors  possible  de  construire  le  conjugué  G'  de  G. 

La  droite  CG'  est  la  droite  demandée. 
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2°.  —  Que  devient  la  construction  quand  l’axe  d’homologie  est  à  fin 


ICO.  1°.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  O  qui  servira  de 

centre  pour  une  correspondance  homologique. 

Gomment  faut-il  choisir  l’axe 
d’homologie  pour  que  les  points 
du  cercle  se  correspondent  deux 
à  deux  ? 

La  solution  est  géométrique¬ 
ment  évidente.  On  la  cherchera 
à  partir  des  formules  générales 
(M.  G.,  §  358). 

2°.  —  Soient  deux  systèmes 
de  points  conjugués  A,  A',  B, 
B’.  On  peut  les  joindre  de  trois 
manières  différentes  au  moyen 
de  six  droites.  Deux  d’entre 
elles  se  coupent  par  hypothèse 
au  point  O.  Montrer  que  les 
quatre  autres  forment  deux 
groupes  qui  se  coupent  sur  l’axe 
d’homologie. 

3°.  —  Considérons  toutes  les 
cordes  telles  que  A 'B',  E'F',  ...  qui  passent  par  un  point  fixe  D'.  Montrer 
que  les  cordes  conjuguées  passent  également  par  un  point  fixe. 

4°.  —  Généraliser  le  i°  pour  une  conique  quelconque.  Comment  faut-il 
choisir  les  positions  relatives  du  centre  et  de  l’axe  d’homologie  pour 
qu’une  conique  se  corresponde  à  elle-même? 
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161.  Transformer  par  homologie  la  parabole  :  y-  —  2x. 

On  placera  l’axe  d’homologie  et  les  droites  de  l’infini  <ï>,  <î>',  de  manière 
que  les  formules  générales  deviennent  : 


* 

On  vérifiera  que  la  transformée  est  une  hyperbole 


dont  on  déterminera 


le  centre  et  les  asymptotes.  On  marquera  sur  les  deux  courbes  un  cer¬ 
tain  nombre  de  points  conjugués. 

162.  Transformer  par  homologie  le  cercle  :  x-  -j-  y 2  —  \x  =  0. 

On  placera  l’axe  d’homologie  et  les  droites  de  l’infini  de  manière  que 
les  formules  générales  de  transformation  deviennent  : 


•  x 

x  -J-  2  9 


y 

x  +  2 


Construire  un  certain  nombre  de  points  et  de  tangentes  de  la  trans¬ 
formée.  Faire  les  constructions  à  grande  échelle. 


163.  Transformer  par  homologie  la  courbe  (§  53)  :  4y  =  x3. 
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On  placera  l’axe  d’homologie  et  les  droites  de  l’infini  de  manière  que 
les  formules  deviennent  : 


x'  = 


x 


x  —  2  9 


J  x  —  2 


Déterminer  les  asymptotes  de  la  courbe  transformée.  Expliquer  leur 
existence. 

Marquer  sur  les  deux  courbes  un  certain  nombre  de  points  conjugués, 
de  manière  à  suivre  aisément  la  nature  de  la  correspondance. 

On  pourra  tracer  la  courbe  transformée  d’après  son  équation.  Mais  on 
vérifiera  un  certain  nombre  de  points  au  moyen  de  la  construction  du 
§  359  du  Cours  de  M.  G.  ou  d'une  construction  équivalente. 


Divisions  homographiques.  Transformations 

homographiques. 

% 

/  • 

164.  Obtention  des  points  conjugués  homographiques. 

i°.  —  Deux  séries  de  points  A,  A',  placés  sur  deux  droites  A  et  A' 


(distinctes  ou  confondues),  sont  conjuguées  homographiquement  (M.  G., 
§  346)  quand  il  existe  entre  les  distances  AO  =  æ,  A'0'  =  æ',  de  ces 
points  à  des  origines  0,0',  prises  sur  A  et  A',  la  relation  : 

?  Axx'  -j-  Bjc  +  Cx'  -J-  D  =  0,  CO 

où  A-,  B,  G,  D,  sont  quatre  constantes. 
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Montrer  que  si  deux  séries  A  et  A'  sont  conjuguées  d’une  troisième  A"» 
■elles  sont  conjuguées  entre  elles. 

jgo.  —  Des  droites  issues  d’un  point  fixe  P  coupent  deux  droites  quel¬ 
conques  D  et  A  suivant  deux  divisions  Pornographiques  (M.  G.,  §  350). 
Ces  divisions  ne  sont  pas  quelconques,  en  ce  sens  que  le  point  d’inter¬ 
section  de  D  et  de  A,  considéré  comme  appartenant  à  D,  coïncide  avec  son 
conjugué  considéré  comme  appartenant  à  A. 

Montrer  que  les  pointe  a  et  a',  liés  au  point  a  mobile  sur  D  au  moyen 
des  points  fixes  P  et  P',  forment  deux  divisions  Pornographiques. 

Généraliser  la  proposition  pour  des  droites  intermédiaires  D,  D',  D",.-» 
en  nombre  quelconque. 

Déterminer  les  foyers  sur  A  et  A'.  Autrement  dit,  déterminer  sur  A  le 
point  cp  conjugué  de  l’infini  sur  A';  déterminer  sur  A'  le  point  cp'  conjugué 
de  l’infini  sur  A. 

3°.  —  Généralisation. 

Montrer  que  les  points  a  et  à'  sont  encore  conjugués  Pornographiques 
.•si  le  point  a  de  rencontre  des  droites  Pa,  PV,  avec  D  se  dédouble  en 
deux  points  a,  a ',  tels  :  / 

<jue  la  distance  aa'  soit  constante  ; 

que  la  distance  aa'  soit  vue  sous  un  angle  constant  d’un  point  Q  quel¬ 
conque  (voir  M.  G.,  §  351). 

4°.  —  Problème  inverse. 

Qn  donne  sur  A  et  A'  une  correspondance  Pornographique  au  moyen 
des  foyers  cp,  cp',  et  deux  points  conjugués  a,  a'.  On  a  la  relation  : 

cpa  .  cpV  =  Constante. 

Choisir  les  points  P,  P',  et  la  droite  D  de  manière  à  appliquer  la  cons¬ 
truction  précédente  à  la  détermination  d’un  couple  quelconque  de  points 
conjugués. 

165.  Inser sections  respectives  des  deux  faisceaux  Pornogra¬ 
phiques. 

i°.  —  Soient  deux  divisions  Pornographiques  sur  deux  droites  A  et  A'. 

Soient  O,  O',  les  foyers.  En  les  prenant  pour  origine  et  appelant  t  et  t' 
les  distances  respectives  à  ces  origines,  nous  avons  (M.  G.,  §  347): 

te  =  t2. 

i 

Montrer  que  les  coordonnées  des  points,  des  droites  A  et  A'  peuvent 
s’écrire  : 

i  =  a  +  fcosa,  ç'  =  a'  -f  f  cos  a'; 
r,  =  b  +  t  sin  a ,  V  =  //  -f- 1'  si n  a'. 

Interpréter  les  grandeurs  a ,  b ,  a;  a',  b.\  a'. 

2°.  —  Ceci  posé,  on  joint  deux  points  fixes  P  et  P'  à  des  points  con-1 
jugués  a  et  a'  (fig.  106).  . . 

Déterminer  le  lieu  du  point  A  intersection  des  droites  Pa,  PV. 

C’est  une  conique  qui  passe  par  les  points  P  et  P-.  ~  -  -  -  •  .  *  -  : 
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On  sait  qu’une  conique  est  déterminée  par  cinq  points.  On  sait  que 
deux  divisions  homographiques  sont  déterminées  par  la  connaissance 
des  foyers  et  d’un  couple  de  points  conjugués.  Montrer  la  concordance 

de  ces  résultats. 

A  quelle  condition  la  conique  a-t-elle  des  asymptotes? 

Déterminer  les  tangentes  en  P  et  P'. 


3°.  —  En  vertu  du  §  354  du  Cours  de  M.  G.,  on  peut  dire  que  le  pro¬ 
blème  précédent  revient  il  déterminer  le  lieu  des  intersections  respec¬ 
tives  de  deux  faisceaux  homographiques. 

On  sait  que  le  même  faisceau  de  droites  découpe  sur  des  transversales 
quelconques  des  divisions  homographiques. 

Ceci  posé,  montrer  que  déterminer  l’intersection  d’une  droite  D  avec 
une  conique  G,  revient  à  déterminer  les  points  doubles  d’une  correspon¬ 
dance  homographique  établie  sur  la  droite  D  par  deux  faisceaux  issus 
de  deux  points  P  et  P'  de  la  conique  et  se  coupant  sur  elle. 

Si  la  droite  D  est  tangente  à  la  conique,  il  existe  un  point  double 
unique. 

Qu’arrive-t-il  si  la  droite  D  est  une  asymptote? 

4°.  —  Cas  particulier. 

Les  droites  A  et  A'  sont  confondues  (fig.  107). 
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On  prend  A  ou  A'  comme  axe  Oj?. 

A  quelle  condition  la  conique  admet-elle  Oy  comme  axe  de  symétrie? 
A  quelle  condition  devient -elle  un  cercle?^ 


5°.  —  Autre  cas  particulier. 

On  donne  deux  droites  A  et  A'  et  trois  points  n,  P,  P'. 

Les  droites  passant  par  n  déterminent  sur  A  et  A'  une  correspondance 


'  ct 


homographique.  On  s’en  servira  pour  construire  une  conique  d’après  le 
procédé  2°. 

Exercices  de  Math.  génu\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turriére. 
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Montrer  que  l’on  connaît  immédiatement  cinq  points  de  cette  conique* 
Effectuer  la  construction. 


166.  Description  organique  d’une  conique  (Newton). 

1°.  —  Transformation  générale  a  l’aide  de  deux  équerres  quel¬ 
conques  (fig.  108). 

Elle  a  pour  énoncé  :  On  fixe  les  sommets  de  deux  équerres  quelconques 
P  et  P'.  Soient  0,0^  G',  C'q  leurs  côtés.  On  impose  à  deux  côtés  G,  G',  de 
se  couper  sur  une  courbe  r. 

On  demande  les  lieux  L  des  trois  autres  points  d’intersection. 

Nous  reviendrons  au  §  223  sur  le  cas  où  r  est  quelconque  et  où  les 
équerres  sont  rectangles.  Pour  l’instant  nous  prendrons  les  équerres  queU 
conques,  mais  la  courbe  r  sera  une  droite,  ou  une  conique  passant  par 
P,  P'. 

On  commencera  par  réaliser  la  construction  avec  des  .équerres  de 
papier,  tournant  autour  de  punaises  comme  axes.  On  pourra  prendre 
pour  r  une  droite  ou  une  ellipse  décrite  avec  une  boucle  de  fil  et  deux 
punaises  servant  de  foyers  (méthode  du  jardinier). 

2°.  —  Comme  problème  auxiliaire,  on  cherchera  dans  quel  cas  il  est 

possible  que  les  lieux  L  aient 
des  points  à  l’infini. 

On  est  amené  à  chercher  si  la 
courbe  r  est  coupée  par  un 
cercle  dont  la  définition  est  quasi 
évidente. 

167.  Construction  gra- 
phique  d’un  arc  de  cercle* 
q'  de  parabole. 

1°.  —  Soit  AOP  un  diamètre 
d’une  circonférence.  Menons  la 
tangente  AA'  en  A  et  une  droite 
quelconque  AD'  parallèle  à  AP. 

Soit  B  un  point  quelconque 
de  la  circonférence.  Joignons 
AB,  PB  ;  nous  déterminons  ainsi 
les  points  (3  et  B'. 

Quelle  relation  existe  -t- il 
entre  Ap  =  æ  et  A'B'  =  y? 
Quelle  relation  existe -t- il 
Fig.  109.  entre  A(8  =  æ  et  ab  —  x,cl 

2°.  —  Ceci  posé,  on  donne  les 
points  A  et  G  d’une  circonférence  de  rayon  si  grand  que  le  centre  O  soit 
hors  des  limites  du  papier.  On  donne  dé  plus  la  tangente  en  A* 

On  demande  de  construire  par  points  l’arc  ABC. 
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S°.  —  Arc  de  parabole. 

Montrez  que  la  construction  précédente  peut  se  généraliser  pour  une 
conique  quelconque  dont  A  et  P  sont  les  sommets,  O  le  centre. 


Fig.  110. 


Que  devient  la  construction  lorsque  les  points  O  et  P  s’éloignent  indé¬ 
finiment? 

Montrer  qu’elle  fournit  le  moyen  d’obtenir  par  points  une  parabole 
donnée  par  son  som¬ 
met,  la  tangente  au 
sommet  et  un  point 
quelconque. 

Pour  la  construc¬ 
tion  d’une  parabole 
donnée  par  deux 
points  et  les  tan¬ 
gentes  en  ces  points, 

■on  se  reportera  au 
§448. 

168.  Involu- 

tion. 

i°.  —  Deux  divi¬ 
sions  homographi- 

ques  tracées  sur  deux  Fig.  111. 

droites  confondues 

sont  en  involution  (M.  G.,  §  352)  lorsque  les  foyers  F  coïncident. 

Deux  points  conjugués  A  et  A'  satisfont  à  la  relation  : 

ÂF  .  A  F  =  Constante,  _  . 
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2°.  —  On  donne  une  circonférence  et  deux  points  R  et  F  sur  un  dia¬ 
mètre  ;  Pi  est  aussi  sur  la  circonférence.  On  mène  par  F  une  droite  D  * 
normale  à  R.F  (fig.  111). 

A  chaque  sécante  F aa'  correspondent  deux  droites  Ra,  R  a',  qui  cou¬ 
pent  la  droite  D  en  deux  points  A  et  A'.  Montrer  que  ces  points  sont  en 
involution.  Déterminer  les  points  doubles. 

169.  Division  harmonique. 

1°.  —  Quatre  points  D'EDB'  forment  une  division  harmonique  (M.  G., 

§§  86  et  354),  quand  on  a,  en  tenant  compte  des  signes  : 

JTB  __  DB 

FF  —  DR'  * 


Montrer  que  si  D  et  D'  sont  les  points  doubles  d’une  involution  de 
foyer  F,  deux  points  conjugués  B  et  B'  de  l’involution  forment  avec  D 
et  D'  une  division  harmonique  (fig.  112). 

2°,  —  Montrer  que  les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l’angle 


DAD'  dont  le  sommet  A  est  quelconque,  déterminent  deux  points  B  et  B' 
qui  forment  avec  D  et  D'  une  division  harmonique  (fig.  112). 
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3 o,  —  Sur  DD7  comme  diamètre,  on  construit  une  circonférence. 
On  mène  une  corde  FG  normale  sur  DD'.  On  joint  un  point  quelconque  de 
la  circonférence  aux  extrémités  de  la  corde.  Les  points  B  et  B'  ainsi 
déterminés  forment  avec  D  et  D'une  division  harmonique.  Autrement  dit, 
B  et  B' sont  conjugués  dans  l’involution  dont  Det  D'sont  les  points  doubles. 

Partant  de  là,  trouver  le  quatrième  point  d’une  division  harmonique 
dont  on  a  trois  points. 

4°.  —  Résoudre  le  même  problème  en  s’appuyant  sur  les  théorèmes  de 
Ménélaüs  et  de  Céva  (§§  104,  3°  et  106). 

5°.  —  Résoudre  graphiquement  les  relations  de  la  forme  : 

1^  =  J_  _1_. 

f  p  *  p' 

170.  1°.  —  Étudier  la  transformation  (cas  particulier  de  la  trans¬ 
formation  homographique  ; 

M.  G.,  §356): 


x  = 


X 


y'=y- 

J  x 


X,JC 


Résolues  par  rapport  à  x 
et  y,  elles  deviennent  : 

1  y' 

X—  x'  ’  y~x'' 

Chercher  une  construc¬ 
tion  permettant  de  passer 
d’un  point  à  son  conjugué. 

Montrer  que  ni  le  degré 
ni  la  classe  d’une  courbe  ne 
sont  modifiés  par  la  trans¬ 
formation. 

Déterminer  les  asym¬ 
ptotes  de  la  courbe  trans¬ 
formée. 

Déterminer  les  points  qui 
correspondent  aux  points 

de  contact  des  asymptotes  de  la  courbe  donnée. 

2°.  —  Appliquer  la  transformation  précédente  à  la  parabole  cubique  : 

x  =  y \ 

Plus  généralement,  appliquer  la  transformation  aux  courbes  : 

x  =  ay3  -f-  by^x  4-  cy.x2  -f-  dx3. 

Elles  se  transforment  en  paraboles  divergentes  (§  54). 


Fjrr 
1  1^. 


1 14. 


Constructions  diverses. 


171.  Partager  un  segment  de  droite  en  n  parties  égales. 

4°.  —  Le  partage  en  deux  parties  résulte  du  3°  de  l’exercice  169.  Mon- 
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trer  qu’il  suffît  de  prendre  parallèle  à  DE  (fig.  113)  :  le  point  2  par¬ 
age  ED  en  deux  parties  égales  (fig.  115). 


A 


2°.  —  Ceci  posé,  démontrer  qu’on  obtient  la  division  en  trois  parties 
en  traçant  2E1 ,  puis  menant  une  droite  par  A  et  le  point  d’intersection 
de  ^El  et  de  DjD. 

On  obtient  la  division  en  quatre  parties  en  traçant  3Ei ,  puis  menant 
une  droite  par  A  et  le  point  d’intersection  de  3Ei  et  de  D^. 

Et  ainsi  de  suite  de  proche  en  proche. 

N.  B.  —  Il  est  clair  que  le  procédé  pratique  le  plus  simple  de  diviser 
un  segment  en  n  parties  égales  est  de  porter  n  longueurs  égales  sur  une- 
parallèle  au  segment  et  de  faire  la  perspective  des  points  obtenus,  en 
choisissant  pour  point  de  vue  l’intersection  des  droites  qui  joignent  res¬ 
pectivement  les  extrémités  du  segment  et  les  points  extrêmes  de  la  divi¬ 
sion. 


172.  Divisions  suivant  une  loi  de  récurrence  simple. 

On  donne  les  droites  OB,  ÀP,  parallèles  entre  elles  et  normales  à  OA. 
qu’on  prend  pour  axe  des  x  (fig.  116). 

'  Traçons  AB.  Soit  OB=H,  OA  =  «,  AP^  =  . 

Traçons  OPj ,  puis  horizontalement  Q,P2  ;  soit  Q1P2  =  ^  ÂP ~  = 
Traçons  OP2,  ...  et  ainsi  de  suite. 

On  demande  la  loi  de  récurrence  qui  donne  hn  et  ;n,  connaissant  hn  _  x 
et  \n  _  i.  Montrer  qu’on  a  : 

.L_Ij __J_  i  _  i  |  i 

On  supposera  en  particulier  H  =  hl  —  a. 

A  quoi  peut  servir  le  problème  actuellement  traité  (§  169,  5°)? 
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173.  Segments  en  progression  géométrique. 

1°.  —  C’est  un  problème  résolu  au  §  80. 


13t) 


Les  segments  en  progression  géométrique  sont  mis  sous  la  forme  : 


r  =  a  cos”1 6 , 

7 

2°.  —  Voici  un  second  procédé. 
On  utilise  les  droites  issues  de 
deux  points  fixes  A  et  B,  et  coupant 
deux  normales  CC',  DD',  à  AB. 

On  posera  : 

AC  =  a,  BD  =  6,  CD=c. 

Déterminer  comment  varient  les 
segments  : 

DEfj  =  H, ,  DÏT2  =  H2,...; 

G/i  |  —  /ij ,  C/i2  —  /i2 , ... 

Déterminer  comment  varient 
les  segments  ; 

H2Hi  =  Ai,  H3H2  =  A2, ...  ; 


r  =  a  :  cosm  Q. 


Oj  ,  ^3^2  - ®-2  >  *  *  * 

A  quelle  condition  les  seg¬ 


ments  H,  h;  A,  8;  forment-ils  respectivement  une  seule  cérie? 
Généraliser  pour  deux  droites  CG',  DD',  inclinées  sur  AB. 
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174.  Constructions  graphiques  d’un  polynôme. 

1°.  —  Représentation  de  Segner  (fig.  118). 

Soient  deux  droites  parallèles  OD,  O'D',  et  une  droite  perpendicu¬ 
laire  00'. 

Posons  00'  =  1.  Menons  une  droite  parallèle  à  OD  à  la  distance  x. 

Prenons  sur  OD  des  longueurs 


Fig.  118. 


OA0  —  (X0j  A0Àj  —  cii j... 

Traçons  O'A0  ;  nous  déterminons 
ainsi  le  point  B0.  Menons  B0C0 
parallèle  à  00'. 

Joignons  C0A1  ;  nous  détermi¬ 
nons  ainsi  le  point  Br  Menons  B,^ 
parallèle  à  00'.  Et  ainsi  de  suite. 

Évaluer  les  longueurs  b0 ,bvb2i... 
Montrer  qu’on  a  : 
b0  =  a0(i  — x ), 

bn  =  ( a0xn  -j-  axxn  ~ 1  -f-  . . . 

+  a„)(l  —  x). 

Trouver  sur  la  figure  la  lon¬ 
gueur  : 


pn—  a0xn  -j-  cLixn~l  +  ...  +  an. 

2°.  —  Discuter  par  cette  méthode  les  variations  du  polynôme  du  second 


degré  : 

y  =  a0x2  +  (lxx  -f-  a2. 

Chercher  les  racines  de  l’équation  y==  0;  discuter  les  conditions  de 
réalité. 


On  donnera  aux  coefficients  des  valeurs  positives  ou  négatives; 
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comment  la  construction  se  généralise -t-elle  pour  les  valeurs  néga¬ 
tives? 

•3°.  —  Représentation  de  Lill  (fig.  119). 

On  décrit  la  ligne  polygonale  OA^A,,...  dont  tous  les  angles  sont 
droits  et  les  côtés  égaux  aux  constantes  a0,  a2,...  On  passe  du  côté  an  _  t 

au  côté  an  par  une  rotation  de  -k  :  2  directe  ou  rétrograde  suivant  le 
signe  de  a„. 

Posons  : 

x  =  tg  cp,  cp  =  arctg  x. 

Construisons  le  polygone  OBoB^...  avec  la  condition  que  l’angle  cp 
soit  conservé.  On  détermine  ainsi  des  longueurs  : 

A0B0  ==b0,  A-^Bj 

Donner  l’expression  de  ces  longueurs.  Montrer  qu’on  a  : 

•V. 

feo=«otgï>  &1  =  a0tgî9  +  aitg?r" 

4°.  —  Discuter  par  cette  méthode  les  variations  du  polynôme  du 
second  degré  : 

y  =  «o  tg2  ?  +  «i  tg  ?  +  «2. 

Chercher  les  racines  de  l’équation  y  —  0;  discuter  les  conditions  de 
réalité. 

La  construction  revient  à  promener  le  sommet  B0  d’un  angle  droit  sur 
une  droite  A0B0,  un  des  côtés  passant  par  le  point  fixe  O. 


CHAPITRE  VI 


TRANSFORMATION  PAR  INVERSION 


Inversion  polaire. 


•  175.  Définition  et  construction. 

—  Deux  courbes  G1  et  C2  sont  données  en  coordonnées  polaires 

(même  origine  O  et  même 
droite  de  référence)  par  les 
équations  : 

r  =  f(Q),  R  =  F(6). 

Elles  sont  inverses  (M.  G.,. 
§  237)  quand  on  a  : 

2  rR  =  ±:k-  =  Constante. 

On  prend  le  signe  +  quand' 
les  points  .conjugués  sont: 
sur  la  même  droite  passant 
par  le  pôle,  du  même  côté  du ► 
pôle;  on  prend  le  signe  — 
quand  ils  sont  de  part  et 
d'autre  du  pôle. 

A  partir  des  formules 
du  §  23,  montrer  qu’il  existe-, 
la  relation  : 

al  +  «2  = 

quel  que  soit  le  rayon  vee- 
teur  considéré.  Les  tangentes 
aux  points  conjugués  sont 
antiparallèles  (§151). 

2°.  —  Construction  des 

FIGURES  INVERSES. 

On  donne  une  courbe  Ct). 
Flo-  120,  le  pôle  d’inversion  O  et  les 

points  A,  et  A2  conjugués 
de  la  courbe  Cx  et  de  la  courbe  inverse  inconnue  C2. 
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On  demande  de  construire  la  courbe  C2. 

Puisque  A,  et  A2  sont  donnés,  on  connaît  le  produit  OAt  .  OA 2  =  /f2. 

Le  problème  se  ramène 
immédiatement  à  celui-ci  : 
étant  donné  un  segment 
OB1 ,  trouver  un  segment 
T7B2  tel  que  OB1  OB2=/c2. 

Cela  revient  à  tracer  deux 
courbes  inverses  de  cons¬ 
truction  commode. 

Donner  la  solution  au 
moyen  de  deux  cercles, 
d’une  droite  et  d’un  cercle. 

A  ce  propos >  étudier  le 
système  des  cercles  qui 
sont  à  eux-mêmes  leurs 
conjugués  (courbes  anal- 
lagmatiques,  §  181)  pour 
un  pôle  O  et  un  module  zh/c2 
donné.  Montrer  qu’il  existe 

entre  leur  rayon  a  et  la  Fig- 121. 

distance  Oy  de  leur  centre 
au  pôle,  la  relation  :  Oy2  =  a2  =h  &2. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  ces  cercles  dont  les  centres  sont  sur  chaque 
droite  passant  par  le  pôle. 


Fig.  122. 


3 °.  —  On  peut  procéder  autrement. 

En  particulier,  montrer  que  si,  par  un  point  fixe  A,  on  mène  une 


140  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 
sécante  CAB  qui  coupe  en  B  et  C  les  côtés  d’un  angle  xOy,  il  existe  entre 


les  segments  O, B  et  02C  (comptés  à  partir  des  points  O,  et  02  déterminés 
par  des  parallèles  aux  axes  passant  par  A)  la  relation  (M.  G.,  §  350)  : 

CqB  .  Ü^C  =  Constante  =  00 \  .  002 . 

Cette  construction  permet  de  trouver  aisément  un  nombre  quelconque 
de  couples  de  points. 


Fig.  124. 


4°.  —  On  donne  la  courbe  C<  par 
ses  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires,  x,  y  ;  trouver  les  coordon¬ 
nées  X,  Y,  de  la  courbe  C2  con¬ 
juguée  par  inversion  polaire. 

On  arrive  aisément  aux  formules  : 


x 


zh  k? 


X 


X*  +  Y 


2  > 


X  =  ± 


x 


x 1  +  y1  9 


y  =  ±  & 


Y  =  zt  &2 


X2  +  Y 

y 


2  > 


X 


,2 


+  y'2  * 


5°.  —  On  donne  deux  points  Aj ,  B* ,  d’une  courbe  Ct  ;  les  rayons  vec¬ 
teurs  sont  r  et  r\  On  donne  les  points  conjugués  A2,  B2;  les  rayons 
vecteurs  sont  R  et  R'.  On  demande  le  rapport  des  cordes  a  et  A  (fig.  124). 
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Montrer  qu’on  a  : 


a  =  k~ 


A 

RR'  ’ 


177.  Inverseur  de  Robert - 


tfo  Utiliser  la  proposition  4°  de  ce  paragraphe  pour  démontrer 
le  théorème  de  Ptolémée  (§  117). 

On  prend  pour  pôle  d’inversion  un 
des  sommets  du  quadrilatère  ;  la 
courbe  conjuguée  du  cercle  circonscrit 
est  une  droite  A  quelconque  normale 
à  AO  (fig.  125). 


176.  Soit  une  circonférence  dont  AB  - 
est  un  diamètre.  En  B  on  élève  une 
perpendiculaire.  On  choisit  un  point 
fixe  0  par  lequel  on  mène  des  cordes 
S,OS2.  Les  droites  AS,,  AS2,  déter- A 
minent  deux  points  Dt,  D2. 

Montrer  qu’on  a  : 

bd;  .  bd; = p; .  be; = bë;2- 


Hart. 

On  considère  une  droite  parallèle  à  la 
droite  BD  joignant  les  sommets  opposés  Pig.  126. 

d’un  contreparallélogramme  (fig.  71  ). 

Démontrer  qu’on  a  :  FT  .  FT'  =  Constante. 

Construire  l’appareil  et  étudier  dans  quelles  limites  il  peut  servir  d’in¬ 
verseur. 


Opérer  sur  quelques  figures  dont  on  connaît  les  inverses,  par  oxcn.4  .e 
sur  une  série  de  cercles  admettant  même  axe  radical. 
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B 


A  quelle  condition  les  points  O,  D, 


178.  Inverseur  Peau  cellier. 

1°  —  Le  parallélogramme  articulé 
ABCD  est  complété  par  les  tiges  égales 
AO,  CO,  articulées  en  O.  Les  points 
O,  D,  B,  sont  toujours  en  ligne  droite. 

Montrer  qu’on  a  : 

(JD  .  O  B  =  Constante. 

Supposons  O  fixe;  les  points  BetD 
décrivent  des  courbes  inverses  C,  G'. 

Par  exemple,  si  D  décrit  un  cercle, 
B  décrit  un  autre  cercle. 

Dans  quel  cas  le  point  B  décrit- il 
une  droite  (inverseur  circulo- recti¬ 
ligne,  fig.  129)? 

2°.  —  Généralisation. 

Montrer  qu’il  est  possible  de  rem¬ 
placer  le  parallélogramme  par  un 
quadrilatère  orthodiagonal  (§  116). 
B,  restent-ils  en  ligne  droite  (fig.  130;? 


Fig.  129.  —  Inverseur  circulo  -  rectiligne. 
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Dans  la  figure  plus  générale  obtenue,  montrer  qu’il  est  possible  de 
remplacer  les  tiges  CD,  AD,  par  des  tiges  parallèles  C'D',  A'D'. 


Considérons  trois  points  0o  D,,  B1?  divisant  les  tiges  AO,  AD,  AB, 
dans  le  même  rapport.  Montrer  qu’ils  restent  toujours  en  ligne  droite. 

Étudier  le  produit  : 

OjDj  .  01B1. 

Construire  l’appareil  ;  déterminer  dans  quelles  limites  il  peut  servir. 

179.  Propriétés  générales  des  courbes  inverses. 

1°.  —  Soient  deux  courbes  C1?  C/,  et  leurs  conjuguées  C2,  C'2. 

Les  points  communs  aux  premières  ont  pour  conjugués  des  points 
•communs  des  secondes. 

L’ordre  du  contact  entre  les  courbes  ^  et  C/  en  un  point  A1  commun  à 
ces  courbes ,  peut  être  considéré  comme  défini  par  le  nombre  de  points 
communs  d’abord  distincts ,  qui  finissent  par  coïncider  en  At  (M.  G.,  §  33 
et  présent  volume,  §  13).  Il  résulte  de  là  que  les  courbes  Ct  et  C/  d’une 
part,  G2  et  C2'  de  l’autre  ont  en  leurs  points  conjugués  communs  le 
.même  ordre  de  contact. 

Si  Cj  et  C/  se  coupent,  C2  et  C2'  se  coupent  également. 

Si  C1  et  C,'  sont  tangentes,  C2  et  C2'  le  sont  aussi,  ... 

2°.  —  Par  inversion,  une  droite  se  transforme  en  un  cercle  passant 
par  le  pôle,  et  inversement.  Un  cercle  ne  passant  pas  par  le  pôle  a  "un 
cercle  pour  conjugué  (M.  G.,  §  237). 

Donc  à  une  courbe  G,  et  à  sa  tangente  au  point  A,,  correspondent  la 
courbe  C2  et  un  cercle  tangent  au  point  A2  conjugué  de  At. 

A  une  courbe  G,  et  à  son  cercle  osculateur  au  point  A, ,  correspondent 
la  courbe  C2  et  son  cercle  osculateur  au  point  A2  conjugué  de  A^ 
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Enfin  à  une  courbe  G!  et  à  sa  tangente  d’inflexion  au  point  Aj  d'in¬ 
flexion,  correspondent  la  courbe  C2  et  son  cercle  osculateur  au  point  A2 
conjugué  de  Aj  ;  ce  cercle  passe  par  le  pôle.  Inversement,  si  le  cercle 
osculateur  de  la  courbe  G!  au  point  Ai  passe  par  le  pôle,  la  courbe  inverse 
C2  présente  une  inflexion  au  point  A2  conjugué  de  A,. 

3°.  —  Supposons  que  C1  possède  une  asymptote.  Par  inversion,  l’asym¬ 
ptote  devient  un  cercle  passant  par  le  pôle  ;  il  est  tangent  en  ce  point  à 
la  courbe  C2  conjuguée  de  Cr  Si  l’asymptote  passe  par  l’origine,  elle  est 
sa  propre  conjuguée  par  inversion;  elle  est  donc  tangente  à  C2. 

Pour  se  rendre  compte  de  la  transformation  d’une  courbe  et  de  son 
asymptote,  étudier  les  inverses  de  l’hyperbole  équilatère  xy  =  1  : 
par  rapport  à  un  point  quelconque, 
par  rapport  à  un  point  pris  sur  l’une  des  asymptotes, 
par  rapport  au  point  x  =  0,  y  =  0  ( lemniscate  de  Bernoulli,  §  274). 

180.  i°.  —  L’expression  du  rayon  de  courbure  p  en  coordonnées 
polaires  est  donnée  au  §  92  du  Cours  de  M.  G.  et  rappelée  au  §  23  de  ce 
présent  volume. 

Les  inflexions  de  la  courbe  f  (r,  Ô)  =  0,  correspondent  à  p  =  oc  : 

1  +  2 {w)  -rdF  =  0’  ou  encore:  _+-^(_)  =  o. 

Quelle  est  la  courbe  dont  tous  les  points  sont  d’inflexion? 

2°.  —  Montrer  que  les  points  d’une  courbe  où  les  cercles  oscillateurs 
passent  par  l’origine  O  des  coordonnées  polaires,  sont  déterminés  par 
le  système  d’équations  : 

f  (r>  8)  =  0,  r+U=  0. 

Trouver  une  courbe  dont  tous  les  cercles  osculateurs  passent  par  un 
point  fixe,  sont  orthogonaux  ou  tangents  à  un  cercle  fixe. 

181.  Courbes  anallagmatiques. 

i°.  —  On  appelle  anallagmatiques  des  courbes  qui,  pour  un  choix 
convenable  du  pôle  et  du  module  d’inversion,  se  transforment  en  elles- 
mêmes.  Soient  O  le  pôle,  &2  le  module;  les  points  de  fanallagmatique 
vont  deux  par  deux  Q  et  Q'  situés  sur  les  droites  passant  par  le  pôle; 
leurs  distances  au  pôle  sont  telles  qu’on  ait  : 

ÔQ  .  ÔQ'  =  ±.k\ 

Les  équations  polaires  des  anallagmatiques  sont  de  la  forme  : 

r2  -f-  2r/e/,(9)  dz  &2  =  0.  (1) 

Posons  r)\  =z h  /c2;  l’équation  en  rt  est  identique  à  (1). 

2°.  —  Montrer  qu’une  anallagmatique  est  l’enveloppe  d’un  cercle  G 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbitraire  MAN  "appelée  déférente ), 
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et  dont  le  rayon  a  est  lié  à  la  distance  R  =  OA,  du  centre  au  pôle  par 
l’équation  :  R'2  —  a2  =  =b  fc2. 

L’équation  du  cercle  est  évi¬ 
demment  : 

a2  =  R2  -f-  r2  —  2R r  cos  (0  —  a) , 

r2  —  2Rr  cos  (0  —  a)  zb  Jâ  =  0. 

Le  mouvement  du  centre  est 
défini  par  la  condition  : 

R  =  cp  (a). 

Achever  la  démonstration. 

Il  résulte  de  l’équation  du 
cercle  mobile  qu’il  est  lui-même 
constamment  anallagmatique 
par  rapport  au  pôle  O  (§175).  Le 
théorème  a  donc  pour  énoncé 
équivalent  :  toute  courbé  anallagmatique  est  l’enveloppe  d’une  circonfé¬ 
rence  anallagmatique  dont  le  centre  décrit  une  certaine  courbe  ( déférente ). 

Montrer  que  la  déférente  est  l’enveloppe  des  droites  menées  perpendicu¬ 
lairement  au  milieu  des  segments  QQ'qui  joignent  les  points  conjugués. 

3°.  —  Qu’arrive -t- il  lorsque  la  trajectoire  du  centre  est  l’axe  Oæ? 

On  envisagera  successivement  les  deux  signes. 


182.  Exemple  de  systèmes  anallagmatiques. 

i° .  —  Système  de  deux  cercles. 
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Fig.  133. 


Construire  point  par  point  la  courbe  déférente  qui  est  une  hyperbole . 

Déterminer  son  centre,  ses 
sommets  et  ses  asymptotes. 

On  appliquera  la  remarque 
qui  termine  le  2°  du  §  181. 

Qu’arrive- 1- il  quand  le 
rayon  du  cercle  C  est  nul? 

2°.  — Système  d’une  droite 

ET  D’UN  CERCLE. 

Le  système  anallagmatique 
est  constitué  par  le  cercle  C 
et  la  droite  C'  ;  le  pôle  d’inver¬ 
sion  est  en  O  (fig.  133). 

La  déférente  est  une  para¬ 
bole  :  on  déterminera  son 
sommet  ;  on  la  construira 
point  par  point. 

3°.  —  (Voir  page  158.  ) 

183.  Emploi  de  la 
méthode  d’inversion  pour 
résoudre  des  problèmes  ou 
démontrer  des  théorèmes. 

La  méthode  est  précieuse 
quand  on  ne  rencontre  dans  la  figure  que  des  droites  et  des  cercles.  Par 
un  choix  convenable  du  pôle  d’inversion,  elle  permet  de  transformer 
des  cercles  en  droites  ou  inversement  :  certaines  propriétés  apparaissent 
alors  avec  évidence.  Voici  des  exemples. 

Nous  utiliserons  la  propriété  d’invariance  des  angles  démontrée  au 
§  237  du  Cours  de  M.  G.  et  rappelée  au  §  175  de  ce  Cours. 

i°.  —  On  donne  deux  droites  A,  B,  et  leur  bissectrice  C.  On  trace  les 
cercles  tangents  aux  deux  droites  A  et  B,  ayant  par  conséquent  leurs 
centres  sur  la  droite  C,  se  touchant  sur  cette  droite  quand  ils  sont  tan¬ 
gents  entre  eux. 

On  transforme  par  inversion.  Quelles  sont  les  propositions  qui  corres¬ 
pondent  aux  propriétés  évidentes  ci-dessus  énoncées? 

Que  peut- on  appeler  cercle  bissecteur  de  deux  cercles  qui  se  coupent? 

2°.  —  On  considère  le  système  formé  par  des  cercles  concentriques  et 
par  les  diamètres  communs.  Ces  deux  systèmes  de  courbes  sont  évidem¬ 
ment  orthogonaux. 

On  transforme  par  inversion.  Quel  double  système  de  courbes  ortho¬ 
gonales  obtient- on? 

3°.  —  Montrer  que  deux  cercles  qui  se  coupent  ont  pour  conjugués 
deux  cercles  égaux,  lorsqu’on  prend  pour  pôle  d’inversion  un  point 
quelconque  de  l’un  des  deux  cercles  bissecteurs  des  premiers;. 
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Réciproquement,  étant  donnés  deux  cercles  G  et  G',  quel  est  le  lieu  des 
points  M  du  plan  qui,  pris  comme  pôles  d’inversion,  transforment  G  et 
G'  en  des  cercles  égaux. 

4°.  —  par  deux  points  donnés  A  et  B  faire  passer  un  cercle  qui  coupe 
un  cercle  donné  sous  un  angle  donné. 

5°  —  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cercle  tangent  à  une 

# 

courbe  donnée. 

Par  un  point  donné,  faire  passer  un  cercle  qui  touche  deux  courbes 
données. 

184.  Courbe  inverse  de  l’ellipse  par  rapport  à  son  centre. 

i°.  —  Déterminer  l’équation  de  l’inverse  de  l’ellipse  : 


+  j£_-i 

a2  +  /r  ’ 


(1) 


par  rapport  à  l’origine  des  coordon¬ 
nées. 

Construire  la  courbe  ;  la  com¬ 
parer  à  la  podaire  d’une  ellipse 
convenablement  choisie  (§  303  et 
M.  G.,  §  150). 

Déterminer  les  points  d’inflexion. 

•  2°.  —  Déterminer  les  points  de 
l’ellipse  (1)  pour  lesquels  le  cercle 
oscillateur  passe  par  le  centre  de 
l’ellipse  (§180). 

185.  Inverse  de  la  dévelop¬ 
pante  de  cercle  :  spirale  tractrice. 

1°. —  Soit  donnée  la  développante 
du  cercle  sous  la  forme  (M.  G.,  §99)  : 

x  =  cos  0  -f-  0  sin  6 , 
y  =  sin  0  —  0  cos  6  ; 

en  donner  l’équation  en  coordonnées  polaires  r,  a,  par  élimination  du 

paramètre  auxiliaire  0. 

2°.  —  Donner  l’équation  de  la  courbe  inverse  et  la  construire.  Elle  est 
connue  sous  le  nom  de  spirale  tractrice  (voir  aussi  §  375).  On  trouve  : 

_ 


Fig.  134. 


—  Développante  de  cercle 
et  son  inverse. 


a 


r 


—  arctg 


v/i 


r 


183.  Cardioïde  et  parabole. 

i°.  —  Construire  les  courbes  inverses  (M.  G.,  144  et  237)  ; 


0 


r  =  q(\  4"  cos  9)  =  2q  cos'2  ^  , 


_  P 

1  -f  cos  6  9 


cardioïde; 

parabole. 
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2°.  —  Déterminer  pour  la  cardioïde  la  relation  qui  existe  entre  l’angle 
a  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente,  et  l’angle  0  que  fait  le  rayon  vecteur 
avec  la  droite  de  référence. 

Mon  trer  qu’on  a  :  6  =  2x  —  tt. 


Fig.  135.  —  Cardioïde. 


Est- il  possible  de  tirer  cette  relation  des  propriétés  de  la  tangente  à  la 
parabole  (M.  G.,  §  125,  2°)  et  des  propriétés  de  l’inversion? 

3°.  —  S’appuyant  sur  la  propriété  démontrée  au  §  27,  calculer  la  dif¬ 
férence  des  angles  6  pour  les  points  où  les  tangentes  à  la  cardioïde  sont 
parallèles. 

4°.  —  Les  tangentes  à  la  cardioïde  aux  extrémités  d’une  corde  passant 
par  le  point  de  rebroussement  O  sont  perpendiculaires  l’une  sur  l’autre. 

5°.  —  On  sait  que  le  lieu  de  la  projection  du  foyer  d’une  parabole  sur 
les  tangentes  (podaire  par  rapport  au  foyer)  est  la  tangente  au  sommet. 
Donc  les  distances  des  tangentes  au  foyer  sont  proportionnelles  aux 
rayons  vecteurs  d’une  droite  quelconque  normale  à  l’axe  de  la  parabole. 

Prenons  les  inverses  des  tangentes  à  la  parabole;  elles  deviennent  des 
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cercles  tangents  à  la  cardioïde  et  passant  par  le  point  de  rebroussement 
(§  179).  Montrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles  est  un  cercle  pas¬ 
sant  par  le  point  O  et  dont  le  centre  est  sur  Ox.  Calculer  son  rayon. 

187.  Inversion  généralisée. 

i<>.  —  Conjuguons  les  trois  courbes  C,  Gi ,  C2,  d’équations  polaires  : 

r  =  fw,.  **!  =  /;  W,  r,  =  f,W,  (1) 


par  la  condition  : 

r1r2  =  r2.  (2) 

On  retombe  sur  l’inversion  proprement  dite  en  supposant  que  la 
courbe  C  est  un  cercle  ayant 
le  pôle  O  comme  centre.  Le 
produit  rp\2  est  alors  cons¬ 
tant. 

On  peut  se  donner  les 
courbes  C1  et  C2  et  se  proposer 
de  déterminer  C. 

2°.  —  Montrer  que  pour 
chaque  direction  0,  il  existe 
entre  les  angles  a ,  a1 ,  a2 
que  les  courbes  font  avec  le 
ravon  vecteur,  la  relation  : 

119 

(3) 

tg  y\  ig  a2  tg  a 

Que  devient  la  relation  (3) 
dans  le  cas  de  l’inversion 
proprement  dite  ? 

A  partir  de  la  relation  (3), 
trouver  une  construction  de 
la  tangente  à  la  courbe  C,  les 

courbes  C,  et  C2  étant  con-  Fig.  136.  —  Inversion  généralisée, 

nues. 

Étudier  cette  construction  dans  le  cas  de  l’inversion  ordinaire,  les 
courbes  C1  et  C.2  étant  une  droite  et  un  cercle. 

3°.  —  Montrer  que  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  des 
courbes  G,  G,,  C2  (l’origine  restant  la  même  que  précédemment)  sont 
liées  par  les  formules  : 

xxx2  =  x*,  yxy2  =  î/2. 

Appliquer  au  cas  de  l’inversion  proprement  dite. 

4,(.  —  Il  est  clair  que  la  courbe  G  passe  par  les  points  communs  aux 
courbes  C1  et  C,2.  Cette  remarque  est  utile  pour  déterminer  les  valeurs  de 
certaines  constantes  inconnues  ;  on  trouvera  plus  loin  des  exemples. 


150  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

188.  Applications. 

1°.  —  On  prend  pour  courbes  Ct  et  C2  deux  spirales  logarithmiques  : 

ri  =  acm() ,  r2  =  <xe^ . 

Montrer  que  la  courbe  G  est  encore  une  spirale  logarithmique. 

Que  devient  l’équation  (3)  du  §  187  ? 

2°.  —  On  prend  pour  courbes  Cx  et  C2  deux  droites  rectangulaires. 

On  choisira  les  axes  Ox,  O  y ,  parallèles  à  ces  droites. 

Montrer  que  la  courbe  C  est  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymp¬ 
totes  sont  des  droites  passant  par  O  et  parallèles  aux  droites  données. 

Étudier  la  construction  des  tangentes  à  la  courbe  G. 

3°.  —  On  prend  pour  courbes  G,  et  C2  deux  cercles  passant  par  le  point 
O  et  se  coupant  à  angle  droit.  On  choisira  pour  axes  Ox,  O  y ,  les  droites 
joignant  le  point  O  aux  deux  centres. 

Montrer  que  la  courbe  G  est  une  lemniscate  de  Bernoulli  (§  274). 

4°.  —  On  prend  pour  courbes  Gt  et  C2  les  paraboles  générales  : 

y  x  =  ax? ,  y.2  =  bx 

Montrer  que  la  courbe  C  est  une  parabole  de  même  forme  : 

y  =  cxp. 

Calculer  p  en  fonction  de  m  et  de  n. 

On  appliquera  aux  courbes  : 

yî=æ  i?  2/2  =  1.  - 

Tracer  la  courbe  y. 

5°.  — -  On  prend  pour  courbes  C1  et  C2  deux  cercles. 

Dans  quel  cas  la  courbe  G  est-elle  un  cercle? 

Construire  la  courbe  C  dans  le  cas  général. 

Étude  générale  du  système  à  six  tiges. 

Nous  avons  dit  dans  la  préface  pour  quelle  raison  nous  attachons  aux 
transformations  mécaniques  simples  une  importance  extrême  :  la  compa¬ 
raison  des  formules  aux  résultats  de  l’opération  matérielle  montre,  mieux 
que  tous  les  raisonnements,  le  caractère  instrumental  des  Mathéma¬ 
tiques.  Nous  donnons  donc  ici  comme  exercices  l’étude  générale  du  sys¬ 
tème  composé  de  six  tiges  deux  à  deux  égales,  formant  deux  systèmes 
symétriques  :  c’est  la  généralisation  du  mécanisme  de  Peaucellier. 

Le  lecteur  voudra  bien  construire  les  appareils. 

189.  Appareil  Peaucellier  généralisé. 

i°.  —  Les  extrémités  O,  D,  B,  des  tiges  sont  articulées  avec  des  tiges 
égales,  de  sorte  que  les  trois  points  O,  D,  B,  sont  toujours  en  ligne  droite  : 
la  figure  137  représente  donc  la  moitié  de  l’appareil. 

Déterminer  les  relations  entre  les  distances  marquées  u  et  v  sur  la 
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figure.  On  posera  par  raison  d’homogénéité,  et  bien  que  A2  et  B2  ne  soient 
pas  nécessairement  des  quantités  positives  : 

A2  =  c2  —  a -,  B2  =  (c  -f-  dy  —  b 2,  m  =  c  :  (c  +  d). 


Oii  appellera  respectivement  œ,  y;  x',  y'  ;  les  coordonnées  des  points  E 

et  G. 


On  trouve  en  définitive  : 

A2  -j-  n2  u 

— — - — T  — m  —  j 

B-  -f  v  v  7 


(d 


Ces  formules  établissent  donc  la  nature  de  la  transformation  en  coor¬ 
données  polaires  quand  le  point  O  est  invariable. 

2°.  —  On  peut  supposer  que  c’est  maintenant  le  point  D  qui  est  fixe. 
L’hypothèse  ne  change  évidemment  pas  les  relations  précédentes;  elle 
modifie  seulement  les  notations. 

Montrer  qu’il  suffit  de  remplacer  dans  I  : 


u  par  —  u ,  v  par  v  —  u , 

D'ou  la  relation  : 


A2  + _  :nu 

B2  +  (a  —  u )-  v  —  u  * 


(m 


3°.  —  On  peut  enfin  supposer  que  c’est  le  point  B  qui  est  fixe. 
Montrer  qu’il  suffit  de  remplacer  dans  I  : 


D’où  la  relation  : 


v  par  a,  u  par  a  —  u. 

A2  (a  —  uy1  _ m(v  —  u) 

“B2-pâ*  —  " 


a 


(III) 
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190.  Cas  particulier.  On  suppose  fixe  le  point  O. 

1°.  —  P  ANTO  GRAPHE. 

Faisons  : 

'  a  c 

rr  =  — i — r  = 

[^6  c  •"}-  ci 

La  relation  (I)  devient  : 

u  =  mv. 

L’appareil  est  un  pantographe  (§  13G). 

2°.  —  Inverseur  de  Peaucellier. 

Faisons  : 

d  =  0,  a  =  b ,  A2  =  B2,  m  =  1 . 

La  relation  (I)  devient  : 

uv  =  A2. 

Nous  retrouvons  Y  inverseur  de  Peaucellier  (§  178). 

3°.  —  Faisons  : 

A2  =  0,  ou  B2  =  0  ; 
nous  trouvons  les  deux  transformations  : 

M  =  mp  +  —  ),  «  =  - - A2. 

Dessiner  les  appareils  correspondant  à  ces  hypothèses. 

4°.  —  Compas  cissoïdal. 

Supposons  que  le  point  B  décrive  un  cercle  passant  par  le  pivot  fixe  0  : 

v  =  2R  cos  6, 

est  son  équation  polaire.  Faisons  A2  =  0;  le  point  D  décrit  la  courbe  : 

u  =  m  (2R  cos  6  +  o./' — r)  • 

V  1  2R  cos  6  / 

Son  rayon  vecteur  est  la  somme  d.es  rayons  vecteurs  d’un  cercle  pas¬ 
sant  par  l’origine  et  d’une  droite.  C’est  une  cissoïde  de  cercle  et  de  droite  : 
nous  reviendrons  dessus  plus  tard  (§  315). 

5°.  —  Lemniscate. 

Supposons  que  le  point  B  décrive  un  cercle  ne  passant  pas  par  le  point 
fixe  O,  dont  par  conséquent  l’équation  est  : 

v 2  —  2op  cos  O  -f-  B2  —  R2  =  0  ; 

h  est  la  distance  du  centre  à  l’origine. 

Faisons  : 

A2  =  0,  B2  =  R2  —  û2  ; 
m  =  1,  d  =  1,  a  =  c. 

Il  reste  : 
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En  particulier,  on  obtient  la  Lemniscate  de  Bernoulli  (M.  G.,  §  237)  en 
faisant  : 

2R2  =  S2,  b2  — a2  =  R2; 

il  vient  : 

u2  =  4R2(1  —  2  sin2  6)  =  4R2 .  cos  29. 

Nous  retrouverons  cette  courbe  au  §  274. 

191.  Extracteur  binôme  quadratique.  On  suppose  fixe  le 
point  D. 

Faisons  (fig.  138)  dans  la  formule  I 

a  =  c  =  d;  m  =  0,5,  A  =  0. 

Il  reste  : 

u2  =  B2  +  v2. 

On  remarquera  que  le  point  D  fixe  est  le  centre  du  losange  dans  l’in¬ 


verseur  de  Peaucellier.  Du  reste,  on  peut  construire  plus  simplement 
l’appareil  en  n’utilisant  que  quatre  barres;  elles  sont  marquées  en  traits 
renforcés  dans  la  figure  138. 

192.  Application.  Courbe  conjuguée  d’un  cercle. 

Comme  application,  on  supposera  que  le  point  O  décrit  un  cercle  F 
passant  par  le  pivot  fixe  D. 

Tracer  la  courbe  conjuguée  décrite  par  le  point  B. 

Déterminer  d’abord  la  portion  du  plan  dans  laquelle  peut  se  trouver  le 
point  O  ;  elle  est  limitée  par  deux  cercles  de  centre  D  dont  on  calculera 
les  rayons. 
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Distinguer  les  cas  où  le  cercle  r  ne  coupe  pas  ces  cercles  limites,  coupe 
l’un  d’eux,  enfin  les  coupe  tous  les  deux.  Que  résulte -t- il  dans  chaque 
cas  pour  la  courbe  décrite  par  le  point  B? 

La  figure  139  suppose  OC  >  BC. 


H]  or 

*  ‘o* 


139. 


Étudier  le  cas  où  OC  <  BC,  le  point  O  décrivant  toujours  un  cercle 
passant  par  le  pivot  immobile. 

Donner  la  solution  analytique  du  problème  après  avoir  trouvé  sa  solu¬ 
tion  mécanique. 

193.  Résolution  de  l’équation  du  troisième  degré. 

Supposons  fixe  le  point  D.  Posons  m  —  0,5. 

Ordonnons  l’équation  II  par  rapport  à  u. 

Il  vient  :  -  _•  ' 

u 3  -f-  (2 A2  —  B2  —  v*)u  —  2A2u  =  0,  (1) 

■équation  du  troisième  degré  en  u  de  la  forme  : 

u3  -f-  pu  +  4  —  0. 

Utiliser  le  mécanisme  pour  résoudre  une  équation  donnée. 

On  choisira  arbitrairement  a-  et  v .  Les  équations  de  conditions  : 

p  =  2A2  —  B2  —  u2,  q  =  —  2A2t\ 
donneront  fr2  et  c2,  ce  qui  permettra  de  construire  l’appareil. 
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3La  figure  140  montre  qu’effectivement  il  peut  exister  trois  racines 


Téellcs.  Discuter  les  conditions  de  réalité  des  racines  au  moyen  de  l’ap* 
pareil. 


Inversion  cartésienne. 


194.  Inversion  cartésienne  uniaxiale. 
i°.  —  L’inversion  cartésienne  uniaxiale  est  définie  par  les  formules  de 
transformation  (fig.  141)  : 

æ  =  X,  yY  =  k~. 

Montrer  qu’on  a  : 


1  dy  1  dY 
y  dx  '  Y  dX 


Déduire  de  l’équation  (1)  un  procédé  de  construction  de  la  tangente  à 
l’une  des  courbes,  connaissant  la  tangente  à  l’autre. 

2°.  —  Généralisation. 

On  donne  les  formules  de  transformation  : 


Montrer  qu’on  a  : 


x  =  X ,  yYm  =  h 2. 


i  dy_ 

y  dx 


Interpréter  l’équation  (2). 


i 
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Appliquer  au  cas  particulier  : 


Fig.  141. 


195.  Applications. 

i°.  —  Transformer  la  droite  : 

•  y  =  px  -J-  q. 

2°.  —  Transformer  la  parabole  (§  53)  : 

y-  =  x. 

3°.  —  Appliquer  la  transformation  : 

*  =  X,  yY  =  l, 

au  cercle  : 

N 

■  x2,  -f*  —  ‘Zay  +  Ou1  —  R2  =  0. 

On  considérera  le  cas  où  a  —  R  ;  en  particulier,  on  fera  R  =  1. 
Tracer  plusieurs  courbes  du  faisceau. 

Déterminer  les  points  d’inflexion. 


196.  Inversion  cartésienne  biaxiale. 

i°.  —  Elle  est  définie  par  les  formules  : 

xX=j%  yY  =  k\ 

Prenant  les  logarithmes,  dérivant,  on  trouve  immédiatement  : 

x  dy  X  dY 

y  dx  Y  dX 

>  . 

Interpréter  cette  formule  et  trouver  une  construction  la  représentant. 
2°.  —  La  tangente  à  la  courbe  x,  y ,  peut  être  déterminée  à  partir  de 
la  tangente  à  la  courbé  X,  Y  (ou  inversement),  en  appliquant  deux  fois 
la  construction  du  §  194.  On  considère  une  courbe  intermédiaire  vielle 
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peut  être  définie  de  deux  manières  suivant  qu’on  commence  la  transfor¬ 
mation  par  Ox  ou  par  O  y. 


a) 

&) 


5  =  X,  vj  Y  =  &2  ; 
lx=j\  ' n  =  y • 


n  =  Y,  ÜX  =  f; 
t,!/  =  ft2,  Ç  =  x. 


197.  Cruciforme,  puntiforme. 

Appliquer  l’inversion  cartésienne  biaxiale  à  la  conique  : 


a*  —  6» 


Si  la  conique  est  une  ellipse,  on  obtient  la  cruciforme  (§  63  et  454). 
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Si  c’est  une  hyperbole,  on  obtient  la  puntiforme  (§  454). 


Fig.  144. 


198.  Chercher  l’effet  de  l’inversion  cartésienne  biaxiale  sur  les 
équations  de  la  forme  : 

ynxm=  Constante. 

A  quelle  conditions  sont-elles  transformées  en  elles- mêmes? 


Addition  au  §  182. 

3°.  —  Cycliques. 

Plus  généralement,  lorsque  la  déférente  est  une  ellipse  ou  une  hyper¬ 
bole  (le  pôle  étant  placé  n’importe  comment),  la  courbe  anallagmatique 
est  une  quartique.  Lorsque  la  déférente  est  une  parabole,  la  courbe  anal¬ 
lagmatique  est  une  cubique  qui  passe  par  le  pôle.  Quand  la  déférente  est 
une  conique,  l’anallagmatique  prend  le  nom  de  cyclique. 
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Transformation  générale  de  Newton. 

109.  Définition. 

i°.  —  On  donne  deux  courbes  G  et  G'.  On  mène  par  l’origine  O  une 
droite  quelconque  OAA' ;  elle  détermine  deux  points  et  quatre  coor~ 

données:  x,  y;  x,  y'. 

On  construit  les  courbes  r  et  r  dont  les  coordonnées  sont  : 

x,y';  x',y. 

A  chaque  couple  de  points  A,  A',  correspond  un  couple  oc,  oc'. 


2°.  —  Soient  les  équations  : 

de  G  f(x,y)  =  0,  de  C/  F(x,t/)  =  0. 

Soit  y  =  rnx,  l’équation  de  la  droite  OAA'. 
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Montrer  que  l’équation  de  la  courbe  r  s’obtient  en  éliminant  m  du  sys¬ 
tème  : 

f{~m  ’  rl)  =  0>  F«,m5)  =  0. 

Montrer  que  l’équation  de  la  courbe  T'  s’obtient  en  éliminant  m  du 
système  : 

=  0,  F(^,V)  =  0. 

200.  Cas  particulier. 

Les  deux  courbes  C  et  C'  restant  quelconques,  on  peut  supposer  que 
les  sécantes  qui  servent  à  conjuguer  leurs  points  deux  à  deux  (au  lieu  de 
passer  par  un  point  O  qu’il  est  loisible  de  prendre  pour  origine  des  coor¬ 
données)  sont  parallèles.  Les  sécantes  ont  alors  pour  équations  : 

y  =  mx  n, 

où  m  est  constant,  n  variable. 

Montrer  que  l’équation  de  la  courbe  T  s’obtient  en  éliminant  n  du  sys¬ 
tème  : 

-,ï))  =  0,  F (ï,  m\  +  n)  =  0. 


Montrer  que  l’équation  de  la  courbe  r'  s’obtient  en  éliminant  n  du  sys¬ 
tème  : 

/>«',*»?' +  n)  =  0,  F(i-“  ”  ,  V)  =  0. 
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201.  Application  à  des  cercles  ;  huit. 


•  *  / 

i°.  —  On  prendra  pour  courbes  C  et  G'  les  cercles  d’équations  : 

x*  +  2/2  =  a2?  a;2  +  —  Zby  =  0. 

yy 
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On  déterminera  successivement  les  courbes  r'  et  r  (fig.  147  et  148). 

On  obtient  la  parabole  :  ci' y  =  2b  (a2  —  x2) , 

et  la  quartique  (§  92)  :  a^x1  =  4b2?/ ( a2  —  y-). 

Nous  retrouverons  cette  courbe  au  §  205.  C’est  la  lemniscate  do 
Cérôno  généralisée;  elle  est  appelée  huit. 

2°.  —  On  prendra  pour  courbes  C  et  C'  les  cercles  d’équations  : 

x2  +  y~  =  x2  -f-  î/2  =  b 2, 

Les  courbes  T  et  r'  sont  des  ellipses. 


Hyperbolisme. 


202.  Définition. 

i°.  —  On  suppose  que  l’une  des  courbes  de  la  transformation  générale 
est  une  droite  parallèle  à  Ox  :  d’où  la  définition  suivante  (fig.  149). 

On  donne  une  courbe  C  et  une  droite  A  parallèle  à  Ox.  Par  l’origine 
des  coordonnées  O,  on  mène  la  droite  OAP  qui  conjugue  un  point  A  de 
la  courbe  C,  avec  un  point  P  de  la  droite  A.  On  mène  PQ  parallèle  à  O  y  % 
RA  parallèle  à  Ox\  on  demande  les  relations  qui  existent  entre  les  coor¬ 
données  X,  Y,  du  point  A  et  les  coordonnées  x,  y,  du  point  conjugué  a. 

Posons  OD  =  a  ;  on  trouve  aisément  : 


t 


♦ 


Tirer  ces  formules  des  expressions  générales  du  §  199. 

La  courbe  c  est  dite  Yhyperbolisme  de  la  courbe  C;  la  courbe  C  est 
dite  ïantihyperbolisme  de  la  coufbè  c *  f 
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2°.  —  Chercher  les  propriétés  générales  de  la  transformation  hyper¬ 
bolique. 

Déterminer  le  point  de  rencontre  t  des  tangentes  T  et  t  aux  points 
conjugués  A  et  a. 

Où  la  courbe  c  a-t-elle  sa  tangente  verticale? 

Où  les  courbes  C  et  c  se  rencontrent-elles? 

3°.  —  Étudier  l’hyperbolisme  de  la  droite  :  Y  =  pX  -f  q. 

Déterminer  la  position  des  asymptotes  de  la  courbe  conjuguée  c. 

203.  Serpentine  (anguinea). 

1°.  —  Construire  l’hyperbolisme  du  cercle  : 

X'2  +  Y2  —  2RX  =  0 ,  par  rapport  à  la  droite  Y  =  a. 

Cette  courbe  est  appelée  serpentine. 

Calculer  son  rayon  de  courbure  et  la  position  de  ses  points  d’inflexion. 
Calculer  l’aire. 


2°.  —  Construire  l’hyperbolisme  de  l’hyperbole  équilatère  : 

‘  X%  —  Y2 —  2RX  =  0.-  - 

Combien  la  transformée  possède -t- elle  alors  d’asymptotes  réelles? 

204.  Cubiques  d’Agnesi. 

—  Construire  l’hyperbolisme  du  cercle  : 

X2  -f-  Y2  —  2RY  =  0 , 
par  rapport  à  la  droite  Y  =  a. 

Calculer  le  rayon  de  courbure,  la  position  des  points  d’inflexion  et 

l’aire. 
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■  On  construira  la  courbe  dans  les  deux  cas  : 


2R  =  a  (  versiera  d’ Agnesi  ) , 

R  =  a  (pseudo- versiera  de  Leibnitz). 


2°.  —  Appliquant  à  cette  dernière  courbe  et  calculant  Paire  de  l’or¬ 
donnée  æ  =  0,  à  l’ordonnée  x  =  a,  démontrer  la  formule  (M.  G 
§  293)  : 


205.  Lemniscate  de  Gérono  ;  antihyperbolisme  d’un  cercle. 
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Cherchons  la  courbe  C  dont  le  cercle  c  : 

x2  q-  y2  =  R2 , 

est  l’hyperbolisme. 

C’est  une  sorte  de  huit  appelé  lemniscate  de  Gérono  (§§61,  92,  201). 
Donner  son  équation  paramétrique  en  prenant  9  pour  variable. 
Calculer  l’aire  comprise  dans  la  courbe. 

Montrer  que  la  rectification  se  ramène  à  une  intégrale  elliptique.  L’arc 
compris  entre  deux  points  de  paramètre  9  et  9  +  u  :  2  est  constant. 


206.  Antihyperbolisme  d’un  cercle  (toupie),  d’une  hyper¬ 
bole  équilatère. 

i°.  —  Chercher  la  courbe  C  dont  le  cercle  c  : 


est  l’hyperbolisme. 


x2  -f-  y2  —  2R  y  =  0, 


Les  formules  du  §  202  résolues  par  rapport  à  x  et  à  y  donnent  : 


D’où  l’équation  de  la  courbe  cherchée  ( toupie ,  quartique  py  ri  forme)  : 


Y3  (Y  —  2R)  +  a2X2  =  0. 

La  construire  et  étudier  ses  points  remarquables. 

Calculer  l’aire  déterminée  par  une  horizontale. 
Qu’arrive-t-il  pour  a  =  2R? 

2°.  —  Chercher  la  courbe  C  dont  l’hyperbole  équilatère  c  : 

—  x'2  +  y~  —  2R  y  =  0, 


est  l’hyperbolisme.  Donner  son  équation  et  la  construire. 
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207.  Antihyperbolisme  d’une  conique. 

Déterminer  l’antihyperbolisme  de  la  conique  : 

xy  =  Aæ2  +  2Bx  -f-  C , 
au  moyen  des  formules  de  transformation  : 

Y  =  y,  X  =  xy. 

. 

On  trouve  immédiatement  les  cubiques  : 

XY2  =  AX'2  +  2BXY  +  GY2. 

Nous  étudierons  l’une  d’elles  (B  =  0),  souslenomd  e  cubique  mixte, 
au  §  328.  Nous  en  étudierons  une  autre  (second  membre  carré  parfait) 
vous  le  nom  de  Courbe  de  Rolle  au  §  329. 

V  —*  *  _  , 

J  ■ 

208.  Moments  statiques  des  aires  planes. 

i°.  —  On  trouvera  la  définition  du  moment  statique  au  §  163  du 
Cours  de  M.  G.  Montrer  que  le  moment  statique  par  rapport  à  Ox 


Fig.  i54.  —  Moment  statique. 

d’une  aire  plane  limitée  par  une  courbe  c,  est  égal  à  un  facteur  près 
à  l’aire  limitée  par  l’antihyperbolisme  C  de  la  courbe  c. 

On  partira  de  l’expression  de  l’aire  limitée  par  la  courbe  G  : 

» 

f  AB  .  <2Y  =  C '  (X"—  X')(iY  =  f(X"  —  X')dÿ. 

Jy0  J  Y0  Jÿ0 

cio,  —  Comment  faut-il  choisir  A  pour  que  le  facteur  de  proportion¬ 
nalité  soit  l’unité  ? 
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209.  Bi,  tri...  hyperbolisme;  bi,  tri...  antihyperbolisme. 

Rien  n’empêche  d’appliquer  n  fois  la  construction  de  Newton.  Entre 


& 


ïes  coordonnées  de  la  courbe  G  et  celles  de  la  nmo  transformée,  on  a 
les  relations  : 


y _ .  y _ xyn 

y> 

Inversement  on  peut  appliquer  n  lois  la  construction  inverse.  Par¬ 
tant  de  la  courbe  x,  y ,  on  parvient  par  antihyperbolisme  à  la  courbe  X,  Y. 

210.  Détermination  graphique  des  moments  d’inertie  d’une 
aire  plane. 

Monti  er  que  le  moment  d’inertie  par  rapport  à  Ox  d’une  aire  plane 
limitée  par  une  courbe  c  est  (à  un  facteur  près)  égal  à  l’aire  limitée 
par  l’antibihyperbolisme  G  de  la  courbe  c. 

Comme  dans  le  problème  du  §  208,  on  partira  de  l’expression  de  l’aire 
limitée  par  la  courbe  G  mise  sous  la  forme  indiquée. 


Construction  des  courbes  F  [s  (æ),  (y)]  ==  0. 

211.  Méthode  générale. 

1°.  —  Soit  à  construire  la  courbe  : 

Posons  :  Y  =  cp  (x),  X  =  (y), 

Contruisons  les  trois  courbes  (2)  qui  sont  évidemment  plus  simples 
que  la  courbe  (1). 

Prenons  un  pojnt  A  de  coordonnées  X,  Y,  sur  la  courbe  F  (Y,  X)  =  0. 
Menons  des  droites  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Le  point  ax  définit  deux  quantités  qui  satisfont  à  l’équation  :  X  =  •!('/). 
Menons  l’horizontale  d’ordonnée  y. 


F  [*  0*0,  Hy) ]  =o.  (i) 

F  [Y,  X]  =  0.  _  (2) 
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Le  point  a2  définit  deux  quantités  qui  satisfont  à  l’équation  :  Y  =  9  (x). 
Menons  la  verticale  d’ordonnée  x. 

Le  point  a  appartient  à  la  courbe  (1)  proposée. 


Pour  obtenir  cette  çourbe  en  son  entier,  on  prendra  successivement 
tous  les  points  de  la  courbe  auxiliaire  F  (Y,  X)  =  0. 

2°.  —  Cas  particulier. 

Pour  construire  les  courbes  9  (æ)  = (y),  on  prendra  pour  courbes 
auxiliaires  : 

Y  =  9  (æ),  X  =  4.  (y),  Y  =  X. 

On  appliquera  la  construction  à  la  courbe  : 

t/2  +  1  =  x4. 

212.  Autre  manière  de  présenter  la  méthode. 

i°.  —  Un  rectangle  dont  les  côtés  sont  respectivement  parallèles  aux 
axes,  se  déforme  et  se  déplace  de  manière  que  trois  de  ses  sommets  A, 
at  a2,  soient  sur  trois  courbes  données  G,  ci9  c2. 

On  demande  le  lieu  y  du  quatrième  sommet  a. 

Montrer  qu’il  existe  entre  les.  pentes  P,  p1}  p2,  rc,  des  courbes  G,  ci9 
c2,  y,  relation  : 

P7t  =  p,ps. 

Donner  de  cette  proposition  une  démonstration  analytique  et  une 
interprétation  géométrique. 

Interpréter  géométriquement  ce  qui  arrive  pour  ir,  lorsque  l’une  des 
quantités  P,  pl9  p2,  est  nulle  ou  infinie.  Construire  les  figures  corres¬ 
pondantes. 
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5°.  —  Les  trois  courbes  G,  ciy  c2,  sont  des  droites  :  qu’est  la  qua¬ 
trième  y? 

Les  courbes  G  et  cA  sont  des  droites  :  quelle  relation  existe-t-il  entre 
les  courbes  c2  et  y? 

Les  courbes  ci9  c2,  sont  des  droites  :  construire  la  tangente  à  y,  con¬ 
naissant  la  tangente  à  C. 


213.  Construction  des  ellipses  et  des  hyperboles. 

„,2 

1°  —  Construire  les  ellipses  : 

au  moyen  des  courbes  auxiliaires 

=  = 


x  i  y‘  a 
- 2~  H - O-  ==  ^  ? 

Cl*  0 1 


Y  ,  A- 1 

■2  *.2  - 


a 


2°.  —  Construire  les  hyperboles  : 
au  moyen  des  courbes  auxiliaires 
x*  =  Y,  */2  =  X; 


x 

cO 


,2 


il _ .2/1  —  1 

2  52  — 


„2  (,2—  *• 


a 


3°.  —  Inversement,  on  prend  pour  courbe  G  le  cercle  X2  -j-  Y2  ==  a2, 
et  deux  droites  pour  courbes  cl  et  c2.  Quelle  est  la  courbe  y? 

214.  Quartique  de  Plücker. 


1°.  —  Étudier  le  faisceau  de  courbes 
où  a  est  un  paramètre  variable  (§06). 


(a*--l)«  +  (y*--l)9=sa#l 


170  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


Parmi  d’autres  courbes  auxiliaires  possibles  (en  donner  des  exemples), 
on  choisira  le  système  des  deux  paraboles  invariables  et  du  cercle  (de 
centre  fixe  et  de  rayon  variable)  : 

æ2  =  Y,  y2  =  X  ;  (X-l)2 +  (Y-l)2  =  a2. 

2°.  —  Voici  les  résultats  qu’on  vérifiera. 


Fig.  158.  —  Quartique  de  Plücker. 

Pour  ct  =  0,  la  quartique  se  réduit  à  quatre  points  : 

x  =  zh  1,  y  =  - 1 1. 

a  croissant  à  partir  de  zéro,  la  courbe  se  compose  d’abord  de  quatre 
ovales  distincts.  Ils  n’admettent  pas  d’inflexion  tant  que  a  est  inférieur 
à  2\]2  :  3.  Il  existe  vingt-quatre  tangentes  doubles  :  les  tracer. 

Quand  a  dépasse  2y2  :  3  et  reste  inférieur  à  1,  ils  admettent  chacun 
deux  inflexions  et  une  tangente  double.  D’où  vingt-huit  tangentes 
doubles  (maximum  pour  une  quartique). 

Pour  a  =  l  (cercle  tangent  aux  axes),  la  quartique  se  décompose  en 
deux  ellipses  : 

x1  -f-  y2  zh  \/2  x\j  —  1 . 
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Pour  1  <  a  <  \'2  ,  la  quartique  se  compose  de  deux  parties  :  l’une 
intérieure  qui  entoure  l’origine  des  coordonnées  et  n’a  pas  d’inflexion; 
l’autre  extérieure  qui  admet  huit  points  d’inflexion  et  quatre  tangentes 
doubles. 

Pour  a  =  la  partie  intérieure  se  réduit  à  l’origine. 

Pour  «>  \/2,  la  courbe  se  réduit  à  la  partie  extérieure  qui  .continue 
à  admettre  huit  points  d'inflexion  et  quatre  tangentes  doubles. 

3°.  —  Étudier  la  courbe  en  fonction  du  paramètre  t  : 

æ2  =  1  +  a  cos  y2  =  l  +  asinL 

Étudier  la  symétrie  de  la  courbe. 

Déterminer  les  points  de  rencontre  avec  les  axes  et  la  courbure  en 
ces  points. 

Déterminer  les  points  de  contact  des  tangentes  doubles  parallèles 
•aux  axes  et  les  rayons  de  courbure  en  ces  points. 

Déterminer,  pour  a  <.  1,  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
•de  l’origine. 

215.  Autres  exemples. 

1°.  —  Construire  le  faisceau  : 

(\/âT  —  l)2  +  —  iy  =  a%  (1) 

4  . 

.au  moyen  des  courbes  auxiliaires  : 

\Zæ=Y,  v/y=X;  (X  —  \f  +  (Y-l)2  =  a2. 

De  quel  degré  est  la  courbe  (1)? 

2°.  —  Construire  le  faisceau  : 

(æ3  —  l)2  +  ( y 3  —  l)2  =  a2.  (2) 


S  '  .  .  % 

Transformation  à  l’aide  de  l’équerre  rectangle. 


216.  Transformation  à  l’aide  d’un  triangle  rectangle. 

1°.  —  Par  un  point  A  d’une  courbe  C,  on  fait  passer  un  des  côtés  d’une 
équerre  rectangle  dont  le  sommet  de  l’angle  droit  pivote  autour  du 
pôle  O.  L’autre  côté  coupe  la  parallèle  à  Ox  menée  par  A  en  un  point  a 
•dont  le  lieu  est  une  courbe  c. 

b 

Montrer  qu’entre  les  coordonnées  des  deux  courbes  il  existe  les  rela¬ 
tions  réciproques  : 


2°.  —  La  tangente  à  la  courbe  C  étant  donnée  au  point  A,  trouver  la 
tangente  à  la  courbe  c  au  point  correspondant  a. 

On  s’appuiera  sur  les  valeurs  des  distances  auxquelles  ces  tangentes 
coupent  l’axe  Ox .  ^ 
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'  3° •  —  0n  fera  très  rapidement  la  transformation  en  utilisant  une 
équerre  en  papier.  Autour  du  sommet  O,  on  maintiendra  une  petite  aire 


supplémentaire  qui  permettra  de  déterminer  l’axe  de  rotation  O  maté¬ 
riellement  avec  une  punaise. 

217.  Cubique  simple  à  centre  (§4). 

Appliquer  la  transformation  précédente  à  l’hyperbole  équilatère  : 

xy  =  k 2. 


218.  Quartiques. 

Appliquer  la  construction  précédente  : 

au  cercle  æ2  +  y 2  =  R2  ;  (on  obtient  le  Cappa ,  §  357) 

à  l’hyperbole  équilatère  x2  —  y1  =  R2. 


219.  Généralisation. 

i°.  —  Par  un  point  A  d’une  courbe  C,  on  fait  passer  un  côté  d’une 
équerre  rectangle  dont  le  sommet  de  l’angle  droit  pivote  autour  du 
pôle  O.  On  fait  également  passer  une  droite  qui  pivote  autour  du  point 
fixe  P  (OP  =  a).  L’intersection  de  cette  droite  et  du  second  côté  de 
l’équerre  détermine  un  point  a  d’une  courbe  c  conjuguée  de  C.  Montrer 
qu’entre  les  coordonnées  X,  Y,  de  A,  et  les  coordonnés  x,  y ,  de  a,  011  a 
les  relations  : 


Yy  +  Xæ  =  0; 


Y _  cixy 

x2-\-  y 2  —  «<£  ’ 


ay- 


x2  -f~  y2  —  cix  * 

Ces  relations  sont  réciproques  :  si  on  résout  par  rapport  à  x  et  y ,  ou 
obtient  des  formules  identiques. 

Montrer  que  l’on  retrouve  les  formules  du  §  216,  si  le  point  P  s’éloigne 
indéfiniment  du  point  O. 


TRANSFORMATIONS  DIVERSES 


17 


9°.  —  Transformer  le  cercle  :  æ2  -f  if-  —  ax  =  0. 
Interpréter  géométriquement  le  résultat. 


220.  Applications. 

1°.  —  Transformer  la  droite  :  x  =  b. 

On  trouve  une  conique.  Discuter  la  forme  de  cette  conique  suivant  la 
valeur  de  b.  Déterminer  ses  axes,  ses  asymptotes  si  c’est  une  hyperbole. 
9°.  —  Transformer  la  droite  :  y  =  b. 

Discuter  le  résultat  en  modifiant  la  valeur  de  b. 


221.  Autre  généralisation  de  la  transformation  précédente. 
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centre  0.  On  prolonge  la  corde  jusqu’à  sa  rencontre  avec  l’horizontale- 
passant  par  A.  On  détermine  ainsi  un  point  a  dont  le  lieu  est  une 
courbe  c 

Montrer  qu’il  existe  entre  les  coordonnées  des  deux  courbes  les  rela¬ 
tions  réciproques  : 


Il  suffit  de  poser  R  =  0,  pour  retrouver  les  formules  du  §  216. 


222.  Bicorne. 

1°.  —  Appliquer  la  construction  précédente  en  choisissant  comme 


courbe  G  une  circonférence  de  rayon  R  égal  à  celui  du  cercle  transfor¬ 
mateur  ,  et  tangente  à  ce  dernier  sur  l’axe  Ox. 

La  quartique  G  obtenue  ( bicorne )  a  pour  équation  : 

y~  (cc2  -j-  y2)  -f-  4R xy1  -f-  R2  (3x*  —  2y2)  —  4R3jj  -f  R4  =  0. 

2°.  —  Exprimer  les  coordonnées  x,  y,  en  fonction  du  paramètre  <p. 

Montrer  que  le  bicorne  est  une  courbe  unicursale,-  -  ....... 

Déterminer  les  points  d’inflexion,  les  tangentes  de  rebroussement. 

223.  Transformation  à  l’aide  de  deux  équerres  rectangles- 

On  donne  deux  points  sur  Oæ  d’abscisses  x  =  ±ia. 

Soit  un  point  p  d’une  courbe  c;  faisons  passer  par  ce  point  un  des¬ 
côtés  de  deux  équerres  rectangles  dont  les  sommets  de  l’angle  droit 
pivotent  autour  des  points  A  et  B.  Le  point  P  conjugué  de  p  est  l’inter¬ 
section  des  deux  autres  côtés.  Il  est  clair  que  la  transformation  est  réci¬ 
proque  (.§  166).  \  ‘  ::  ' .  ü-  ..  il 
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Montrer  quon  a  les  relations  réciproques  : 

X  -f-  æ  =  0,  Y y  —  x2  —  a2. 


Étudier  cette  transformation. 

Calculer  dY  :  dX.  en  fonction  de  x,  y ,  et  de  leurs  dérivées. 
Calculer  d2Y  :  dX2  en  fonction  de  æ,  y,  et  de  leurs  dérivées. 


sant  la  tangente  à  l’autre  :  on  s’appuiera  sur  les  propriétés  des  traces 

des  tangentes  sur  Ox. 

•  >  / 

224,  Applications. 

1°.  —  Transformer  une  droite  parallèle  à  O  y.  Démontrer  géométri¬ 
quement  le  résultat  obtenu. 

Transformer  une  droite  parallèle  à  Ox. 

Transformer  une  droite  quelconque. 

2°.  —  Transformer  un  cercle  de  centre  O  : 

x*+y==RV 

La  transformée  est  une  quartique  que  l’on  construira. 

Transformer  un  cercle  passant  par  les  points  A  et  B  (voir  §  166).. 

r 

Etudier  comment  la  quartique  se  décompose. 

Transformation  à  l’aide  d’un  losange  articulé. 

225.  Transformation  à  l’aide  d’un  losange  articulé. 

i°.  —  Deux  sommets  A,  C,  d’un  losange  articulé  sont  assujettis  à 
décrire  la  droite  XX  qu’on  prendra  pour  axe  Ox, 
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On  ajoute  deux  tiges  supplémentaires  égales  ÂE  =  CE . 

On  posera  :  AE  =  c,  ÂD  =  a. 

Quand  E  décrit  une  courbe,  quelle  est  la  définition  de  la  courbe  con¬ 
juguée  décrite  par  D  ?  Rattacher  la  théorie  de  l’appareil  à  celle  de  Yextrac- 
teur  binôme  (§  191  ). 


Réaliser  l’appareil.  Quand  des  points  doivent  glisser  dans  des  ornières 
(c’est  le  cas  des  points  A  et  C),  les  Anglais  disent  qu’il  y  a  trammotion . 
2°.  —  Appliquer  au  cas  où  E  décrit  la  droite  : 

y  =  px. 

Discuter. 


CHAPITRE  VIII 


TRANSFORMATIONS  AU  MOYEN  DES  IMAGINAIRES 


Trajectoires  orthogonales. 

✓.  ;  *  ■  *  i  • 

226.  La  transformation  au  moyen  des  imaginaires  (M.  G.,  §  234) 

consiste  à  conjuguer  les  points  du  plan  de  la  quantité  complexe 
z  =  x  iy ,  aux  points  du  plan  de  la  quantité  complexe  Ç  =  ;4 -  i  rn 
en  utilisant  comme  opérateur  la  relation  :  Ç=f(z). 

Nous  avons  démontré  au  §  235  du  Cours  de  M.  G.  que  généralement  si 
l’on  décrit  dans  le  plan  des  2  un  très  petit  cercle  de  centre  A,  la  courbe 
conjuguée  dans  le  plan  des  Ç  est  un  très  petit  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  A'  conjugué  de  A  ;  il  est  parcouru  avec  la  même  vitesse  angulaire. 
D’où  la  représentation  conforme. 

Nous  avons  négligé  les  cas  exceptionnels  où  la  fonction  f(z)  s’annule 
ou  devient  infinie.  La  série  d’exemples  qui  suit  initiera  le  lecteur  aux 
propriétés  des  fonctions  d’une  variable  imaginaire,  tout  en  l’habituant 
au  calcul  des  quantités  réelles. 

Que  le  lecteur  ne  s’effarouche  pas  du  langage;  qu’il  fasse  tout  simple¬ 
ment  les  calculs  indiqués  :  il  sera  surpris  de  ne  pas  trouver  l’ombre 
d’une  difficulté. 

227.  On  suppose  que  la  fonction  Ç  =  /(z)  se  réduit  à  une  puis¬ 
sance  de  z  : 

Ç  =  azm  ; 

a  est  une  quantité  réelle  ou  complexe.  . 

i°.  —  Montrer  qu’aux  droites  du  plan  z  passant  par  l’origine  corres¬ 
pondent  des  droites  du  plan  Ç  passant  par  l’origine. 

Montrer  qu’aux  cercles  du  plan  z  ayant  l’origine  pour  centre  corres¬ 
pondent  des  cercles  du  plan  Ç  ayant  l’origine  pour  centre. 

Ces  propositions  sont  connexes. 

2°.  —  On  suppose  que  la  droite  du  plan  z  tourne  avec  la  vitesse  o>;  ce 
qui  revient  au  même,  on  considère  un  mobile  se  déplaçant  avec  la  vitesse 
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iv  =  top,  sur  le  cercle  de  rayon  p.  Montrer  que  la  droite  correspondante 
■du  plan  £  tourne  avec  la  vitesse  »nw,  que  le  mobile  correspondant  du 
plan  £  se  déplace  avec  la  vitesse  mv. 


3°.  —  On  donne  dans  le 
plan  z  des  droites  parallèles 
aux  axes.  On  demande  d’écrire 
immédiatement  (en  vertu 
du  2°)  les  équations  des 
courbes  conjuguées  dans  le 
plan  Ç. 

4°.  —  On  suppose  que  la 
fonction  l  =  f(z)  est  un 
polynôme  en  z  de  degré  m  : 

£  =  aQzm  +  flqz”  ~  1  -f-  . . .  ; 


O  les  coefficients  a  sont  des 

Fig.  165.  quantités  réelles  ou  com¬ 

plexes.  x 

On  demande  de  quelle  nature  est  la  correspondance  des  points  sur  un 
cercle  d'assez  grand  rayon  du  plan  z,  ayant  l’origine  comme  centre,  et 
sur  la  courbe  conjuguée  du  plan  £. 


228.  1°.  —  On  donne  la  relation  (fig.  165)  : 

£  =  (z  —  cq)  (z  —  a2)  (z  —  a3)  ... 

Les  quantités  alf  a.2,  ...  représentent  les  points  A1?  A2,  ...  du  plan  z. 

On  posera  :  z  —  ai  =  rl( cos  Qi  +  i  sin  61  ) , 

z  —  a.2  =  r2  (  cos  0 2-\-  i  sin  62  ) , . . . 

Interpréter  ces  équations.  Ecrire  l’expression  de  Ç. 

2°.  —  On  fait  décrire  au  point  P  une  courbe  fermée  comprenant  un  ou 
plusieurs  points  A.  Le  point  P'  correspondant  du  plan  Ç  décrit  une  courbe 
également  fermée. 

On  demande  combien  de  tours  P'  fait  autour  de  l’origine  du  plan  Ç, 
quand  le  point  P  décrit  une  fois  la  courbe  fermée  du  plan  z. 

3°.  —  Qu’arrive-t-il  si  l’on  a: 

£  =  (z  —  ax)p  (z  —  a2)?  (z  —  a3)r ...? 

On  supposera  d’abord  p,  q ,  r,  ...  entiers. 

On  les  supposera  ensuite  fractionnaires. 

4°.  —  Montrer  que  l’exercice  précédent  rentre  dans  celui-ci  comme  cas 
particulier.  Déduire  de  là  le  théorème  de  d’Alembert  que  toute  équation 

du  me  degré  possède  m  racines  réelles  ou  complexes. 

♦  -  *«  •  *  > 

229.  Théorème  de  Côtes. 

On  donne  m  points^,  R2,  R3,  ...  (six  dans  le  cas  de  la  figure  166) 
régulièrement  distribués  suivant  une  circonférence  de  rayon  R.  !  ; 
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On  prend  un  point  P  quelconque  du  diamètre  OR,.  Montrer  qu’on  a  : 

Rw  —  OP”1  =  PR^  •  Plï^  . . .  PR^> 

On  rattachera  la  solution  de  ce  problème  à  la  résolution  de  l’équation 
<M.G.,§  227): 

zm  —  R'H  =  0. 

On  s’appuiera  sur  l’identité  : 

zm  —  Rm  =  (z  —  a, )  ( z  —  a2 )  (  t  —  a3 ) ... 

où  ai9  bi9  ci9  ...  sont  les  racines  de  l’équation.  Soit  OR.2  le  vecteur  repré¬ 
sentatif  de  la  racine  a2,  par  exemple;  soit  OP  le  vecteur  représentatif  de 
la  variable  z.  Le  vecteur  représentatif  de  z  —  a2’  est  R2P.  Ceci  posé,  on 
s’appuiera  sur  le  §  223  du  Cours  de  M.  G.  qui  apprend  à  calculer  le  pro¬ 


duit  de  plusieurs  vecteurs;  ce  produit  a  pour  module  le  produit  des 
modules  et  pour  argument  la  somme  des  arguments. 

Les  arguments  sont  les  angles  QPR0  QPR2, ... 

Trajectoires  orthogonales. 

230.  Définition. 

i°.  —  Soit  y  =  f(x,  a)  un  faisceau  de  courbes  ;  le  paramètre  a  varie 
d’une  courbe  à  l’autre.  En  chaque  point  du  plan,  passe  une  courbe  dont 
la  pente  p  est  parfaitement  déterminée  : 
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Eliminons  a  entre  cette  équation  et  l’équation  du  faisceau  ;  la  pente  est 
exprimée  en  fonction  de  x  et  de  y  : 

p  =  F(x,y).  (2) 

L’équation  (2)  peut  être  considérée  comme  l’équation  différentielle  du 
faisceau  (M.  G.,  §2' 3).  -  •  .. 

2°.  —  La  pente  de  la  courbe  du  faisceau  orthogonal  qui  passe  au 
même  point  x,  y,  est  liée  à  la  pente  p  par  la  relation  (M.  'G.,  §  77)  : 

VPi  =  —  1- 

L’équation  différentielle  du  faisceau  cherché  est  donc  : 

dy  _  1 

dx  F  ( x ,  y) 

On  intégrera  ;  dans  l’intégration  s’introduit  une  constante  arbitraire 
qui  sert  de  paramètre  variable  pour  le  faisceau  des  courbes  orthogonales. 

3°.  —  Une  méthode  beaucoup  plus  rapide  consiste  à  utiliser  la  trans¬ 
formation  par  imaginaires.  A  tout  système  de  courbes  orthogonales  du 
plan  s  correspond  un  système  de  courbes  orthogonales  du  plan  Ç.  Malheu¬ 
reusement,  si  la  méthode  est  parfaite  pour  construire  un  catalogue  de 
doubles  faisceaux  orthogonaux,  elle  est  inapplicable  pour  découvrir  le  fais¬ 
ceau  orthogonal  d’un  faisceau  donné.  Ce  serait  une  chance  de  trouver  la 
transformation  imaginaire  simple  correspondante,  c’est-à-dire  la  trans¬ 
formation  simple  qui,  partant  d’un  double  faisceau  orthogonal  du  plan  z, 
conduirait  pour  le  plan  Ç  à  deux  faisceaux  dont  Vun  serait  le  faisceau 
donné. 

231.  Trajectoires  orthogonales  de  faisceaux  de  paraboles. 

1°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  de  para¬ 
boles  identiques  : 

x  =  y1  +  a. 

On  trouve  le  faisceau  de  logarithmiques  : 

log  y  —  b  —  2æ. 

S°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  de  para¬ 
boles  de  même  sommet  et  de  même  axe  : 

ax  =  y2. 

On  trouve  le  faisceau  d’ellipses  : 

y 2  -f-  2x2  =  62. 

N.  B.  —  Ces  deux  problèmes  sont  les  premiers  exemples  résolus  de  tra¬ 
jectoires  orthogonales.  '  * 

3°.  —  On  donne  le  faisceau  de  paraboles  : 

py  =  X 2  —  1, 

qui  passent  par  les  points  A  et  B  de  coordonnées  y  =  0,  x  =  zh  1. 

On  demande  les  trajectoires  orthogonales.  On  trouve  : 

2 ?/2  -f-  æ2  =  2  log  x  -f-  C  ; 

2 y2  +  x2  =  2  log  ( —  x)  -f  C. 


©u  encore  : 
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Étudier  ces  courbes  au  voisinage  des  points  A  et  B.  On  y  transportera 
l’origine  et  on  développera  le  logarithme  en  série. 

232.  Trajectoires  orthogonales  d’un  faisceau  de  logarith¬ 
miques. 

On  donne  le  faisceau  de  courbes  : 

y  =  k  loger. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales.  On  trouve  : 

2?y2  -f-  2x-  log  x  —  x1  —  G. 

w  • 

Etudier  le  faisceau  au  voisinage  du  point  y  =  0,  x  =  l. 

233.  Construira, le  faisceau  : 

2/2  +  dr  =  <**• 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales. 

0 

234.  Trajectoires  orthogonales  d’un  faisceau  d’hyperboles. 

J°.  —  Sur  l’axe  Ox  on  donne  deux  points  fixes  A  et  B  d’abscisses  dt  1. 


Un  segment  de  longueur  invariable  A'B'  =  2a  se  déplace  sur  Oy* 
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Pour  chaque  position  de  ce  segment,  on  trace  les  droites  AA',  BB'  ;  elles 
se  rencontrent  au  point  M. 

On  demande  le  lieu  du  point  M.  On  trouve  immédiatement  : 

xy  =  a(  1 — x~).  (1) 

Déterminer  les  asymptotes  et  tracer  plusieurs  courbes  du  faisceau. 

2°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  (1). 

On  trouve  pour  solution  : 

?/  +  cc2  =  21og(l  +  æ2)  +  C.  ^  (2) 

3°.  —  Étudier  le  faisceau  (2)  au  voisinage  de  l’origine,  c’est-à-dire 

è 

pour  de  petites  valeurs  de  x.  On  commencera  par  déterminer  la  valeur  C0 
de  la  constante  G  pour  laquelle  la  courbe  du  faisceau  passe  par  l’origine  : 
on  posera  G  =  C0  -f-  y  ,  où  y  est  une  petite  quantité. 

On  développera  log(l  -f-  x-)  en  série. 

4°.  —  Étudier  le  faisceau  (2)  au  voisinage  du  point  A. 

On  transportera  l’origine  des  coordonnées  au  point  A  ;  les  nouvelles 
coordonnées  seront  \  et  y.  On  déterminera  la  valeur  C,  de  la  constante  G 
pour  laquelle  la  courbe  du  faisceau  passe  par  la  nouvelle  origine;  on 
posera  C  =  CA  +  y,  où  y  est  une  petite  quantité. 

On  développera  le  logarithme  en  série. 

Il  est  évident  a  'priori  que  les  courbes_du  faisceau  au  voisinage  du 
point  A  doivent  différer  fort  peu  des  cercles  de  centre  A. 

5°.  —  Construire  point  par  point  la  courbe  du  faisceau  (2)  qui  passe 
par  l’origine  O. 

'  '  s 

235.  Trajectoires  orthogonales  d’un  faisceau  de  coniques. 

i°.  —  Former  l’équation  d’un  faisceau  de  coniques  ayant  les  axes  pour 
axes  de  symétrie,  et  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  D,  de  coor¬ 
données  zb a,  zh  b. 

Montrer  qu’on  le  peut  mettre  sous  la  forme  : 

fr  +  m-  - fr  =  1  +  w  ;  (1) 

m  varie  de  — oc  à  4- oc. 

2°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  ce  faisceau. 

En  employant  un  procédé  analogue  à  celui  du  paragraphe  précédent, 
montrer  que  parmi  les  courbes  de  ce  second  faisceau  se  trouvent  quatre 
systèmes  de  cercles  évanouissants  ayant  les  points  A,  B,  G,  D,  comme 
centres  ;  ce  qui  est  du  reste  évident  a  priori. 

Construire  quelques  courbes  du  faisceau  orthogonal. 

3°.  —  On  donne  la  famille  de  courbes  : 

y  =  kxm.  (2) 

Montrer  que  le  lieu  des  pieds  des  normales  à  ces  courbes,  qui  passent  par 
un  point  donné  M  du  plan  (de  coordonnées  2 a,  2 b),  est  une  conique. 

Dans  cette  partie  du  problème,  on  suppose  m  invariable,  k  variable. 

>  9 
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4°.  —  Montrer  qu’en  supposant  M  fixe,  m  et  h  variables,  on  retrouve 
le  faisceau  de  coniques  dont  il  est  parlé  au  i°,  en  transportant  les  axes 
au  point  (a,  b). 

236.  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  d’hy- 

x1  ir  . 

perboles  :  ,  '  W~~ 

où  b  est  un  paramètre  variable. 

On  trouve  :  æ2  -f-  y~  =  2er2  log  x  +  Constante. 

237.  1°.  —  Étudier  le  faisceau  de  courbes  : 

y2n  =  a  COS  X ,  (1) 

où  a  est  un  paramètre  variable  de  l’une  à  l’autre;  n  est  un  nombre  entier. 
Que  deviennent  les  courbes  pour  a  très  petit  et  a  très  grand? 

On  n’oubliera  pas  que  cos  x  est  une  fonction  périodique  de  x. 
Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  (1). 

Construire  quelques  courbes  des  deux  faisceaux  pour  n  =  1  : 

—  a  cos  x. 

2°.  — MÈtudier  le  faisceau  de  courbes  . 

y-n  +  i  _  a  cos  x  ?  (2) 

où  a  est  un  paramètre  variable  de  l’une  à  l’autre. 

Que  deviennent  les  courbes  pour  a  très  petit  et  a  très  grand? 
Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  (2). 

Calculer  quelques  courbes  des  deux  faisceaux  pour  n  =  0  : 

y  — a  cos-oc. 

On  portera  l’attention  sur  ce  que  devient  le  faisceau  des  courbes  ortho¬ 
gonales  au  voisinage  des  points  où  y  s’annule. 

3°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  du  fais¬ 
ceau  : 

y  =  a(  1-f-cosx).  (3) 

% 

238.  i°.  —  Au  moyen  de  l’opérateur  :  Ç  =  ez  =  ex(cosy  +  i  sin  y)r 
transformer  les  droites  du  plan X  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

On  trouve  les  faisceaux  de  chaînettes  d’égale  résistance  (§  390)  : 

ex  cos  y  =  a,  ex  sin  y  —  b,  (1) 

Construire  les  courbes. 

Vérifier  que  les  faisceaux  (1)  sont  orthogonaux. 

Etudier  la  surface  z  —  ex  cos  y. 

2°.  —  Utiliser  la  transformation  :  Ç  =  exp  (1  :  z).  » 

Quelle  relation  existe-t- il  entre  le  faisceau  (1)  et  le  faisceau  (2)  obtenu 
par  la  seconde  transformation  sur  les  mêmes  droites  du  plan  Ç? 

3°.  —  Dans  le  plan  Ç,  on  emploie  les  coordonnées  polaires  p,  0.  On  pose 

donc:  \  +  iif]  =  p  (cos  0  +  i  sin  0). 
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Montrer  que  l’opérateur  Ç  =  exp  (z) ,  conduit  à  écrire  : 

x  =  log  p ,  '  y  —  6  -f-  2k%. 

4°.  —  Partant  du  résultat  3°,  transformer,  au  moyen  de  l’opérateur 
Ç  =  exp  (z),  les  cercles  du  plan  Ç  qui  ont  pour  centre  l’origine  des  coor¬ 
données. 

Transformer  de  même  les  droites  qui  passent  par  l’origine  du  plan  Ç. 
5°.  —  Transformer  au  moyen  de  l’opérateur  Ç  =  exp(z),  les  cercles 
du  plan  z  qui  ont  pour  centre  l’origine  des  coordonnées. 

Transformer  de  même  les  droites  qui  passent  par  l’origine  du  plan  z. 

1 

239.  1°.  —  Au  moyen  de  l’opérateur  Ç  =  z  -f-  —, 

transformer  les  droites  du  plan  Ç  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Les  formules  générales  de  transformation  sont  évidemment  : 

(x*  +  y2)  (x  —%)  +  x  =  0, 

(x2  +  y2)  (y  —  r()  —  y  =  0. 

Construire  ces  faisceaux  en  x  et  y  pour  \  constant  ou  r*  constant. 

2°.  —  Transformer  les  cercles  du  plan  z  ayant  le  centre  pour  origine, 
et  les  droites  du  même  plan  passant  par  l’origine. 

Montrer  que  les  courbes  obtenues  sont  des  coniques. 


240.  —  i°.  Au  moyen  de  l’opérateur  Ç  =  z2, 
transformer  les  droites  du  plan  Ç  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

On  trouve  deux  systèmes  d’hyperboles  équilatères. 

2°.  —  Transformer  les  droites  du  plan  z  parallèles  aux  axes  de  coor¬ 
données.  On  trouve  deux  systèmes  de  paraboles,  admettant  l’axe  O;  pour 
axe  commun. 

3°.  —  Transformer  les  droites  du  plan  z  passant  par  l’origine  et  les 
cercles  du  même  plan  ayant  l’origine  pour  centre  (voir  l’exercice  227). 

Effectuer  la  transformation  inverse. 


241.  —  Mettre  la  fonction  :  sin  (a?  +  ïy), 
sous  la  forme  :  P  (x,  y)  -j-  iQ  (x,  y). 

Montrer  qu’on  a  : 

P  =  sin  x  .  cosh  y,  Q  =  cos  x  .  sinh  y..  (1) 

Construire  ces  courbes  pour  des  valeurs  données  de  P  et  de  Q,  par 
exemple  pour  P  =  Q  =  1. 

Montrer  que  les  faisceaux  sont  orthogonaux. 

242.  —  On  a  :  f(x  -f  iy)  =  V(x,  y)  +  iQ(x,  y). 

On  donne  les  fonctions  P  : 


sin  2x 

cosh  2 y  —  cos  2x  ’ 


P  = 


P  =  1  —  Cosh  2 y.  cos  2.r, 


x  (1  —  x2  —  y2) 

1  —  2  (x2  —  y2)  +  (x2  +  y2)2  ’ 

p _  cos  2x  4-  c2y 

~T  cos  2x*  -j-  cosh  2 y 


I 
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Vérifier  que  P  satisfait  à  la  relation  de  Laplace  : 

é2P  Ô2P 

AP - _ L  .U  1 

r  —  ôæ2  ^  àif  * 

Trouver  les  fonctions  Q  correspondantes  et  les  fonctions  f(x  -f  iy). 

Le  problème  revient  évidemment  à  déterminer  le  faisceau  orthogonal 
d’un  faisceau  donné. 

j 

243.  Faisceau  de  courbes  obtenu  par  rotation  de  Pune  d’elles. 

On  demande  de  tracer  les  trajectoires  orthogonales  d’un  faisceau  de 
courbes  obtenu  par  rotation  de  l’une  d’elles  autour  d’un  point  de  son  plan. 

1°.  —  S’il  s’agit  d’une  droite  tournant  autour  d’un  de  ses  points,  les 
trajectoires  orthogonales  sont  des  cercles.  Si  la  droite  tourne  autour 
d’un  point-situé  hors  d’elle-même,  les  trajectoires  sont  des  développantes 
de  cercle  (M.  G.;  §  99). 

2°.  —  Déterminer  graphiquement  les  trajectoires  orthogonales  d’un 
faisceau  de  paraboles  obtenu  en  faisant  tourner  l’une  d’elles  autour  de 
son  sommet.  On  tracera  et  découpera  avec  soin  un  gabarit;  il  fournira 
les  paraboles  du  faisceau.  On  partira  d’un  point  de  l’une  de  ces  para¬ 
boles,  on  tracera  la  normale.  Si  les  paraboles  sont  assez  voisines,  avec  un 
peu  d’œil  et  d’habitude,  on  tracera  correctement  la  trajectoire. 

3°.  —  Déterminer  graphiquement  les  trajectoires  orthogonales  d’un 
faisceau  de  cercles  de  rayon  R  obtenu  en  faisant  tourner  l’un  d’eux  autour 
d’un  de  ses  points.  Le  tracé  correct  est  rendu  facile  par  la  connaissance 
immédiate  des  normales.  Montrer  que  la  courbe  se  termine  sur  le  cercle 
de  rayon  2R  par  un  point  de  rebroussement;  elle  admet  l’origine  pour 
point  asymptotique.  Montrer  que  près  de  l’origine,  le  problème  actuel  et 

le  précédent  n’en  font  qu’un. 

_  *  *  * 

244.  Trajectoires  orthogonales  réciproques. 

i° .  —  Chercher  les  propriétés  des  faisceaux  de  courbes  C,  C,  que 
représentent  les  équations  (fig.  168)  : 

x  =  a  -f-  cp {y),  x  =  b- {- cp( — y )• 


Fig.  168. 

Déterminer  la  condition  pour  que  les  cjurbes  d’un  faisceau  soient  les 
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trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  l’autre  :  on  les  appelle  alors-- 
trajectoires  orthogonales  réciproques. 

On  trouve  immédiatement  la  condition  : 


<f'(yW(—y)—i-  C) 

2°.  —  Vérifier  que  les  équations  différentielles  suivantes'satisfont  au. 
problème  posé  : 


d.x  _ /a  —  y  \n 

~dÿ~W+y)  9 

a  et  n  sont  arbitraires;  intégrer  pour  n  =  1  : 


dx  _  (  *  —  y  \n  (  P  —  y  \m  (  Y  —  V  \p  . 
dy  \o <.  +  y)  V3  +  W  V  y  -f -y  J 

le  nombre  des  facteurs  est  arbitraire  ; 

. 

dx  (a  —  y)n  +  (3  —  v)m  -f-  -  •  - 

W""(*  +  î/)n  +  (?-2/)m+-  ‘ 


Si  les  exposants  n ,  m,  p,...  sont  entiers,  à  quoi  reviennent  les  intégra¬ 
tions? 

3°.  —  Montrer  que  le  faisceau  de  courbes  : 


7^=-(l+2y*>+2y  vi  (2) 

satisfait  à  la  condition  (1). 

Intégrer  l’équation  (2).  On  obtient  : 

3x  =  3a  —  3y  —  2 y3  +  2(1  -f-  if)  yl  +  y-  .  (3) 

C’est  une  quartique  que  l’on  construira.  On  la  tracera,  on  la  décou¬ 
pera  et,  la  faisant  glisser  parallèlement  à  Ox  dans  deux  positions  symé¬ 
triques  par  rapport  à  Ox ,  on  vérifiera  ses  propriétés  de  trajectoire  réci¬ 
proque. 

245.  Trajectoires  orthogonales  en  coordonnées  polaires. 

1°.  —  On  donne  l’équation  différentielle  d’un  faisceau  de  courbes  en 
coordonnées  polaires.  Montrer  que  pour  obtenir  l’équation  différentielle 
du  faisceau  orthogonal,  il  faut  conserver  r  et  9,  mais  changer  : 

dr  dr 

—  en  «9,  aô  en - . 

r  9  r 

Par  exemple,  les  faisceaux  de  cercles  : 

sinô  ^  .  .  cos  8  n  .  . 

- =  Constante ,  - =  Constante , 

rp  J  ' 

sont  orthogonaux.  Leurs  équations  différentielles  sont  : 

cos  0  .  c?0  —  sin  6  —  =  0,  sin  6  .  dd  -f  cos  0  —  =  0  ; 

y  7  *  7 

elles  satisfont  évidemment  à  la  règle  énoncée. 
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2°.  —  Appliquer  aux  courbes  ( Mécanique  rationnelle ,  §  42)  : 


cos  0 

=  Constante,  -  >2—  =  Constante. 


Les  construire. 

% 

246.  Sphère  fixe  dans  un  milieu  indéfini  animé,  loin  de  la 
sphère,  d’un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

Nous  prendrons  comme  axe  Ox  une  droite  menée  par  le  centre  de  la 
sphère  (rayon  1)  parallèlement  au  mouvement. 

On  démontre  (voir  Mécanique  Physique ,  §  222)  que  les  trajectoires  des 
particules  forment  un  faisceau  de  courbes  planes  situées  dans  des  plans 
passant  par  Ox  ;  elles  ont  pour  équation  polaire  : 


sin2  ô  =  a  =  Constante. 


CD 


i °.  —  On  construira  ces  courbes  : 
pour  une  valeur  négative  de  a, 
pour  une  valeur  négative  de  a  très  voisine  de  zéro. 

On  vérifiera  que  pour  a  —  0,  la  courbe  se  compose  du  diamètre 
confondu  avec  l’axe  des  x  (droite  de  référence)  et  de  la  circonférence  de 
rayon  1 . 

On  construira  ces  courbes  : 

pour  une  valeur  de  a  comprise  entre  0  et  at  =  3  :  ^4  , 

pour  la  valeur  ai  de  a, 

pour  une  valeur  de  a  supérieure  à 

Pour  a  <  av  les  courbes  ne  sont  rencontrées  en  trois  points  réels 
par  une  droite  issue  de  l’origine  (l’origine  n’est  pas  comptée)  que  pour 
sin  6  assez  petit.  Pour  a  >  aif  les  courbes  sont 'toujours  rencontrées  en 
trois  points  réels  par  une  droite  issue  de  l’origine  (l’origine  n’est  pas 
comptée). 

Pour  construire  les  courbes,  on  commencera  par  calculer  r  :  (r3  —  1) 
pour  une  série  de  valeurs  de  r,  ce  qui  est  très  rapide  à  l’aide  d’une  table 
des  cubes  et  des  inverses. 

Ensuite,  pour  chaque  courbe,  on  multipliera  les  résultats  par  le  a 
choisi  ;  une  table  des  racines  carrées  et  des  sinus  naturels  donnera  à  vue 
la  valeur  correspondante  de  ô.  Sur  le  papier  on  tracera  la  série  des  cercles 
qui  correspondent  aux  r  choisis  ;  on  marquera  sur  le  cercle  correspon¬ 
dant  le  point  qui  correspond  au  0  calculé.  Si  l’on  procède  systématique¬ 
ment,  la  construction  est  rapide,  infiniment' plus  qu’elle  ne  serait  en  se 
donnant  6  et  en  résolvant  l’équation  du  troisième  degré. 

2°.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1);  elles  ont 
pour  équation  : 


(2) 


N.  B.  —  Dans  le  problème  hydrodynamique,  les  courbes  (2)  sont  les 
méridiennes  des  surfaces  équipotentielles  du  potentiel  des  vitesses.  Les 


188  EXE  IÎC  IC  ES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


courbes  (1)  ne  représentent  les  trajectoires  des  particules  que  pour  a>  0; 
il  n’y  a  même  qu’une  branche  des  courbes  (1)  qui  corresponde  au  pro¬ 
blème  (la  plus  extérieure). 

247.  Cylindre  fixe  indéfini  dans  un  milieu  indéfini  animé, 
loin  du  cylindre,  d’un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

Nous  supposons  le  mouvement  dirigé  normalement  à  l’axe  du  cylindre. 
Le  phénomène  est  cylindrique,  c’est-à-dire  identique  dans  tous  les  plans 
normaux  à  cet  axe. 

Les  trajectoires  des  particules  sont  planes.  Prenons  comme  axe  Ox  une 
droite  menée  par  un  point  quelconque  de  l’axe  du  cylindre,  parallèle¬ 
ment  au  mouvement  à  grande  distance  ;  prenons  comme  tableau  la  sec¬ 
tion  droite  ainsi  définie.  On  démontre  (voir  Mécanique  Physique,  §  304) 
que  les  trajectoires  des  particules  ont  pour  équation  : 

^ r — sin  6  —  a  =  Constante.  (1) 

Donner  l’équation  cartésienne  de  ces  courbes;  les  construire. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1)  ont  pour  équation  : 

(r  +  -t)  cos  6  =  b.  (2) 

Donner  l’équation  cartésienne  de  ces  courbes;  les  construire. 

N.  B.  —  Dans  le  problème  hydrodynamique,  les  courbes  (2)  sont  les 
sections  droites  des  surfaces  équipotentielles  du  potentiel  des  vitesses. 
Une  seule  des  branches  de  la  courbe  (1)  représente  les  trajectoires  des 
particules. 

248.  Transformation  des  figures  planes  en  figures  planes  do 
même  aire. 

1°.  —  Soient  u ,  v ,  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  dans  un 
plan  P1  ;  x,  y ,  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  dans  un 
autre  plan  P.2.  On  établit  une  correspondance  entre  les  points  des  deux 
plans.  En  s’appuyant  sur  le  §  383  du  Cours  de  M.  G.,  montrer  que  la  con¬ 
dition  de  conservation  des  aires  est  : 


dx  ény  dx  d?/ 


=  zb  1. 


a) 


dit  ‘du  dr  du 

On  posera  :  x  =  <p  (u,  v),  y  =  '\  (u,  v).  (2) 

2°.  —  Considérons  x  et  u  comme  nouvelles  variables.  Dérivons  les 
équations  (2)  par  rapport  à  x  et  à  u;  substituons  dans  (1).  Il  vient  la 

dy  _  de 


condition  : 


d') 


du  -r“  dx 

D’où  la  solution  :  on  prend  une  fonction  quelconque  F  (u,  x)  ;  y  et  v  sont 
données  par  les  équations  : 

dF  dF 


y  = 


dx 


du 
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3°.  —  Appliquer  aux  fonctions  : 


F==næ2,  F  =  -^-,  F  =  u\ogx, 


(3) 


Voir  dans  tous  ces  cas  ce  que  deviennent  les  droites  u  —  Constante, 
v  =  Constante.  Comme  elles  décomposent  le  plan  en  rectangles  que 
l’on  peut  faire  égaux  en  choisissant  convenablement  les  constantes,  les 
courbes  correspondantes  décomposent  le  plan  P2  en  des  quadrilatères 
curvilignes  égaux. 

Ainsi  se  trouve  généralement  résolu  le  problème  de  partage  du  plan 
en  quadrilatères  curvilignes  de  même  aire. 

4°.  —  Pour  un  choix  convenable  des  paramètres,  les  diagonales  des 
rectangles  u  =  Constante,  v  =  Constante,  décomposent  le  plan  en  qua¬ 
drilatères  équivalents.  Leurs  équations  sont  : 


u  -F  v  —  Cte,  u  —  v  =  Ctc. 


Chercher  ce  que  sont  les  courbes  correspondantes  pour  les  transfor¬ 
mations  (3). 

55.  —  On  prendra  dans  le  plan  P1  les  droites  et  ies  cercles  : 


u'*  +  v*  =  R2,  u  =  kv. 

Quelles  sont  les  courbes  correspondantes  dans  le  plan  P2? 
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Théorèmes  généraux. 

Le  lecteur  se  reportera  aux  §§  138  et  suivants  du  Cours  de  M.  G.  On  y 
démontre  que  tout  déplacement  élémentaire  d’un  plan  mobile  glissant 
sur  un  plan  fixe  est  une  jpetite  rotation  autour  d’un  point  I  du  plan  fixe 
appelé  centre  instantané  de  rotation. 

Le  premier  soin  sera  de  déterminer  le  lieu  des  centres  instantanés  sur 
le  plan  fixe;  cette  courbe  est  appelée  base  du  mouvement.  On  utilisera 
pour  cela  les  propositions  énoncées  au  §  139  du  Cours  de  M.  G.  ;  plus 
généralement,  on  cherchera  le  lieu  du  point  qui  reste  fixe  pour  un 
déplacement  élémentaire  à  partir  d’une  position  donnée  du  plan  mobile. 

La  proposition  fondamentale  démontrée  dans  le  Cours  de  M.  G.  est  la 
suivante  :  le  déplacement  d’un  plan  mobile  glissant  sur  un  plan  fixe  peut 
être  obtenu  par  le  roulement  sans  glissement  d’une  certaine  courbe 
(appelée  roulette )  sur  la  base  précédemment  définie. 

Nous  donnons  à  démontrer  dans  les  paragraphes  suivants  quelques 
propositions  importantes  (en  particulier,  dans  la  théorie  des'engrenages). 
Elles  sont  très  faciles  à  comprendre,  à  la  condition  qu’on  veuille  bien  se 

donner  la  peine 
d’effectuer  matériel¬ 
lement  les  opéra¬ 
tions.  C’est  expéri¬ 
mentalement  qu’il 
faut  chercher  leur 
démonstration.  ^ 

249.  Recherche 
du  lieu  des  centres 
~  instantanés  (  base 
du  mouvement). 

Fig.  169.  1°.  —  Une  droite 

OD  tourne  avec  une 

vitesse  angulaire  w  autour  de  l’origine  O  des  coordonnées.  Le  plan 
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■mobile  est  solidaire  d’un  cercle  de  rayon  R  qui  roule  sans  glisser  sur 
la  droite  OD  ;  sa  vitesse  de  rotation  est  o/. 

On  demande  où  se  trouve  à  chaque  instant  le  centre  instantané. 

Quel  est  son  lieu  dans  le  cas  où  les  vitesses  03  et  <*>'  sont  constantes? 
Montrer  que  c’est  une  spirale  d’Archimède  (§§  52,  373»  et  M.  G.,  §  81). 


Fig.  170. 


2°.  —  Une  règle  AB  coïncide  avec  l’axe  Ox ,  mais  elle  est  animée 
‘d’une  vitesse  v  comptée  positivement  dans  le  sens  des  x  croissants.  Le 
plan  mobile  est  solidaire  d’un  cercle  de  rayon  R  qui  roule  sans  glisser 
sur  la  règle  AB;  sa  vitesse  de  rotation  est 

On  demande  où  est  à  chaque  instant  le  centre  instantané  de  rotation. 
Quel  est  son  lieu  dans  le  cas  où  les  vitesses  v  et  <*>'  sont  constantes  ? 
Quel  est -il  pour  w'  constant  quand  v  dépend  du  temps  suivant  la  for¬ 
mule  : 

v  =  v0  -}-  r  j  sin  2- tnt, 

•où  v09  vl  et  n  sont  des  constantes? 


250.  Système  astronomique  ancien  :  cercles  épicycle  et 
déférent. 

Nous  rappelons  par  ce  titre  l’origine  antique  du  problème  ici  proposé; 
mais  il  a  des  applications  im¬ 
portantes  dans  la  théorie  des 
Tourbillons. 

1°.  —  Une  barre  tourne  dans 
un  plan  fixe, autour  du  point  A, 
avec  une  vitesse  angulaire  cons¬ 
tante  to.  Un  de  ses  points  B 
décrit  un  cercle  (appelé  défé¬ 
rent)  de  rayon  ÀB  =  «.  En 
B  est  fixé  un  axe  normal  au 
plan  fixe,  autour  duquel  tourne 
un  cercle  (appelé  épicycle) 
avec  une  vitesse  angulaire 
absolue  constante  0/.  Il  entraîne  Fig.  171. 

le  plan  mobile. 

Chercher  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  I. 
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Pour  cela  démontrer  le  théorème  suivant  :  plaçons  respectivement  en  A 
et  en  B  les  masses  w  et  (*>',  de  même  signe  si  les  vitesses  to  et  0/  sont  de 
même  sens,  de  signes  contraires  si  les  vitesses  sont  inverses;  le  centre 
instantané  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  des  deux  masses.  Si  la 
notion  de  masse  négative  gêne,  011  appliquera  en  A  et  en  B  des  forces 
parallèles  de  même  sens  ou  de  sens  contraires  suivant  les  cas,  et  011  cher¬ 
chera  le  point  d’application  de  la  résultante. 

Corollaire.  Le  mouvement  d’un  point  quelconque  du  plan  mobile  est 
épicycloïdal,  c’est-à-dire  peut  être  obtenu  par  le  roulement  sans  glisse¬ 
ment  d’une  roulette  circulaire  sur  une  base  également  circulaire. 

Discuter  le  problème.  Dans  quel  cas  le  mouvement  est-il  épicycloïdal 
proprement  dit,  dans  quel  cas  hvpocycloïdal ? 

2°.  —  Soit  Q  un  point  quelconque  du  plan  mobile.  Si  I  est  le  centre  instan¬ 
tané  de  rotation,  il  est  clair  que  la  vitesse  actuelle  de  Q  est  normale  à  QI. 

Démontrer  directement  cette  proposition. 

Le  mouvement  instantané  est  une  rotation  autour  du  point  I. 

Montrer  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  I  est  (en  grandeur  et  en 
signe)  égale  à  w  -f-  oV ;  ce  qui  généralise  l’analogie  avec  les  centres  de 
gravité  ou  la  règle  de  composition  des  forces  parallèles. 

Remarque.  Les  anciens  imaginaient  la  Terre  comme  fixe;  les  planètes 
se  déplaçaient  sur  un  épicycle  dont  le  centre  se  mouvait  sur  un  déférent 
admettant  la  Terre  comme  centre.  Les  planètes  étaient  donc  censées 
décrire  autour  de  la  Terre  des  épicycloïdes. 

251.  Excentriques.  Mouvement  du  Soleil  dans  l’Astronomie 


1°.  —  Reprenons  le  problème  précédent.  Qu’arrive -t- il  lorsque  les 
vitesses  w  et  w'  sont  égales  et  de  signes  contraires  ? 
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On  dit  alors  que  les  rotations  forment  un  couple. 

Montrer  que  les  points  du  plan  mobile  décrivent  des  cercles  qui  n’ad¬ 
mettent  plus  le  point  A  comme  centre  ( excentriques ). 

2°.  —  L’hypothèse  de  V excentrique  servait  aux  anciens  à ‘interpréter 
le  mouvement  du  Soleil  relativement  à  la  Terre  considérée  comme  fixe. 

Appelons  a  le  rayon  du  cercle  déférent,  b  le  rayon  de  l’épicycle 
solaire  ;  négligeons  le  carré  du  rapport  b  :  a  =e.  Appelons  longitude  L 
l’angle  STS'  qui  repère  la  position  du  Soleil;  soit  r  la  distance  de  la 
Terre  au  Soleil.  Montrer  qu’on  a  : 

L  =  o)£  -f-  esin<o£,  r  =  ct(  1 — ecoswt),  ' 

formules  qu’on  démontrera  voisines  de  celles  qui  représentent  le  mou¬ 
vement  elliptique  suivant  la  loi  des  aires  (M.  G.,  §  177). 

*  ...  .  r 

252.  Système  de  deux  épicycles  échelonnés. 

1°.  —  Reprenons  la  figure  171.  On  suppose  qu’au  point  P  situé  à  la  dis¬ 
tance  b  du  point  B  est  fixé  un  axe  normal  au  plan  fixe;  autour  de  cet  axe 
tourne  un  cercle  avec  une  vitesse  de  rotation  absolue  constante  w".  Le 
plan  mobile  est  lié  à  ce  cercle.  Ainsi  le  mouvement  résulte  d’un  triple 
mouvement  :  vitesse  de  rotation  du  bras  AB  autour  de  A  ;  vitesse  de  rota¬ 
tion  absolue  w'  du  bras  BP  autour  de  B;  enfin  vitesse  de  rotation 
absolue  w"  du  plan  mobile  autour  de  P. 

Démontrer  que  le  centre  instantané  de  rotation  coïncide  à  chaque  ins¬ 
tant  avec  le  centre  de  gravité  de  trois  masses  w,  w',  t*>",  placées  aux 
points  A ,  B,  P. 

On  donnera  aux  masses  les  signes  des  rotations.  Si  on  est  gêné  par  la 
considération  de  masses  négatives  (telles  qu’on  en  rencontre  en  Électricité 
et  Magnétisme),  on  cherchera  le  point  d’application  des  forces  paral- 
' lèles. 

Démontrer  que  la  vitesse  de  rotation  autour  du  centre  instantané  I 
est  (o  4-  u>'  ~f*  w". 

La  démonstration  de  ces  propositions  est  très  simple  en  procédant  de 
proche  en  proche,  c’est-à-dire  en  utilisant  les  résultats  du  §  250. 

2°.  —  Chercher  le  lieu  du  centre  instantané,  c’est-à-dire  la  base  du 
mouvement  épicycloïdal  qui  peut  remplacer  le  mouvement  complexe 
donné.  7  •  -  v 

3°.  —  Qu’arrive -t- il  si  l’on  a  :  w  +  w'  +  w"  —  0  ? 

On  fera  par  exemple  :  oj  ==  <o'  =  1 ,  w"  =  —  2. 

253.  Généralisation. 

On  suppose  que  le  mouvement  résulte  de  l’action  simultanée  de  vitesses 
de  rotations  w,  w',  <o",  ...  autour  de  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  x,  y;  x',  y' ;  x\  y" ;  ...  Montrer  que  les  variations  infini¬ 
ment  petites  des  coordonnées  Ç,  tj,  d’un  point  du  plan,  sont  fournies  par 
les  formules  : 

d\  =  [  — tjSco  -f-  Sot)?/]  dt ,  dr\=  [  £2(0  —  Eioæ]  dt. 

Exercices  de  Math.  gén’'*.  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrière. 
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Le  centre  instantané  I  a  pour  coordonnées  : 

>y  c  _  Swûp 

Til_ 

Montrer  que  la  vitesse  de  rotation  instantanée  autour  de  I  est  -  Q  =  Iw. 

254.  Déformation  d’un  quadrilatère. 

Soit  donné  le  quadrilatère  articulé  MNPQ  dont  les  côtés  se  coupent 
en  S  et  en  R. 

1°.  —  Montrer  que  pour  tout  petit  déplacement  à  partir  de  la  position 
et  de  la  forme  actuelles,  les  centres  instantanés  de  rotation  a,  p,  y,  5,  qui 
correspondent  aux  côtés  a,  b,  c,  d,  sont  les  sommets  d’un  quadrilatère 
circonscrit  au  quadrilatère  donné.  Leur  détermination  complète  dépend 
donc  de  quatre  arbitraires. 


On  appellera  a,  p,  y,  8,  les  vitesses  de  rotation  élémentaires  autour  des 
centres  correspondants.  Établir  les  rapports  de  ces  vitesses  prises  deux  à 
deux. 

3°.  —  Montrer  que  les  points  a  et  y  sont  en  ligne  droite  avec  R  ;  que 
les  points  p  et  o  sont  en  ligne  droite  avec  S. 

On  s’appuiera  sur  le  théorème  des  transversales  (M.  G.,  §  355)  et  sur 
l’identité  des  mouvements  d’un  point  M  (par  exemple)  sous  l’influence 
des  rotations  autour  des  centres  a  et  p. 

3°.  —  On  suppose  fixe  le  point  Q.  On  demande  les  centres  instantanés. 

4°.  —  On  suppose  fixes  les  points  Q  et  P  (par  suite  le  côté  QP).  On 
demande  les  centres  instantanés  des  côtés  mobiles. 

Les  points  M  et  N  décrivent  des  circonférences  de  centres  Q  et  P. 
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Traçons  la  courbe  décrite  par  un  point  O  invariablement  lié  au  côté  MN. 
Montrer  que  les  points  doubles  de  cette  courbe  sont  sur  une  circon¬ 
férence  passant  par  les  points  fixes  P  et  Q.  Les  arcs  limités  par  les 
points  P  et  Q  sont  capables  de  l’angle  MON  et  de  son  supplément.  Vérifier 
expérimentalement. 

255.  Segment  tracé  entre  les  points  de  deux  courbes. 

Nous  pouvons  revenir  utilement  sur  le  §  36  (fig.  13). 

Si  la  droite  AB  du  plan  mobile  se  déplace  de  manière  que  son  point  B 
décrive  la  courbe  G  et  qu’elle  enveloppe  la  courbe  r,  le  centre  instantané 
de  rotation  est  à  l’intersection  des  normales  BN,  Av  (M.  G.,  §  143). 

De  même,  si  la  droite  AD  du  plan  mobile  se  déplace  de  manière  que  son 
point  D  décrive  la  courbe  G'  et  qu’elle  enveloppe  la  courbe  r,  le  centre 
instantané  de  rotation  est  à  l’intersection  des  normales  DN',  Av. 

Pour  que  le  segment  BD  soit  constant,  il  faut  donc  que  les  trois  nor¬ 
males  concourent  au  même  point  (déplacement  d’une  figure  invariable). 

Si  le  segment  est  variable,  cette  condition  détermine  les  maximum  ou 
les  minimum  du  segment  assujetti  à  rester  tangent  à  la  courbe  r  et  limité 
aux  courbes  G  et  G'. 


256.  Procédés  pratiques  pour  obtenir  le  roulement  sans  glis¬ 
sement. 

Faire  rouler  deux  courbes  sans  glissement  est  une  opération  difficile¬ 
ment  réalisable  hors  de  conditions  particulières  (engrenages,  surfaces 
enduites  de  glucose,...).  Voici  comment  il  est  possible  d’obtenir  une 
approximation  très  suffisante  pour  le  but  que  nous  nous  proposons. 

On  tracera  les  deux  courbes  d’un  trait  aussi  fin  que  possible.  Puis  avec 
un  compas  on  inscrira  dedans  deux  polygones  dont  les  côtés,  tous  égaux, 
seront  de  l’ordre  du  centimètre.  On  numérotera  les  sommets.  On  décou¬ 
pera  une  des  courbes  et  on  la  placera  tangentiellement  à  l’autre,  de 
manière  que  les  numéros  d’ordre  des  points  en  regard  aient  une  diffé¬ 
rence  constante.  La  principale  difficulté  est  de  découper  en  restant  exacte¬ 
ment  sur  le  trait. 


257.  Centres  de  courbure  de  la  courbe  tracée  par  un  point  P 
lié  à  une  roulette  qui  roule  sans  glisser  sur  une  base. 

i°.  —  Il  suffit  de  résoudre  le  problème  pour  une  épicycloïde.. 

On  se  reportera  donc  au  §  402  du  Cours  de  M.  G. 

On  prendra  l’équation  de  l’épicycloïde  sous  la  forme  généralisée  : 


x  —  (r  -f  R)  sin  a  —  B  sin 

& 

y  =  (r  +  R)  COS  a  —  B  COS 


f  r- FR 

L  * 

f  r  -f-  R 

L  R- 


Tous  calculs  finis,  on  posera  a=0.  On  déterminera  ainsi  les  éléments 
de  la  trajectoire  du  point  P  défini  par  les  paramètres  S,  <*>,  pour  la 
position  considérée,  c’est-à-dire  pour  «  =  0. 
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Une  fois  les  quantités 

dx  d~x  dy  d}\i 

dx  ’  dy. d  ’  dy.  ’  dx2  ’ 

calculées  pour  a  =  0,  on  facilitera  l’interprétation  des  résultats,  en 


prenant  pour  repères  du  point  P  les  variables  A  et  ©  ;  elles  sont  reliées 
à  §  et  co  par  les  relations  : 

B cos  io  -{-  A  cos  9=  R,  o  sin  w=  A  sin  cp. . 


On  appliquera  alors  les  équations  du  §  6  donnant  le  rayon  de  cour 
bure  p  de  la  trajectoire  du  point  P;  on  trouvera  sans  difficulté  : 


1  1  rR  -  1 

p  “  A  “  (r  +  R)  A2  C0S<P—  A 


D 

^-COScp. 


2°.  —  Cercle  des  inflexions. 

Montrer  que  les  points  du  plan  mobile  invariablement  lié  au  cercle 
mobile  dont  les  trajectoires  ont  actuellement  un  rayon  de  courbure  infini, 
sont  sur  un  cercle  de  centre  K  et  de  diamètre  : 


D  =  IG  = 


rR 

r  -j-  R  ’ 


Discuter  la  position  du  point  G.  On  laissera  d’abord  invariable  la 
base  et  l’on  fera  varier  le  rayon  de  courbure  R  de  la  roulette  depuis  zéro 


jusqu’à  —  r. 

En  particulier  qu’arrive-t-il  quand  la  roulette  est  une  droite? 
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On  laissera  ensuite  la  roulette  invariable  et  l’on  fera  varier  le  rayon 
de  courbure  r  de  la  base  depuis  zéro  jusqu’à  —  R.  En  particulier,  qu’ar- 


rive-t-il  quand  la  base  est  une  droite? 

Vérifier  que  le  point  G  est  toujours  du  côté  de  la  roulette. 

3°.  —  Construire  le  centre  de  courbure  Q  de  la  trajectoire  du  point  P 
au  moyen  du  cercle  des  inflexions  (fig.  174). 

Soit  J  le  point  où  la  droite  IP  coupe  ce  cercle  ;  montrer  qu’on  a  : 

A2  =  ÎP“2=:PJ.PÜ. 

Si  le  point  P  est  sur  le  cercle  des  inflexions,  on  retrouve  bien  : 

PJ  ==  0,  Pii  =  oc, 

excepté  si  le  point  P  coïncide  avec  le  point  I,  auquel  cas  il  y  a  indéter¬ 
mination  sur  le  résultat. 

Partant  de  là,  montrer  que  la  concavité  de  la  trajectoire  d’un  point  P 
est  toujours  tournée,  à  partir  du  point  P,  vers  le  point  I  où  la  nor¬ 
male  PI  à  la  trajectoire  du  point  P  coupe  le  cercle  des  inflexions. 

r  * 

4°.  —  Etudier  comment  varie  le  centre  de  courbure  Q  de  la  trajec¬ 
toire  quand  le  point  traceur  P  se  déplace  d’un  bou4  l’autre  de 
droite  PI  d’orientation  9  donnée. 

On  représentera  les  résultats  sur  deux  figures  ;  sur  l’une  on  portera 
les  positions  du  point  traceur;  sur  l’autre,  celles  du  centre  de  cour¬ 
bure  correspondant. 

L’inclinaison  étant  supposée  variable,  montrer  que  le  lieu  des  centres 
de  courbure  quand  le  point  traceur  est  à  l’infini,  est  un  cercle  (dit 
cercle  des  rebroussements )  symétrique  du  cercle  des  inflexions  par  rap¬ 
port  à  la  tangente  commune  à  la  base  et  à  la  roulette. 
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5°.  —  Le  lecleur  voudra  bien  vérifier  ces  théorèmes  fondamentaux 
au  moyen  de  quelques  roues  dentées  dont  les  diamètres  seront  de 
l’ordre  d’une  dizaine  de  centimètres.  L’une  servira  de  base,  une  autre 
de  roulette.  Il  cherchera  par  tâtonnement  le  lieu  des  points  liés  à  la 


roulette  qui,  au  voisinage  d’une  position  relative  donnée  de  la  base  et 
de  la  roulette,  décrivent  un  fragment  rectiligne  de  trajectoire;  ce  lieu 
est  le  cercle  des  inflexions  pour  cette  position  relative. 

Pour  cela  on  collera  sur  la  roulette  un  bout  de  carte  de  visite  percée  de 
trous  qui  serviront  de  guides  à  la  pointe  d’un  crayon. 

O11  tracera  le  cercle  des  inflexions  d’après  la  mesure  des  rayons  des 
roues,  et  l’on  vérifiera  la  concordance  des  deux  procédés.  On  déter¬ 
minera  la  trajectoire  d’un  point  quelconque,  on  fera  la  construction 
< 3 °)  du  centre  de  courbure  de  cette  trajectoire  et  Ton  vérifiera  que  le 
petit  arc  de  trajectoire  se  confond  avec  un  arc  de  cercle  ayant  le 
centre  de  courbure  pour  centre. 
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Nous  prions  le  lecteur  de  croire  qu'il  trouvera  toutes  ces •  vérifications 
très  amusantes ,  s’il  veut  bien  s'en  donner  la  peine. 

Il  est  navrant  de  constater  dans  des  '  Cinématiques  classiques  des 
erreurs  de  position  et  de  dimension  des.  cercles  des  inflexions  et  des 
rebroussements  qui  montrent  que  les  auteurs  ont  négligé  de  faire  l’ex¬ 
périence. 

Nota  bene.  —  Nous  raisonnons  sur  une  base  et  une  roulette  circu¬ 
laires.  Toutes  ces  propositions  sont  applicables  à  deux  courbes  quel¬ 
conques  auxquelles  on  substitue  leurs  cercles  osculateurs  pour  le 
point  de  contact  actuel. 

258.  Centres  de  courbure  de  l’enveloppe  d’une  courbe 
invariable  liée  à  la  roulette.  Formule  de  Savary. 

i°.  —  Une  courbe  invariable  du  plan  mobile  T'  est  entraînée  par  le 
mouvement  de  1a.  roulette  C\  Dans  ses  diverses  positions,  elle  est  tan¬ 
gente  à  une  courbe  invariable  du  plan  fixe  r  qui  est  son  enveloppe. 

Joignons  le  centre  instantané  I  au  point  de  contact  N  de  r  et  de  T';, 
montrer  que  la  droite  IN  est  la  normale  commune  aux  courbes  r  et  r'. 

2°.  —  On  se  reportera  aux 
§  95  du  Cours  de  M.  G.  pour 
avoir  la  définition  des  courbes 
parallèles.  Elles  ont  mêmes 
«.normales  et  mêmes  centres 
de  courbure. 

Montrer  que  les  enve¬ 
loppes  r,  T,,  r2v..  d’une 
série  de  courbes  parallèles  r', 
r4,  r2,...  sont  des  courbes 
parallèles. 

3 0  —  Ceci  posé,  on  consi¬ 
dère  la  courbe  parallèle  à  r' 
qui  passe  par  le  centre  de 
courbure  Q'  de  cette  courbe 
relatif  au  point  N.  On  sait 
qu’elle  y  présente  un  point 
de  rebroussement  (M.  G.  §95)  ; 
autrement  dit,  un  petit  arc 
de  cette  courbe  au  voisinage 
de  If  peut  être  confondu  avec 
le  point  Q'. 

Partant  de  là,  démontrer  le  théorème  suivant  :  le  centre  de  cour¬ 
bure  O  de  l’enveloppe  r  au  point  N  coïncide  avec  le  centre  de  courbure 
de  l’arc  de  trajectoire  du  point  Q'  qui  est  le  centre  de  courbure  de 
la  courbe  entraînée  T'  au  même  point  N. 

4°  —  La  détermination  du  centre  Q  est  donc  ramenée  d’abord  à  la 
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recherche  du  point  Q',  puis  à  la  recherche  du  centre  de  courbure  de 
l’arc  de  trajectoire  décrit  par  ce  point;  ce  dernier  problème  est  pro¬ 
posé  au  paragraphe  précédent. 

Appelons  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  des  courbes  r  et  r'  au  point  N; 
posons  p  —  IN.  Appliquons  la  formule  du  §  257,  i°;  on  démontrera 
aisément  la  formule  célèbre  de  Savary  : 


Elle  est  très  employée  dans  la  théorie  des  engrenages  (Voir  notre 


Mécanique,  §  90,  où  la 
même  formule  est  donnée 
avec  des  conventions  de 
signes  un  peu  différentes). 


Étudier  le  cas  particulier 
(sur  lequel  nous  revien¬ 
drons  plus  loin,  §  259)  où 
la  courbe  entraînée  est 
une  droite  (p'  =  oc). 


259.  Cercle  des 


rebroussements. 


L’exercice  257,  4°  nous 
a  conduit  à  définir  un 
cercle  dit  des  rebrousse¬ 
ments  symétrique  du  cercle 
des  inflexions. 


Montrer  que  le  lieu  des 
centres  de  courbure  des 
enveloppes  des  droites  de 
la  figure  mobile  est  le 
cercle  des  rebroussements. 


Fig.  178. 


La  proposition  résulte  immédiatement  de  l’exercice  précédent. 

Montrer  que  toutes  les  droites  mobiles  actuellement  parallèles  à  r' 
enveloppent  des  courbes  qui  ont  le  même  centre  de  courbure  M. 

Qu’arrive -t- il  pour  la  droite  A  parallèle  à  F'  et  passant  par  G  ? 

Montrer  que  son  enveloppe  a  précisément  un  point  de  rebrousse¬ 
ment  en  M.  . 

260.  Détermination  du  cercle  des  inflexions. 

Nous  avons  vu  que  le  cercle  des  inflexions  (ou  celui  des  rebrousse¬ 
ments)  est  complètement  déterminé  par  la  connaissance  des  rayons  de 
courbure  de  la  base  et  de  la  roulette  pour  le  point  de  contact  actuel. 
Mais  il  arrive  souvent  que  le  déplacement  de  la  figure  invariable  est 
donné  par  les  trajectoires  de  deux  points,  la  trajectoire  d’un  point  et 
l’enveloppe  d’une  courbe,...  On  démontrera  les  propositions  suivantes 
qui  facilitent  la  construction  de  l’un  ou  l’autre  cercle. 
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Si  un  point  P  de  la  figure  mobile  décrit  une  droite,  il  fait  partie  du 
cercle  des  inflexions  qui  correspond  à  la  position  actuelle. 

Si  une  droite  de  la  figure  mobile  passe  constamment  par  un  point,  ce 
point  est  commun  à  tous  les  cercles  des  rebroussements  qui  corres¬ 
pondent  respectivement  à  toutes  les  positions  de  la  figure  mobile. 

Connaître  un  point  du  cercle  des  inflexions  et  le  centre  instantané  revient 
à  connaître  un  pointdu  cercle  des  rebroussements;  et  réciproquement. 


261.  Accélération  dans  le  mouvement  épicycloïdal. 

i°.  —  On  partira  des. formules  du  §  102  du  Cours  de  M.  C.  ;  elles  sont 
rappelées  au  §  257  de  ce  volume. 

/ 


On  calculera  : 

V 

en  fonction  de 


dx  d2x  . 

dt  9  dl’1  9 

dy.  ,  .  , 

77r=  «>  et  de 


djf  d2\j 

dt  9  dt 8  ’ 


d2  a 
dt'1 


a 


tf 


k 

On  introduira  l’angle  cp  au  lieu  de  l’angle  w. 


111 

On  posera:  +  v  =  i/  =  ra"; 

v  est  donc  la  vitesse  avec  laquelle  se  déplace  sur  la  base  le  point  de  tan¬ 
gence  de  la  roulette.  Tous  les  calculs  faits  (ils  sont  très  simples),  on 
posera  a  =  0;  on  trouvera  ' 

d2x  A 


A 
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Introduisons  la  vitesse  de  rotation  Q  de  la  figure  mobile. 

On  a  évidemment  : 

ü  =  a'  +  6'  =  t>(y  +  4-)  =  T- 

yi  * 

D’où  enfin  :  — j-t-  =  A  cos  ©  .  Q'  -f-  A  sin  ©  .  Q2  ; 

du  7  1 

=  DQ2  -f  A  sin  ©  .  Cl'  —  A  cos  ©  .  Q2. 
dt2  1  Y 

2°.  —  En  définitive,  l’accélération  tangentiëlle  est  :  AQ'  -f  Dü2  sin  ©. 

—  —  normale  centripète  est  :  AQ2 —  DQ2coscp. 

Montrer  pour  quelle  raison  le  cercle  des  inflexions  est  donné  par  la 
condition  que  l’accélération  normale  y  soit  nulle  :  A  =  D  cos  ©. 

A  quoi  correspond  la  condition  r  =  R  =0? 

Montrer  que  le  résultat  est  bien  celui  auquel  on  devait  s’attendre. 

262.  Problème  inverse  des  épicycloïdes. 

1°.  —  On  donne  la  base  ABC;  on  impose  à  un  point  P  du  plan  mobile 
la  trajectoire  P bc  :  déterminer  la  roulette. 


•  Appelons  s  l’arc  AB  de  la  base.  Du  point  B  abaissons  sur  la  trajectoire 
imposée  la  normale  B  b;  soit  Bb  =  r  sa  longueur;  soit  a  l’angle  quelle 
-fait  avec  la  tangent}  à  la  base  au  point  B.  On  a 

r  —  f  (s),  tg  a  =  F  (s)  ;  par  suite  :  tg  a  ==  ©  (r). 

La  fonction  9  (r)  dépend  des  deux  courbes  données. 
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Ceci  posé,  montrer  qu’en  coordonnées  polaires,  la  roulette  cherchée  a 
pour  équation  différentielle  :  rdh  —  cp  (r) .  dr. 

2°.  —  En  étudiant  la  figure  180,  on  découvre  immédiatement  le  moyen 
-de  tracer  au  moins  approximativement  la  courbe  cherchée. 

On  doit  avoir  par  exemple  :  arc  AB  =  arc  AB' ,  PB'  =  B  b . 

Si  on  peut  confondre  l’arc  AB'  avec  corde  AB',  le  point  B'  est  connu. 

Partant  de  là,  le  lecteur  trouvera  aisément  le  moyen  d’obtenir  de 
proche  en  proche  les  points  de  la  roulette. 

«J  •  4‘ 

263.  Tracé  d’une  droite  avec  une  base  rectiligne. 

On  appliquera  la  formule  du  paragraphe  précédent. 

Il  est  du  reste  évident  que  la  roulette  cherchée  est  une  spirale  loga¬ 
rithmique  (M.  G.,  201 , 1°),  puisque  l’angle  a  doit  être  constant  : 

r  =  ciemQ. 

Le  point  P  est  un  point  asymptotique  :  on  ne  parviendra  à  décrire  la 


trajectoire  imposée  jusqu’au  point  d’intersection  C  de  la  base  et  de  la 
roulette  que  par  un  nombre  infini  de  révolutions  de  la  roulette. 

Ce  cas  est  très  intéressant,  parce  qu’il  se  retrouve  chaque  fois  que  la 
base  quelconque  coupe  la  trajectoire  imposée  elle-même  quelconque  :  la 
roulette  peut  toujours  être  assimilée  à  une  spirale  logarithmique  au  voi¬ 
sinage  du  point  d’intersection,  puisque  les  petits  arcs  de  la  base  et  de  la 
trajectoire  imposée  voisins  du  point  d’intersection  peuvent  être  rempla¬ 
cés  par  les  éléments  des  tangentes  aux  deux  courbes  en  ce  point. 
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264.  Tracé  d’un  cercle  avec  une  base  rectiligne. 

i°.  —  On  donne  une  droite  AB  comme  base.  On  demande  une  rou¬ 
lette  telle  qu’un  point  de  son  plan  trace  un  cercle  donné. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle,  a  la  distance  OA  du  centre  à  la  droite. 

On  trouve  immédiatement  pour  équation  différentielle  de  la  roulette  : 


adr 


^0=  - r  , - T.  (1) 

r  y(r  -j-  Rp  —  or 

2°.  —  On  étudiera  d’abord  le  cas  où  la  base  ne  coupe  pas  le  cercle.  On 
tracera  la  roulette  de  proche  en  proche  sans  utiliser  l’équation  (§  262). 


Déterminer  la  position  des  asymptotes  qui  correspondent  au  tracé  des 
éléments  voisins  des  points  R  et  S. 

La  figure  182  ne  représente  qu’un  fragment  de  la  courbe. 

3°.  —  Le  cas  où  la  base  coupe  le  cercle  (aux  points  M  et  N)  est  plus 
compliqué.  Le  tracé  des  arcs  voisins  de  M  et  de  N  donne  une  valeur 
nulle  de  r  ;  au  voisinage,  l’équation  (1)  se  confond  avec  celle  d’une  spirale 
logarithmique  (§  263). 

En  définitive,  on  trouvera  :  un  arc  de  roulette  correspondant  au  tracé 
de  NPM,  admettant  OP  comme  axe  de  symétrie,  terminé  par  deux  spi¬ 
rales  ayant  P  comme  point  asymptotique  commun  ;  deux  arcs  de  rou¬ 
lette  correspondant  au  tracé  de  RM  et  de  SN,  symétriques  l’un  à  l’autre 
par  rapport  à  OP,  terminés  à  un  bout  par  une  branche  asymptotique,  à 
l’autre  par  une  spirale  admettant  P  comme  point  asymptotique  ;  enfin  un 
arc  de  roulette  correspondant  au  tracé  RTS,  admettant  OP  comme  axe 
de  symétrie,  terminé  par  deux  branches  admettant  pour  asymptotes  les 
mêmes  droites  que  les  deux  arcs  précédemment  mentionnés. 
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4°.  —  Intégrer  l’équation  (1). 


/ 


Qu’arrive-t-il  quand  la  base  coupe  le  cercle  diamétralement? 

265.  Roulement  des  développantes.  Équations  intrinsèques. 

jO'  —  Dans  un  plan  Oxy ,  une  courbe  G  roule  sans  glisser  sur  l’axe  Ox. 
Soit  M  son  point  de  contact  actuel  avec  Ox  ;  soit  g,  le  centre  de  courbure 
correspondant. 

Le  lieu  des  centres  [x  de  courbure  des  points  de  contact  décrit  une 
courbe  F. 

La  courbe  G  étant  donnée ,  on  demande  la  courbe  T,  et  inversement. 
Le  lecteur  remarquera  qu’il  ne  s’agit  pas  de  la  cycloïde  de  la  courbe  G. 


Fig.  183.  —  Développante  de  cercle  et  parabole 


Le  point  qui  décrit  la  courbe  r,  n’est  pas  lié  invariablement  au  plan 
mobile  :  il  varie  d’un  instant  à  l’autre,  en  se  déplaçant  sur  la  développée 
de  la  courbe  roulante. 

La  figure  183  représente  le  cas  d’une  développante  de  cercle  :  la 
courbe  F  est  une  parabole.  Le  lecteur  reconstruira  une  figure  analogue  en 
traçant  une  développante  à  partir  d’un  pion  de  dame  ou  de  jacquet,  à  l’aide 
d’un  fil  et  d’un  crayon.  Il  découpera  la  développante  obtenue,  la  fera 
glisser  comme  il  est  expliqué  au  §  256,  et  pointera  avec  une  épingle  les 
centres  de  courbure  correspondants  aux  points  de  contact. 

C’est  du  reste  ainsi  que  la  figure  183  a  été  obtenue. 

2°.  —  Montrer  que  l’équation  cartésienne  de  la  courbe  T  est  identique 
à  l’équation  intrinsèque  (M.  G.,  §  178)  de  la  courbe  G.  Autrement  dit,  soit  s 
la  longueur  de  l’arc  AM  =  OM  ;  soit  p  =  Ma  ,  le  rayon  de  courbure  en  M. 

Les  quantités  s  et  p  sont  liées  par  l’équation  f(s,  p)  =  0. 

L’équation  cartésienne  de  r  est  f(x,  y)  =  0. 
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266.  Applications. 

Montrer  qu’on  a  la  correspondance  suivante  : 


Courbes  C 

Courbes  r 

Spirale  logarithmique 

Droite 

Développante  de  cercle  (M.  G.,  §  99  ) 

Parabole 

Chaînette  (M.  G.,  §  216  ) 

Parabole 

Cycloïde  (M.  G.,  §100) 

Circonférence 

Épicycloïde  (M.  G.,  §  102  ) 

Ellipse 

Radioïde  aux  arcs  (  M.  G.,  §  180  ) 

Hyperbole  équilatère 

Chaînette  d’égale  résistance  (§  238,  394) 

Chaînette 

267.  Généralisation. 

1°.  —  Une  courbe  G  roule  sans  glisser  sur  une  circonférence  de 
rayon  R.  Chercher  l’équation  du  lieu  r  du  centre  de  courbure  (7.  qui 
correspond  au  point  de  contact  actuel  M.  On  vérifiera  immédiatement 
que  l’équation  polaire  en  p,  6 ,  est  de  la  forme  : 

/(Rô,P  +  R)  =  0; 

on  prend  le  centre  du  cercle  pour  origine  des  coordonnées.  Appelant  s 
l’arc  de  la  courbe  C,  on  a  s  =  Rô.  Le  rayon  vecteur  est  bien  p  -f  R. 

2°.  —  Appliquer  à  la  spirale  logarithmique. 

La  courbe  r  est  une  spirale  d’Archimède. 

3°.  —  Appliquer  à  la  chaînette  d’égale  résistance  (§  238,  394)  : 

P  =  a  cosh  —  . 
r  a 


CHAPITRE  X 
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D’UNE  DROITE 


268.  Ellipsographe. 

1°.  —  On  se  reportera  au  §  140  clu  Cours  de  M.  G. 

Montrer  que  le  cercle  des  inflexions  coïncide  avec  la  roulette. 
Utiliser  ce  cercle  pour  trouver  le  centre  de  courbure  d’une  ellipse. 


2°.  —  On  profitera  de  ce  que  le  mouvement  épicycloïdal  peut  être  aisé¬ 
ment  obtenu  par  le  glissement  d’une  tige  invariable  AB  sur  deux  droites 
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rectangulaires,  pour  vérifier  matériellement  les  propriétés  du  cercle  des 
rebroussements. 

Pour  une  position  particulière  AB  de  la  tige,  traçons  la  roulette  (qui  est 
aussi  le  cercle  des  inflexions),  puis  le  cercle  des  rebroussements, 
symétrique  du  précédent  par  rapport  au  centre  instantané  I. 

Prenons  un  point  quelconque  M  sur  le  cercie  des  rebroussements  ; 
joignons  IM  et  G'M.  Nous  avons  ainsi  déterminé  la  droite  DMG'E  dont 
l’enveloppe  aura  un  rebroussement  en  M  (§  259). 

Découpons  alors  un  carton  ABCDEFA  et  déplaçons-le  de  manière  que 
les  points  A  et  B  décrivent  respectivement  les  droites  Ox  et  O  y.  Dans 
chaque  position  de  la  figure  mobile,  traçons  la  droite  DE  sur  le  plan 
fixe.  Nous  constaterons  que  l’enveloppe  de  ces  droites  possède  effec¬ 
tivement  un  rebroussement  au  point  M. 

On  recommencera  l’opération  pour  un  certain  nombre  de  points  M. 

On  peut  opérer  en  sens  inverse  :  prendre  le  carton  limité  par  une 
droite  DE  quelconque,  déterminer  le  rebroussement  de  l’enveloppe, 
vérifier  que  ce  rebroussement  est  sur  le  cercle  des  rebroussements  relatif 
à  la  position  de  la  droite  DE  quand  elle  est  tangente  au  rebroussement. 
Mais  on  risque  beaucoup  d’opérations  inutiles. 

269.  Système  bielle -manivelle. 


1°.  —  On  se  reportera  au  §  141  du  Cours  de  M.  G. 


instantané. 
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On  demande  de  déterminer  graphiquement  ce  lieu  qui  est  la  base  du 
mouvement  défini  par  la  bielle.  On  demande  aussi  de  déterminer  gra¬ 
phiquement  le  lieu  du  C3ntre  instantané  sur  le  plan  mobile  (roulette).  Les 
constructions  sont  très  simples;  il  suffit  d’un  peu  de  soin  et  de  patience 

Calculer  l’inclinaison  et  la  position  des  asymptotes  de  la  roulette. 

La  figure  185  a  été  construite  dans  l’hypothèse  où  la  longueur  l  =  BP 
de  la  bielle  est  égale  au  diamètre  2R  du  cercle. 

5°.  —  Pour  une  position  déterminée  de  la  bielle  déterminer  le  cercle 
des  inflexions. 

On  en  connaît  deux  points  B  et  I.  Montrer  que  la  connaissance  du 
centre  Q.  du  cercle  directeur  donne  un  troisième  point.  Effectuer  la 
construction.  Le  cercle  obtenu  doit  être  tangent  à  la  base  au  point  I. 

3°.  —  Réaliser  un  appareil  permettant  de  vérifier  les  propriétés  du 
cercle  des  inflexions  et  du  cercle  des  rebroussements. 


270.  Déplacement  d’une  tige  invariable  de  longueur  ?. 

t°.  —  On  assujettit  les  extrémités  de  la  droite  à  décrire  :  l’une,  l’axe  O  y; 
l’autre,  une  courbe  G  (x,  y) 
donnée. 

On  demande  la  trajectoire  T  d’un 
point  P  de  la  droite. 

Montrer  que  les  coordonnées  des 
deux  courbes  G  et  P  sont  liées 
par  les  équations  : 


\  =  kx ,  7]  =  y  zh  (1  —  k)yj  l* —  æ2 . 

(i) 

A  quelles  positions  du  point  P 
correspondent  les  valeurs  néga¬ 
tives  de  k  ?  A  quoi  correspond  le 
double  signe  ? 

2°.  —  Supposons  que  G  ren¬ 
contre  Oy;  on  prendra  le  point 
d’intersection  pour  origine. 

Étudier  les  portions  de  la 
courbe  r  voisines  de  O  y. 

On  posera  pour  cela  : 

£C2 

vj  =  ax  -j  2^  ? 

où  p  est  le  rayon  de  courbure  de  G 
au  point  O.  On  substituera  à  y  sa 
valeur  dans  la  seconde  formule  (1);  on  développera  en  série  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x  et  l’on  substituera  à  x  sa  valeur  Ç  :  k . 

On  trouvera  ainsi  le  développement  : 


Fig.  186. 


y=  A+B;  + 


2R 
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R  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  T  à  son  intersection  avec  O?/. 

A  quelle  condition  a-t-on  R  =  a:? 

271.  Déplacement  des  extrémités  d’une  tige  invariable  sur 
une  droite  et  un  cercle. 

i°.  —  On  choisit  pour  courbe  directrice  G  une  circonférence  admettant 
Ox  pour  diamètre  : 

a?2  -j-  if-  —  2aæ  -}-  a2  —  R2  =  0. 

Considérer  le  cas  où  l  =  OD  ;  l  est  la  longueur  de  la  droite  invariable. 

Modifier  la  position  du 
point  P  sur  la  barre.  Etudier 
la  forme  et  les  propriétés  du 
point  multiple. 

Déterminer  le  centre  ins¬ 
tantané  de  rotation  à  chaque 
instant  et  construire  la  tan¬ 
gente  (139,  3",  M.  G.). 

5°.  —  Reprendre  le  même 
problème  en  remplaçant  le 
cercle  par  une  ellipse,  une 
hyperbole,  ou  une  parabole. 

Montrer  qu’on  retrouve 
ainsi  les  courbes  étudiées 
au  §  93. 

272.  Déplacement  des 
extrémités  d’une  tige  in¬ 
variable  sur  une  droite  et 
une  parabole. 

i°.  —  On  choisit  pour 
courbe  directrice  C  fa  para¬ 
bole  :  x^  =  2y. 

Tracer  la  parabole  et  exécuter  la  figure  d’après  la  définition. 

On  choisira  une  longueur  l  et  on  fera  varier  le  rapport  k. 

L’équation  de  la  courbe  décrite  par  le  point  mobile  est  : 

7*=='êr±(1_fe)\A~lr-  (1) 

2°.  —  Montrer  que  la  courbe  (1)  est  une  courbe  diamétrale  pour  les 
cordes  parallèles  à  Ox  des  deux  coniques  : 

■  -•  ;  cc*  =  khj,  ^  +  n^r=m  (2) 


Construire  ces  coniques  et  vérifier  la  propriété  énoncée. 
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Construire  la  tangente  à  la  courbe  (1)  à  partir  des  tangentes  aux 
coniques  (2). 


Fig.  188. 


273.  i°.  —  Une  droite  de  longueur  invariable  l  se  déplace  de 
manière  qu’une  de  ses  extrémités  décrive  la  parabole  x-  =  2 y  située 
dans  le  plan  z=  0. 

L’autre  décrit  la  droite  z  =  i,  x  =  0. 

La  droite  mobile  décrit  une  surface  réglée  S. 

Former  son  équation.  Montrer  que  les  intersections  par  des  plans 
2  =  Constante  (lignes  de  niveau)  sont  les  courbes  F  de  l’exercice  précé¬ 
dent.  Il  suffit  de  poser  :  k-\-z—  1. 

2°.  —  Construire  le  contour  apparent  sur  le  plan  x  —  0. 

Construire  le  contour  apparent  sur  le  plan  z  —  0. 

3\  —  Déterminer  sur  la  surface  S  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  rectilignes. 

,  4°.  —  Trouver  le  volume  compris  dans  les  tranches  déterminées  par 
les  plans  : 

z  =  — 1,  *=  0,  z=  1,  2  =  2. 
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Retrouver  ie  résultat  en  appliquant  la  formule  des  trois  niveaux 

(§521):  _  \  .  '  U  - 

V  =  A(b+B'  +  4B"). 

On  trouve  pour  la  somme  des  trois  volumes  : 

Ht 

v=^-(Jî-1). 


274.  Les  extrémités  de  la  tige  invariable  s’appuient  sur  deux 
cercles  :  lemniscate  de  Bernoulli. 

i°.  —  La  lemniscate  de  Bernoulli  est  définie  au  §  239  du  Cours  de  M.  G. 
Elle  est  telle  que  le  produit  des  distances  d’un  quelconque  de  ses  points 
à  deux  points  fixes  O  et  O'  soit  constante  et  égale  au  carré  de  la  moitié 
de  00'  :  » 

4.ÜM.Ü7M  =  OÜ\ 

Ceci  posé,  reportons-nous  au  §  142  du  Cours  de  M.  G.  (in  fine). 

Montrer  que  le  point  M  du  trois-barres  articulé  OAA'O',  dont  les  points  O 


et  0'  sont  fixes,  décrit  une  lemniscate  quand  dans  une  de  ses  formes,  il 
représente  deux  côtés  opposés  d’un  carré  et  l’une  des  diagonales. 

Posons  00'=  2a;  la  lemniscate  de  Bernoulli  a  pour  équations  en 
coordonnées  cartésiennes  et  polaires  : 

(x2  -f-  y~)2  =  a~(x2 —  y-),  p2  =  a2cos20. 

On  retrouve  une  lemniscate  de  Bernoulli  au  §  237  du  Cours  de  M.  G.  et 
aux  §§  179, 188, 190,  296,  430  de  ce  présent  traité. 

.2°.  —  Étudier  la  courbe. 
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Maximum,  tangentes  à  l’origine;  rayons  de  courbure  aux  points 
correspondants  aux  maxima  pour  x  et  pour  y. 

Tracer  la  courbe  point  par  point. 

Tracer  les  tangentes  par  la  méthode  générale  (M.  G.,  §  139,  3°). 

Tracer  la  courbe  en  construisant  avec  des  punaises  et  des  bouts  de 
carton  le  trois-barres  articulé  convenable  (§  121). 

275.  Exercice  sur  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

2°.  —  On  donne  une  lemniscate  de  Bernoulli  : 

r>.  =  2cos2ô.  (1) 

On  demande  de  tracer  un  cercle  de  centre  O  partageant  l’aire  limitée 
par  cette  lemniscate  en  deux  parties  égales. 

Montrer  que  l’équation  transcendante  à  résoudre  est  : 

sin20  —  20  cos  20  =  0,5. 

Chercher  la  racine  qui  convient  au  problème. 


Fig.  190.  —  Lemniscate  de  Bernoulli. 


2°.  —  Tracer  la  lemniscate.  Vérifier  le  résultat  du  calcul  par  pesée. 

3°.  —  Construire  la  courbe  : 

y  —  sinæ  —  cccosx.  (2) 

Vérifier  la  racine  précédemment  obtenue  sur  la  courbe  (2). 

276.  Aire  balayée  par  une  tige  invariable  dont  les  extré¬ 
mités  décrivent  deux  courbes  C  et  C'.  Planimètres. 

2°.  —  Montrer  que  l’aire  balayée  par  une  tige  invariable  qui  revient 
à  sa  position  initiale  sans  avoir  accompli  un  tour  complet,  est  égale  à 
la  somme  ou  à  la  différence  des  aires  comprises  dans  les  courbes  fer- 
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niées  parcourues  par  les  extrémités.  Quand  l’une  des  extrémités  décrit 
un  arc  de  courbe  dans  les  deux  sens  successivement,  c’est  comme  si 

elle  décrivait  une  courbe  fermée  enve¬ 
loppant  une  aire  nulle  :  l’aire  balayée 
est  alors  égale  à  l’aire  comprise  dans 
la  courbe  fermée  G'  décrite  par  l’autre 
extrémité. 

On  doit  considérer  comme  positives  les 
aires  balayées  dans  un  sens,  comme 
négatives  les  aires  balayées  en  sens  in¬ 
verse  :  à  cette  condition  s’élimine  l’aire 
de  la  partie  du  plan  extérieure  aux 
courbes  G  et  G'  ;  elle  n’est  pas  balayée  par 
la  tige  ou  est  balayée  deux  fois  en  sens 
inverses. 

Pour  définir  les  sens  du  balayage  de 
cette  aire,  il  sera  commode  de  supposer 
décrit  un  faisceau  de  courbes  f(  x,  y )  =  Cte, 
dont  C  et  G'  font  partie  :  les  sens  seront 
définis  sur  ces  courbé?? 

2°.  —  Cas  particulier. 

Considérer  le  système  de  deux  tiges  ABC, 
articulées  en  B.  On  maintient  fixe  le  point  A;  le  point  B  décrit  un 

arc  de  cercle,  tandis  que  le  point  G 
décrit  une  courbe  fermée  quel¬ 
conque.  C’est  ce  qui  a  lieu  dans  le 
planimètre  d’Amsler  (M.  G.,  §  167). 

3°.  —  Appelons  a  et  a  les  angles 
que  dans  la  position  ad  la  tige  fait 
avec  les  courbes  C  et  C'.  Dans  la 
position  voisine  bb',  elle  fait  avec 
les  courbes  des  angles  qui  ne 
diffèrent  de  a  et  de  a'  que  d’un  in- 
liniment  petit. 

Démontrer  que  l’expression  de 
l’aire  élémentaire  balayée  est  : 

dX  =  l  sin  x  .  ds'  -f-  l~di  :  2, 

ou  encore  : 

dX  =  l  sin  x  .  ds  —  l-dz  :  2. 

•  •  —  /  „ .  . 

Fig.  192.  Si  à  la  fin  de  l’opération  la  tige 

reprend  sa  position  initiale,  on  a  : 
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Énoncer  le  théorème  qui  résulte  de  ces  expressions. 

4°  —  Déduire  de  ces  formules  la  théorie  du  plan i mètre  d’Amsler. 
Voir  aussi  §  440. 


277.  Roulement  d’une  droite  sans  glissement. 

i°.  —  Une  droite  roule  sans  glissement  sur  une  courbe  F.  Le  centre 
instantané  est  au  point 
de  contact  O.  Tout  se 
passe  donc  pour  un  petit 
mouvement  comme  si  le 
point  O  était  le  pôle 
immobile  d’un  système 
de  coordonnées  polaires. 

Voici  une  application. 

20.  —  La  droite  qui 
roule  sans  glissement 
coupe  deux  courbes  G, 
et  C.2  aux  points  A1  et  A2. 

On  trace  la  cou  rbe  G  telle 
que  les  rayons  vecteurs 
r ,  r1?  r3,  soient  reliés 
linéairement  : 

r  =  ar,  -f  br%  -f  c. 

Étant  connues  les  tan¬ 
gentes  à  G,  et*à  C,  en 
et  A,,  construire  la  tan¬ 
gente  à  G  en  À. 

Comme  cas  particulier, 
le  point  A  divise 
en  deux  segments  dont 
le  rapport  est  constant. 

On  s’appuie! a  sur  les  propriétés  des  sous-normales  en  coordonnées 
polaires.  Nous  trouverons  plus  loin  des  applications  de  ce  théorème 
(§§  308  et  suivants). 


278.  Une  droite  du  plan  mobile  passe  par  un  point  fixe; 
un  de  ses  points  décrit  un  cercle. 

1°.  —  On  demande  de  déterminer  graphiquement  la  base  et  la  rou¬ 
lette*  du  mouvement  ainsi  défini.  Trouver  leurs  équations. 

2°.  —  On  donne  deux  cercles  C,  G',  et  un  point  A. 

On  demande  de  tracer  par  le  point  A  le  segment  BD  le  plus  court 
ou  le  plus  long,  limité  par  les  cercles  (Voir  §§  30  et  255). 

Cas  particulier.  —  Le  point  A  est  à  l’infini. 
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On  demande  de  tracer,  parallèlement  à  une  direction  donnée,  le 
segment  le  plus  court  et  le  plus  long  limité  par  les  cercles. 

E 


279.  Roulement  d’une  droite  avec  glissement. 

I0'  —  Quand  une  droite  roule  sans  glissement  sur  une  courbe  C,  un 
point  de  cette  droite  décrit  une  développante  de  C  ;  les  divers  points 
décrivent  des  courbes  parallèles,  qui  sont  elles  aussi  des  développantes 
de  C.  . 
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Quand  la  courbe  roule  avec  glissement,  le  problème  prend  l’énoncé  suivant. 
Au  point  A  d’une  courbe  C,  menons  la  tangente  et  portons  dessus 


un  segment  Aa  =  ©(s);  s  est  la 
compté  à  partir  d’une  ori¬ 
gine  O.  Cherchons  les  rela¬ 
tions  qui  existent  entre  les 
coordonnées  æ,  y ,  du  point 
A,  et  les  coordonnées  r„ 
du  point  a.  On  appellera  p 
le  rayon  de  courbure  en  A 
de  la  courbe  C. 

On  trouve  aisément  :  * 

■n  =  y  +  <f(s)%L. 

2°.  —  Cherchons  le  point 
où  la  normale  en  a  à  la 
courbe  c  coupe  la  normale 
en  A  à  la  courbe  C. 

Des  triangles  semblables 
donnent  immédiatement  : 


longueur  de  l’arc  OA  de  courbe  C 


Fig.  196, 


CN  =  —  p<p  '  (s). 

En  particulier,  si  <p'(s)  =  0,  si  longueur  prise  sur  la  tangente  est 
constante,  on  a  :  CN=0. 

La  normale  aN  passe  par  le  a 

centre  de  courbure  de  la  courbe  C. 

Vérifier  la  propriété  expéri¬ 
mentalement.  / 

3°.  —  On  retrouve  les  pro¬ 
priétés  des  développantes  en 
écrivant  : 

o'(s)  =  -l. 

Il  y  a  roulement  sans  glisse¬ 
ment. 


280.  Application. 

On  prendra  pour  courbe  C 
un  cercle  de  rayon  r. 

On  posera  : 


o(s)  =  k  sin  <p  =  k  sin  ,  (1)  Flg*  197  ' 

ou  encore  :  <p  (s)  =  k  cos  <p  =  k  cos  ~ .  (2) 


Déterminer  l’équation  de  la  courbe  (quartique)  décrite  par  le  point  a. 
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281.  Aux  exercices  précédents  se  rattache  la  transformations 
suivante. 

i°.  —  On  donne  une  courbe  en  coordonnées  polaires  :  R  =  F(0\ 


Fig.  198. 

% 

Au  point  A  de  la  courbe  on  fait  correspondre  un  point  a,  pris  sur 
la  tangente  à  une  distance  Aa  égale  au  rayon  vecteur  OA* 

Déterminer  l’équation  r  =  /‘(0),  de  la  courbe  transformée. 

Démontrer  les  relations  : 

r  =  2R  cos  (6  —  0),'  tg2(6  —  ©)  =  R-^-. 

- ^  4 

2°.  —  Appliquer  à  l'ellipse  en  prenant  le  centre  pour  pôle  O. 

Construire  la  courbe  obtenue.  Elle  a  quatre  points  doubles  autres  que 
O  qui  est  acnodal. 

Elle  est  bitangente  aux  cercles  : 

x-  -  y-  zh  2  x  —  2  fr2  =  0, 

et 

æ2  +  y-  ±  2  y  —  2  a~  =  0. 

3°.  —  En  prenant  pour  pôle  un  point  quelconque,  appliquer  au  cercle,, 
à  l’hyperbole  équilatère  et  à  la  spirale  logarithmique. 

282.  Roulement  d’une  droite  avec  glissement.  Roulette 
coupante.  Tractrice  circulaire. 

i°.  —  Quand  une  droite  roule  sans  glissement  sur  une  courbe,  le 
centre  instantané  est  au  point  de  contact.  Où  est- il  lorsqu’il  y  a  glisse¬ 
ment? 

Montrer  que  le  seul  point  de  la  droite  qui  se  déplace  suivant  la 
droite  elle-même,  est  le  point  de  contact  avec  l’enveloppe. 

2°.  —  Réciproquement,  soit  une  roulette  R  qui  frotte  assez  sur  le- 
papier  ou  entre  suffisamment  dans  le  papier  (roulette  coupante)  pour 
que  les  mouvements  latéraux  ne  soient  pas  à  craindre.  Elle  est  montée- 
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sur  un  axe  horizontal  lié  à  une  pointe  mousse  P  qui  se  trouve  dans  son 
plan.  Lorsque  la  pointe  décrit  une  courbe  r,  le  point  de  contact  T  de  la 


roulette  décrit  une  courbe  C.  Montrer  d’abord  que  la  courbe  C  est 
l’enveloppe  des  droites  TP,  ensuite  que  le  point  de  contact  de  TP  avec 
son  enveloppe  est  le  point  T  lui -même. 

3°.  —  Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  coordonnées  æ,  y ,  du 
point  T,  et  les  coordonnées  :,  r,,  du  point  P? 

Quand  existe- 1- il  sur  C  des  points  de  rebroussement? 

La  courbe  r  étant  donnée,  quelle  indétermination  subsiste- t-il  pour 


Fig.  200. 


la  courbe  C?  Inversement,  la  courbe  C  étant  donnée,  la  courbe  r  est- 
elle  déterminée  (§  393)? 
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4°.  —  Réaliser  l’expérience  avec  une  roulette  de  carton  mince  dont 
on  noircira  le  pourtour. 

On  pourrait  employer  une  véritable  lame  coupante,  par  exemple 
une  petite  hachette  au  manche  de  laquelle  on  fixerait  la  pointe  mousse  P. 

L’appareil  est  utilisé  comme  planimètre  (Prytz). 

La  figure  200  montre  ce  qui  résulte  du  parcours  indéfiniment  répété 
par  la  pointe  mousse  P  d’une  circonférence  r.  La  roulette  décrit  une 
courbe  C  périodique  (tractrice  circulaire).  Voir  page  234  et  §  393. 

283.  Déplacement  d’une  équerre  rectangle. 

i°.  —  Une  équerre  rectangle  se  déplace  de  manière  que  le  sommet  B 
de*  l’angle  droit  décrive  l’axe  Ox,  et  que  le  côté  BA  passe  par  le  point 
fixe  A  (æ  =  0,  y  =  ci). 

Tracer  graphiquement  la  courbe  décrite  par  un  point  du  côté  BE  ; 


Fig.  201. 


donner  l’équation  du  faisceau.  On  pose  BC  =  b  ;  on  prend  pour  variable 
auxiliaire  l’angle  a  ;  on  trouve  : 


a  ,  7  .  7  o^ay  —  ir 

x  =  ~ - -|-6sina,  y  — b  cos  a;  x— — ■  -  —  -  . 

tga  j  J  ’  y/b*  — y* 

2°.  —  Déterminer  la  position  du  point  d’inflexion  par  l’intermédiaire 
de  l’angle  a.  On  appliquera  la  formule  du  §  6. 


On  posera  : 


a  ==  btg  0. 


3°.  —  Pour  construire  les  tangentes,  appliquer  la  construction  du  2°, 
§  143,  du  Cours  de  M.  G. 

4°.  —  Calculer  l’aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  OC  ou  ÜD . 

5°.  —  Déterminer  l’enveloppe  de  la  droite  BE.  On  prendra  pour  para¬ 
mètre  variable  la  longueur  OB  =  p. 
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6°.  —  Reprenons  la  courbe  tracée  par  le  point  D  du  côté  BE.  Joignons 
O  et  D.  La  droite  OD  coupe  la  droite  AB  au  point  M. 

Construire  le  lieu  du  point  M.  Déterminer  l’équation  paramétrique  : 

/*(*)>  2/=î rOO- 

Discuter  la  forme  du  lieu  directement  par  des  constructions  graphiques. 
En  particulier,  voir  s’il  présente  des  asymptotes  et,  dans  le  cas  affirmatif, 
déterminer  leur  position. 

Dans  la  résolution  de  ce  problème,  il  est  commode  d’utiliser  une 
équerre  en  papier. 

Remarque. 

Ce  problème  est  une  généralisation  simple  de  la  construction  qui 
donne  la  Conchoide  de  Nicomède  (M.  G.,  §  144,  et  présent  Cours,  §  312).  Le 
point  traceur  n’est  plus  pris  sur  la  droite  mobile  elle- môme.  Nous  cher¬ 
chons  au  §  312  quelles  sont  la  base  et  la  roulette  qui  conviennent  au 
déplacement  de  la  figure  invariable. 

284.  Généralisation  :  rosettes. 

L’équerre  du  §  283  n’est  plus  rectangle;  la  trajectoire  du  sommet  B  n’est 
plus  une  droite.  On  définit  ainsi  des  courbes  très  faciles  à  construire  sur 


le  papier,  mais  dont  l’équation  est  compliquée  :  une  équerre  non  rectangle 
se  déplace  de  manière  qu’un  de  scs  côtés  passe  par  le  point  fixe  A  ;  le 
sommet  B  décrit  une  courbe  C  ;  on  demande  la  courbe  T  décrite  par  un 
point  P  du  second  côté  de  l’angle  B. 

Trouver  quelques  propriétés  générales  de  ces  courbes  r  (connues  sous 
le  nom  de  rosettes  des  courbes  C). 

Faire  la  construction  en  prenant  le  point  A  sur  la  courbe  C. 

Montrer  que  la  courbe  analytiquement  complète  se  compose  des 
quatre  courbes  qui  correspondent  aux  quatre  points  P  symétriques  par 
rapport  à  AB  ^t  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  AB 
passant  par  B. 
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Imaginer  un  appareil  commode  pour  tracer  ces  courbes. 

La  Condamine  en  construisit  un  sous  le  nom  de  réglette  ;  on  le  peut 
modifier  de  bien  des  manières. 

285.  Cissoïde  de  Dioclès.  Construction  de  Newton. 

i°.  —  Une  équerre  rectangle  se  déplace  de  manière  qu’un  de  ses  côtés 
passe  par  le  point  fixe  A,  et  qu’un  point  Q  de  l’autre  côté  décrive  une 
droite  A'. 

On  demande  le  lieu  d’un  autre  point  P  de  ce  côté. 

Chercher  l’équation  de  la  courbe  ;  construire  la  tangente  en  ùn  point. 

2°.  —  Cissoïde  de  Dioclès  (voir  §§  297  et  315). 

Étudier  le  cas  où  l’on  a  : 

SQ  =  ÂC,  SP  =  P£>. 

La  trajectoire  du  point  P  est  une  cissoïde  de  Dioclès. 


Construire  un  appareil  pour  décrire  la  courbe  d’un  mouvement 
continu. 

La  tracer  point  par  point  avec  une  équerre  de  papier. 

286.  Rhomboïde  duplicateur  de  Reuleaux. 

On  donne  un  rhomboïde  articulé  ABCD  dont  on  fixe  le  côté  AB  ;  on 
suppose  les  longueurs  des  tiges  dans  le  rapport  2  : 1  : 

AB  =  a ,  BC  =  2 a. 


(  . . 
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i°.  —  Relier  analytiquement  entre  eux  les  angles  0  et  w  ;  représenter 
la  relation  obtenue. 

Démontrer  que  quand  0  croît  de  0  à  z,  w  croît  de  0  à  Étudier  les 


vitesses  relatives  des  points  G  et  D. 

On  se  reportera  au  §  14 2  du  Cours  de  M.  G. 

2°.  —  Déterminer  la  trajectoire  d’un  point  M  défini  par  les  longueurs  : 

CN  =  b,  NM  =  c. 

•  t 

287,  Angle  invariable  dont  les  côtés  sont  assujettis  à  passer 
par  deux  points  fixes. 

Reprenons  le  problème  traité  au  §  143  du  Cours  de  M.  G.  :  les  côtés 
d’un  angle  invariable  sont  assujettis  à  passer  par  deux  points  fixes  A  et  B. 
On  sait  que  le  lieu  du  centre  instantané  sur  le  plan  fixe  (base)  est  le 
cercle  capable  de  l’angle  S.  Pour  la  position  considérée,  le  centre  instan¬ 
tané  I  est  le  point  de  ce  cercle  diamétralement  opposé  au  sommet  S. 

Montrer  que  la  roulette  est  un  cercle  de  rayon  double.  Dans  sa  position 
actuelle,  c’est  le  cercle  qui  a  S  pour  centre  et  SI  pour  rayon. 

Montrer  que  le  cercle  des  rebroussements  est  fixe  et  se  confond  avec 
la  base;  d’où  résulte  immédiatement  le  cercle  des  inflexions  pour  chaque 
position  de  la  roulette. 

Montrer  que  toute  droite  SP  du  plan  mobile,  par  conséquent  liée  à 
l’angle  invariable,  passe  par  un  point  fixe  C  de  la  base.  Partant  de  là, 
prouver  que  la  trajectoire  d’un  point  quelconque  P  du  plan  mobile  est 
un  limaçon  de  Pascal  (M.  G.,  §  144). 
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Partant  de  là  encore  et  des  résultats  du  §258,  montrer  que  toute  droite 


S 

Base 


G 


Roulette 


Fig.  205. 


du  plan  mobile  enveloppe  une  circonférence,  c’est-à-dire  une  courbe 
dont  la  développée  se  réduit  à  un  point. 


Addition  au  §  282. 

5°.  —  Théorie  des  voitures  a  deux  et  a  quatre  roues. 

Démontrer  la  proposition  suivante  :  des  roues  montées  folles  sur  le 
même  essieu  à  des  distances  invariables,  touchent  le  plan  tt  sur  lequel 
elles  roulent,  suivant  des  courbes  parallèles  (M.  G.,  §  95),  à  la  condition 
que  les  mouvements  latéraux  soient  impossibles. 

Ceci  posé,  on  impose  la  trajectoire  sur  le  plan  n  d’un  point  P  lié  aux 
brancards  d’une  voiture  à  deux  roues  ;  ce  sera  par  exemple  la  projection 
d’un  point  de  la  tête  du  cheval.  Étudier  les  courbes  décrites  par  les  roues. 

Ramener  la  théorie  de  la  voiture  à  quatre  roues  à  celle  de  deux  voi¬ 
tures  à  deux  roues. 


* 


CHAPITRE  XI 


ROSACES.  ÉPIS.  ÉPICYCLGIDES. 


288.  Rosaces. 

f°.  —  Construire  les  courbes  : 

e  =  p0  sin  m(e  —  6o). 

dont  on  ramène  immédiatement  l’équation  à  la  forme  : 

p  =  p0  sin  md. 

On  supposera  par  exemple  m  =  3 ,  m  —  2  : 3. 


A  quelle  condition  les  courbes  se  ferment- elles?  Elles  sont  alors  algé¬ 
briques. 

2°.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure;  assurer  la  discussion  précédente 
par  la  considération  de  ce  rayon.  En  particulier,  tracer  les  cercles  oscula- 
teurs  pour  les  points  où  le  rayon  vecteur  est  maximum  ou  nul. 

Qu’arrive -t- il  pour  m  =  1  ? 

Exercices  de  Math.  gén"\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrièrë.  ^5 
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3°.  —  Utilisant  les  formules  du  §  174  du  Cours  de  M.  G.,  calculer  Faire 
d’une  feuille  de  rosace. 


Fig.  207. 


4°.  —  Utilisant  les  formules  des  §§  80  et  183  du  Cours  de  M.  G.,  calculer 

la  longueur  d’un  arc  de  rosace.  Le  calcul 
se  ramène  à  celui  d’un  arc  d’ellipse. 

289.  Obtention  mécanique  des 
rosaces. 

i°.  —  Montrer  qu’on  peut  tracer  mé¬ 
caniquement  les  rosaces  avec  un  pen¬ 
dule  OP  et  Tin  disque  tournant  unifor¬ 
mément  autour  d’un  axe  vertical. 

Réaliser  l’expérience  en  noircissant 
la  partie  supérieure  du  disque  (en  glace 
de  préférence)  avec  du  noir  de  fumée,, 
et  en  munissant  l’extrémité  inférieure 
du  pendule  d’un  crin  fort. 

Discuter  a  'priori  les  conditions  de 
l’expérience  (longueur  du  pendule, 
vitesse  angulaire,  amplitude  des  oscil¬ 
lations, 

■  2°.  —  Quid  si  les  oscillations  du  pen¬ 
dule  s’amortissent  ou  si  la  vitesse  du 
disque  n’est  pas  uniforme  ? 


D 


• 

:  • 

■*  .  ;  • 

;•  .  ~r 

_ _ A 

_ 

Fig.  208. 
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290.  Obtention  optique  des  rosaces. 

i°.  —  On  peut  définir  une  courbe  G  comme  le  lieu  des  points  d’inter¬ 
section  de  deux  courbes  C4,  G*,  qui  tournent  (dans  le  même  sens  ou  en 
sens  inverses)  autour  d’un  point  de  leur  plan. 

L’appareil  représenté  dans  la  figure  209  permet  de  les  obtenir  opti¬ 
quement. 

Deux  feuilles  de  gélatine  circulaires  Gt  et  G.2  tournent  autour  du  même 
axe  géométrique  (les  axes  réels  sont  emboîtés  l’un  dans  l’autre  )  avec  des 
vitesses  qui  sont  dans  un  rapport  connu  (par  exemple  1,  2,  3,  dans  le  cas 
de  la  figure;  il  suffit  d’entraîner  les  poulies  P1  et  P2  par  des  cordons  mus 
par  des  poulies  égales  et  solidaires  du  même  axe). 

On  noircit  avec  un  vernis  les  feuilles  transparentes  Gt  et  G2,  puis  avec 
un  canif  on  enlève  le  noir  de  manière  à  tracer  les  courbes  C,  et  C2. 
L’écran  E  est  fortement  éclairé. 

Se  plaçant  assez  loin  devant  l’appareil,  on  aperçoit  la  courbe  C  grâce 


à  la  persistance  des  impressions  lumineuses.  On  réduit  autant  que  pos¬ 
sible  les  épaulements  et  écrous  B  qui  fixent  les  feuilles,  de  manière  à  ne 
supprimer  que  très  peu  de  la  courbe  C. 

2°.  —  Parmi  les  courbes  G,  il  est  intéressant  de  considérer  les  lieux 
des  intersections  d’une  courbe  C1  avec  une  droite  C2  passant  par  l’axe  de 
rotation.  Appelons  oq  et  o>2  les  vitesses  angulaires. 

Soit  : 


P. =f(*y> 
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l’équation  de  la  courbe  C,  au  temps  zéro.  Montrer  que  pour  un  temps 
quelconque  t7  l’équation  devient  : 


Pi  —  f(0  t). 


Fig.  210. 


Posons  qu’à  l’origine  des  temps  la  droite  C.2  est  couchée  sur  Ox. 
Montrer  que  l’équation  de  la  courbe  C  est  : 


ô(l—  -jM  =/'[9(l— m)]. 
2  _ _ 


3°.  —  Soit  deux  courbes 


?i=m,  p*=«-0)- 


Chercher  la  courbe  C  lieu  de  leurs  intersections  quand  on  fait  tourner 
ces  courbes  avec  les  vitesses  uniformes  io4  et  wa. 
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Montrer  que  le  problème  se  ramène  immédiatement  au  précédent. 
Calculer  les  vitesses  avec  lesquelles  tourne  la  droite  quand  on  garde 
l’une  ou  l’autre  des  courbes  précédentes. 

4°.  —  Appliquer  la  proposition  2°  au  cas  d’un  cercle  tournant  autour 
d’un  de  ses  points  et  d’une  droite  (ou,  en  vertu  du  3°,  au  cas  de  deux 
cercles  égaux  tournant  autour  d’un  point  commun). 

Pour  m=i  db  0,5,  on  obtient  la  courbe  représentée  dans  la  figure  21 1. 
On  calculera  les  rayons  de  courbure  en  A,  en  O;  la  direction  des  tan¬ 
gentes  en  B.  On  construira  la  courbe  point  par  point  avec  une  table  des 
sinus  et  un  rapporteur;  on  vérifiera  ensuite  la  propriété  ici  démontrée. 

Pour  m  =  1  db  (1  :  3),  on  obtient  des  limaçons  de  Pascal. 

Pour  m  =  1  ±n,  on  obtient  des  rosaces  à  n  feuilles. 

5°.  —  Reprenons  le  cas 
général. 

On  suppose  que  les  deux 
courbes  sont  des  cercles  égaux 
de  ravon  R,  tournant  autour 
de  deux  de  leurs  points  O,  et  0.2. 

On  prendra  des  vitesses  égales 
et  TvJ7  =  2  R.  /  - 

Étudier  le  faisceau. 

291.  Relation  des  ro¬ 
saces  et  des  épicycloïdes  ou 
hypocycloïdes. 

i°.  —  Montrer  que  les  rosaces 
sont  des  épicycloïdes  ou  hypo¬ 
cycloïdes  assujetties  à  la  condi¬ 
tion  unique  que  le  point  traceur 
passe  par  le  centre  du  cercle 
fixe. 

On'  part  des  équations  du  §  102  du  Cours  de  M.  G.  ;  on  écrit  la  condi¬ 
tion  ci-dessus  posée,  puis  on  transforme  en  coordonnées  polaires. 

On  trouve  : 

[ylR  "j 

sin  a  —  sin  — ^ —  aj , 

[r  -f  R  i 
COS  a  —  COS pr — a  • 

Pour  éliminer  la  variable  auxiliaire  a,  on  utilisera  les  formules  du 
§  102,  2°,  du  Cours  de  M.  G. 

Connaissant  m  et  p0,  calculer  r  et  R. 

Revenir  sur  les  rayons  de  courbure,  en  particulier  sur  ceux  qui  cor¬ 
respondent  aux  valeurs  maxima  et  milles  dep. 

2°.  —  Montrer  que  les  podaires  des  épicycloïdes  engendrées  par  un 
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point  du  cercle  mobile,  podaires  relatives  au  centre  du  cercle  fixe,  sont 

des  rosaces. 

Pour  démontrer'  cette  proposition,  on  cherchera  successivement  la 
relation  existant  entre  OE  =  p  et  GB,  puis  entre  6  et  a. 


292.  Description  mécanique  des  épicycloïdes  ou  hypo- 
cycloïdes. 

i°.  —  Construire  matériellement  avec  deux  petites  roues  d’engrenage 

en  laiton  (on  en  trouvera  un  très 
grand  choix  chez  les  quincaillers) 
un  appareil  pour  la  description 
mécanique  des  épicycloïdes  (exté¬ 
rieures).  S’arranger  de  manière 
qu’effectivement  les  courbes 
soient  tracées  automatiquement 
en  leur  entier;  elles  sont  utilisées 
dans  le  guillochage. 

2°.  —  Construire  matérielle- 
ment  avec  trois  roues  d’engre¬ 
nage  un  appareil  pour  la  description  mécanique  des  hypocycloïdes 
(épicycloïdes  intérieures). 

Montrer  qu’on  peut  se  passer  d'engrenages  intérieurs  qui  ne  se  trouvent 


Fig. 


213. 


pas  dans  le  commerce.  Établir  l’équivalence  entre  le  système  de  trois 
roues  r,  r',  r",  engrenant  extérieurement,  et  le  système  de  deux 
roues  R,  R',  engrenant  intérieurement. 
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293.  Courbes  inverses  des  rosaces  :  épis. 

i°.  —  Construire  les  courbes  épis  (I)  : 

1  1 

—  = - sin  mO.  . 

P  Po 

Calculer  le  rayon  de  courbure.  Tracer  la  courbe  (II)  :  p  =  p0  sin  mfl , 


et  les  cercles  oscillateurs  en  deux  points  conjugués  des  courbes  I  et  II. 
Étudier  les  relations  de  ces  cercles. 

2°.  —  Calculer  l’aire  balayée  par  un  rayon  vecteur  issu  de  l’origine  et 
dont  l’extrémité  décrit  la  courbe  (I). 

3°.  —  Qu’arrive-t-il  pour  m  =  l  ? 

294.  Lieu  décrit  par  le  foyer  F  d’une  parabole  donnée, 
tangente  aux  côtés  d’un  angle  droit  xOy. 

1°.  —  On  commencera  par  démontrer  que  le  lieu  des  sommets  d’un 
angle  droit  circonscrit  à  une  parabole  y*  =  2px,  est  une  droite 
{directrice,  courbe  orthoptique;  §  £05)  parallèle  à  la  tangente  au  sommet 
et  située  à  une  distance  p\2  de  cette  tangente  (M.  G.,  §  124). 

D’où  résulte  que  dans  le  problème  actuel,  la  tangente  au  sommet  de  la 
parabole  (mobile  par  rapport  aux  tangentes  fixes)  a  pour  équation  : 

2x  cos  cp  -f-  2 y  sin  cp  =  p. 

Mais  on  sait  que  cette  tangente  au  sommet  est  la  podaire  de  la  parabole 
par  rapport  à  son  foyer.  Le  foyer  se  trouve  donc  complètement  déterminé 
quand  on  se  donne  l’angle  cp. 

On  trouve  pour  le  lieu  cherché  : 

p\x~  +  y-)  —bx^xf. 
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Montrer  que  c’est  un  épi  et  une  cruciforme  (§  197). 

2°.  —  Trouver  le  lieu  du  sommet  S  de  la  même  parabole. 


On  exprimera  les  coordonnées  en  fonction  du  paramètre 

295.  Sinusoïdes  circulaires. 

1°.  —  Construire  les  courbes  : 

p  =  P!  -f  p0  sin  mô. 

A  quelle  condition  la  courbe  est- elle  fermée  ? 

Assurer  la  discussion  par  le  calcul  du  rayon  de  courbure. 

Existe-t-il  des  points  d’inflexion,  et  à  quelle  condition? 

Comparer  la  courbe  actuelle  aux  rosaces. 

9°.  —  Obtention  mécanique  des  sinusoïdes  circulaires. 

Modifier  convenablement  l’appareil  du  §  289. 

296.  Rosaces  généralisées,  spirales  sinusoïdes. 

1°.  —  Comparer  les  courbes  : 

pn  =  pj*  sin  m9, 

où  n  est  un  paramètre  arbitraire ,  aux  rosaces  : 

p  =  p0  sin  mô. 

% 

On  se  bornera  à  considérer  les  valeurs  simples  positives,  négatives, 
entières  ou  fractionnaires  de  n.  Discuter  pour  n  =  2,  n  =  3. 

2°.  —  Spirales  sinusoïdes  :  m  =  n. 

/  4 

Calculer  l’angle  a  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente  (§  23,  et  M.  G.,  §  80). 
Qu’arrive-t  -  il  quand  m  =  n  ? 
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Dans  ce  cas  particulier,  calculer  le  rayon  de  courbure  et  la  normale  ; 
comparer  les  longueurs  de  ces  deux  lignes. 

3p.  —  Montrer  que  la  podaire  d’une  spirale  sinusoïde  par  rapport  à 
l’origine  est  une  autre  spirale  sinusoïde. 

Appliquer  au  cercle  m  =  l  ;  à  la  cardioide  m  =  0,5. 

Cette  dernière  courbe  est  un  cas  particulier  du  limaçon  de  Pascal 
(§186,  et  M.  G.,  §144). 


4°.  —  Vérifier  que  l’on  a 

*  pour  m  =  —  1 ,  . 

«  m  = —  0,5, 

((  m  =  —  2 , 

«  m=  2 , 


une  droite; 

une  parabole; 

une  hyperbole  équilatère  ; 

une  lemniscate  de  Bernoulli  (§  274). 


Podaires. 


297.  Podaires  d’une  parabole  ;  podaire  par  rapport  à  son 
sommet,  à  son  foyer,... 

i°.  —  On  donne  la  parabole  : 

( y  —  è)2  =  2  p(pc  —  a). 


On  demande  l’équation  de  la  podaire  par  rapport  à  l’origine. 


On  trouvera  l’équation  : 

Ç(V  +  r)  - -  a;2  +  iÿ-  =  0.  (2) 

La  courbe  est  une  cissoïde  (voir 
§§  285  et  315). 

2°.  . —  Construire  la  podaire  dans 
le  cas  où  l’on  prend  pour  pôle  le 
sommet. 

3 °.  —  Qu’arrive- 1- il  quand  on 
prend  pour  pôle  le  foyer?  Démon¬ 
trer  géométriquement  le  résultat 
obtenu. 

298.  Pcdaire  de  ladévelop- 
pante  de  cercle. 

On  prendra  la  développante  de 
cercle  sous  la  forme  (§  185)  : 

x  =  cos  ô  +  0  sin  0, 

y  =  sinO  —  6  cosO. 


et  spirale  d’Archimède. 


Montrer  que  la  podaire  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


X  =  ôsin0,  Y  =  — 0  cos  Q. 

C’est  une  spirale  d’Archimède.  La  construire. 
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299.  Rosace  à  quatre  pétales;  scarabée. 

i°.  —  Former  l’équation  de  la  podaire  de  l’hypocycloïde  à  quatre 

rebroussements  par  rapport  à  son 
centre.  On  s’appuiera  sur  la  défi¬ 
nition  de  cette  courbe  comme 
enveloppe  d’une  droite  inva¬ 
riable  de  longueur  l  s’appuyant 
sur  deux  droites  rectangulaires 
(M.  G. ,  §131).  On  posera  1  =  2. 

2°.  —  Généraliser  en  prenant 
pour  pôle  de  la  podaire  :  un 
^  point  de  la  bissectrice  OB  (on 
cherchera  l’équation)  ;  un  point 
Fig.  218.  quelconque  (on  se  bornera  à 

construire  la  courbe). 

On  obtiendra  une  rosace  à  quatre  pétales  symétrique  ou  non  par 
rapport  à  la  bissectrice. 

3°.  —  Rectifier  la  rosace  p  =  sin  20. 

Déterminer  les  axes  de  l’ellipse  isopérimètre  du  pourtour  de  deux  pétales. 


4°.  —  Donner  l’équation  de  cette  ellipse  (fig.  219). 

Calculer  la  distance  au  centre  des  points  d’intersection  de  l’ellipse  et 
de  la  rosace.  Tracer  cette  ellipse  en  utilisant  les  centres  de  courbure  aux 
sommets.  '  ' 
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300.  Roulement  sans  glissement  de  deux  courbes  identiques 
•et  symétriquement  placées  par  rapport  à  la  tangente  de  contact. 
Tracé  des  podaires. 

i°.  —  On  fait  rouler  l’une  sur  l’autre  sans  glissement  deux  courbes 
•C,  G',  symétriques  par 
rapport  à  la  tangente 
actuelle  de  contact. 

Les  deux  points  A  et  A' 
symétriques  sont  dits  ho - 
mologues. 

Montrer  que  le  point  A' 

•de  la  figure  mobile  décrit 
une  courbe  homothétique 
•(dans  le  rapport  2)  de  la 
podaire  de  la  courbe  C  par 
rapport  au  point  A. 

2°.  —  Retrouver  par  ce 
procédé  :  la  podaire  d’un 
•cercle  (M.  G.,  §  149);  la 
podaire  d’une  ellipse  par 
rapport  à  son  centre 
(M.  G.,  §  150). 

3°.  —  La  proposition 
précédente  est  utile  quand 

on  détermine  le  mouve- 

* 

ment  d’une  figure  inva¬ 
riable  par  le  roulement 
sans  glissement  d’une  base 
et  d’une  roulette  iden-  Fig.  220. 

tiques  et  symétriquement 

situées  par  rapport  à  leur  tangente  (quelconque)  de  contact.  Le  pro¬ 
blème  est  ramené  à  la  détermination  d’une  podaire.  On  trouve  des 
exemples  simples  dans  les  exercices  suivants. 

4°.  —  Prenons  le  pôle  A  pour  origine  des  coordonnées  ;  soit  : 

y  —  mx  -f-  cp(m),  (1) 

i’équation  de  la  tangente  RT  à  la  courbe  donnée. 

Monlrer  que  l’équation  de  la  podaire  est  en  coordonnées  cartésiennes 
•et  polaires  : 

r=  sin  0  .cp( —  cotg  9). 

On  tire  immédiatement  de  là  l’équation  de  la  courbe  G'  : 

r  =  2sin9.cp( —  cotg  9). 

ô°.  —  Appliquer  aux  courbes  du  second  degré  mises  sous  la  forme 

y 2  =  2 px  -f-  qx2<  (2) 


x 


y*+x'  =  y.<f(—ÿ  ), 
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On  suppose  que  le  point  A  est  un  sommet  de  la  conique. 

Pour  exprimer  que  la  droite  (1)  est  tangente  à  la  courbe  (2),  on  écrira 
qu’elle  la  coupe  en  deux  points  confondus,  ce  qui  déterminera  la 
fonction  <p(m).  On  trouve  aisément  : 


cp  =  —  fm  zh  y/m2  —  q J . 


2/) 


Y  = 


(cos 0 zh  \/ cos20  —  q  sin2  Q) • 


Discuter. 


301.  Limaçon  de  Pascal.  Théorie  du  miroir  tournant. 

2°.  —  Nous  savons  (M.  G.,  §  149)  que  la  podaire  d’un  cercle  est  un 

limaçon  de  Pascal. 

Les  limaçons  sont  aussi  des  conchoïdes  de  cercle  et  de  droite  (voir 

M.  G.,  §144,3°,  et  §290  du  pré¬ 
sent  volume). 

Il  résulte  du  théorème  pré¬ 
cédent  qu’on  peut  enfin  con¬ 
sidérer  les  limaçons  comme  des 
épicycloïdes  (M.  G.,  §  102)  :  la 
base  et  la  roulette  sont  deux 
cercles  égaux. 

On  étudiera  successivement 
les  cas  où  le  point  traceur  est 
sur  le  cercle  roulant,  à  l’inté¬ 
rieur  ou  à  l’extérieur  de  ce 
cercle. 

2°.  —  Ramener  l’équation  du 
limaçon  (M.  G.,  §  144)  à  la  forme 
générale  qui  convient  aux  épi¬ 
cycloïdes. 

3°.  —  Théorie  du  miroir  tournant. 

Le  miroir  tournant  est  généralement  constitué  par  quatre  miroirs 
formant  un  prisme  droit  à  base  carrée;  l’axe  de  rotation  O  est  l’axe 
quaternaire  de  ce  prisme. 

Déterminer  le  lieu  de  l’image  S'  d’un  point  S  dans  chacun  des  miroirs. 
Qu’arrive-t-il  à  la  limite  quand  les  dimensions  latérales  du  prisme 
diminuent  indéfiniment? 

302.  Mouvement  d’un  plan  mobile  défini  par  le  roulement 
sans  glissement  d’une  parabole  sur  une  parabole  identique  et  symé¬ 
triquement  placée  par  rapport  à  la  tangente  de  contact. 

On  montrera  d’abord  qu’un  point  G  de  la  figure  mobile  décrit  une 
droite  du  plan  fixe  :  c’est  le  symétrique  du  foyer  A  de  la  parabole  fixe 


Fig.  221.  —  Miroir  tournant. 


✓ 

y 
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par  rapport  à  la  tangente  actuelle  TP.  Sa  trajectoire  est  la  directrice  de 

la  parabole  fixe.  - 

Ainsi  le  foyer  de  la  parabole  mobile  a  pour  lieu  la  directrice  de  la 
parabole  fixe.  Inversement,  la  directrice  de  la  parabole  mobile  passe  tou¬ 
jours  par  le  foyer  de  la  parabole  fixe. 

Ceci  posé,  montrer  qu’on  peut  obtenir  le  même  mouvement  au  moyen 
d’une  équerre  rectangle  en  B,  dont  un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe  A; 
un  point  G  pris  sur  l’autre  côté  BG  décrit  une  droite  fixe  OG  telle  qu’on 

ait  BG  =  ÂO. 


On  comparera  le  problème  actuel  à  celui  du  §  283  (où  c’est  le  sommet 
de  l’angle  droit  qui  décrit  une  droite),  et  à  celui  du  §  285. 

303.  Contreparallélogramme.  Podaires  d’ellipses  et  d’hy¬ 
perboles. 

2°.  —  Considérons  le  contreparallélogramme  ABCD  (§121;  fig.  223 
et  224)  et  la  droite  II'  menée  par  les  points  d’intersection  des  côtés. 

Montrer  que  deux  figures  F  et  F'  identiques,  attachées  de  la  même 
manière  aux  bras  AB  et  DG,  sont  symétriques  par  rapport  à  IF  pour 
toutes  les  formes  du  quadrilatère. 

Supposons  AB  fixe  et  DG  mobile.  Considérons  un  plan  fixe  lié  à  AB 
et  un  plan  mobile  lié  à  DG.  La  droite  IF  enveloppe  une  courbe  C  du 
plan  fixe.  Montrer  que  Te  mouvement  du  plan  mobile  peut  être  consi- 
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déré  comme  résultant  du  roulement  sur  la  courbe  G  d’une  courbe  r  liée 
à  DG;  la  courbe  T  est  identique  à  la  courbe  G. 


2°.  —  Des  deux  points  d’intersection  I  et  F,  l’un  décrit  la  droite  AB; 


Fig.  224. 
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montrer  que  l’autre  décrit  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  AB 
est  plus  petit  ou  plus  grand  que  BG. 

La  courbe  enveloppée  par  IF  est  précisément  cette  ellipse  ou  cette 
hyperbole. 

3°.  —  Il  résulte  de  là  que  la  trajectoire  d’un  point  quelconque  du 
plan  mobile  est  une  épicycloïde  résultant  du  roulement  l’une  sur  l’autre 
de  deux  coniques  identiques,  avec  contact  de  leurs  points  homologues. 

Appliquer  les  résultats  précédents  et  ceux  du  §  300  à  la  construction 
mécanique  des  podaires  d’ellipses. 

En  particulier,  les  podaires  par  rapport  aux  foyers  sont  des  cercles. 

Réaliser  l’appareil  et  l’utiliser  pour  tracer  les  podaires  par  rapport 
au  centre  et  par  rapport  aux  sommets.  . 

304.  Antipodaire  de  l’ellipse  par  rapport  à  son  centre. 

C’est  la  courbe  dont  l’ellipse  est  la  podaire  ;  c’est  par  conséquent 
l’enveloppe  des  droites  perpendiculaires  aux  diamètres  de  l’ellipse  et 
passant  pas  leurs  extrémités. 

On  prendra  les  coordonnées  des  points  de  l’ellipse  sous  la  forme 
(M.  G.,  §107)  : 

x  =  a  cos  u,  y  =  b  sin  u. 

305.  Généralisation  des  podaires  :  courbes  orthop tiques. 

1°.  : —  Les  deux  côtés  d’une  équerre  rectangle  sont  assujettis  à  tan- 
genter  deux  courbes  C1  et  C2  (qui  peuvent  être  deux  portions  d’une 
même  courbe);  le  lieu  T  du  sommet  S  de  l’équerre  est  la  courbe  ortho - 
ptique  des  courbes  G!  et  C2,  c’est-à-dire  le  lieu  des  points  d’où  l’on 
voit  sous  un  angle  droit  le. système  formé  par  les  courbes  Ct  et  C2. 

Que  faut- il  supposer  pour  retrouver  les  podaires  ? 

Tracer  la  courbe  orthoptique  de  deux  cercles  dans  les  diverses  posi¬ 
tions  relatives  de  ces  cercles.  On  se  servira  d’une  équerre  en  papier. 

Montrer  que,  d’une  manière  générale,  la  courbe  T  est  tangente  à  la 
courbe  Gi  en  des  points  A  tels  que  la  normale  à  G1  en  A  soit  tangente 

à  C2  (fig.  225). 

Chercher  à  quoi  correspond  sur  la  courbe  T  une  tangente  d’inflexion 
de  l’une  des  courbes  C.  On  découvrira  la  propriété  par  l’expérience; 
on  la  démontrera  ensuite  analytiquement. 

Chercher  à  quoi  correspond  sur  la  courbe  T  une  tangente  de  rebrous¬ 
sement  de  l’une  des  courbes  C. 

2°.  —  Tracer  la  courbe  orthoptique  (cercle  ou  droite)  : 
d’une  ellipse, 
d’une  parabole, 
d’une  hyperbole. 

Chacune  de  ces  courbes  joue  simultanément  le  rôle  des  deux 
courbes  C4  et  Ca. 
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3°.  —  Tracer  la  courbe  orthoptique  du  cercle  Cj  et  de  l’hyperbole  C2 


tf2  4-  y 2  =  T»2, 


x 


_j£_i 
a-  b2 


S  ' 


L’hyperbole  étant  prise  une  fois  pour  toutes,  on  fera  varier  le  rayon 
du  cercle. 

Qu’arrive-t-il  généralement  quand  l’une  des  courbes  G  a  des  asym¬ 
ptotes?  En  quoi  le  cas  ici  proposé  est-il  particulier? 

4°.  —  Tracer  la  courbe  orthoptique  de  la  courbe  :  y-  =  x3. 

Tracer  la  courbe  orthoptique  de  la  cissoïde  :  y2  =  ~â—  x  * 


306.  Logarithmiques  et  chaînette. 

Montrer  que  la  courbe  orthoptique  des  courbes  CJ  et  C2  (fig.  226)  : 

y  =  1  +lo  gx,  y=—(  1  +  logæ), 

est  leur  asymptote  commune  O  y. 

Montrer  que  la  corde  T/I^,  déterminée  par  les  points  de  contact  de 
l’angle  droit,  enveloppe  la  chaînette  : 

./•.  "v 

x  =  cosh  y . 


ROSACES,  ÉPIS,  ÉP1C YCL01  DES 


Le  point  de  tangence  A  de  cette  corde  est  son  milieu. 


c2 

s  , 

Fig.  226.  —  Logarithmiques  et  chaînette. 


241 


On  utilisera  une  table  de  logarithmes  naturels  et  la  table  du  §  217  du 
Cours  de  M.  G. 


307.  Généralisation  des  courbes  orthoptiques  :  courbes 
isoptiques. 

1°.  —  Chercher  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  de  grandeur  constante 
circonscrit  à  une  parabole.  C’est  une  hyperbole. 

Tracer  la  courbe  avec  une  équerre  en  papier. 

2°.  Chercher  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  de  grandeur  constante  cir¬ 
conscrit  à  une  ellipse.  Donner  son  équation.  La  courbe  représentée  par 
cette  équation  se  compose  de  deux  courbes  fermées,  séparées,  mais  ana¬ 
lytiquement  inséparables. 

Montrer  que  la  courbe  isoptique  d’une  ellipse  est  aussi  la  courbe 
isoptique  d’une  hyperbole  coaxiale. 


\ 
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CHAPITRE  XII 


COURBES  CONCHOÏDALES  OU  CISSOÏDALES 


308.  Définition  et  propriétés  générales. 

i°.  —  Soient  deux  courbes  rapportées  au  pôle  O  et  représentées  par 

les  équations  polaires  : 
=  ^  (6). 
On  appelle  arbitrai¬ 
rement  courbe  con- 
choïdale  ou  courbe 
cissoidale  des  deux 
courbes  proposées,  par 
rapport  au  pôle  O,  la 
courbe  définie  par 
l’équation  polaire  : 
dz  r  =  rt  zh  r2. 

Par  analogie  avec  la 
conchoide  de  Sluse 
(§  314),  on  peut  con¬ 
server  le  nom  de  con- 
choidale  à  la  courbe  : 

dz  ?•  =  tq  -f-  r2  * 

par  analogie  avec  la 
Fig.  227.  cissoïde  de  Dioclès 

(§  315),  on  peut  con¬ 


server  le  nom  de  cissoïdcile  à  la  courbe  rh  r  =  ri  —  r2. 

Peu  importe  du  reste. 

2°.  —  Connaissant  les  normales  aux  courbes  1  et  2  en  deux  points 
conjugués  B  et  B',  trouver  la  normale  au  point  p  correspondant  de  la 
courbe  conchoïdale  ou  cissoidale  (§  277). 

3°.  —  A  quelle  condition  la  courbe  cissoidale  a-t-elle  au  pôle  un  point 
double,  un  point  de  rebroussement? 

4°.  —  On  donne  les  courbes  1  et  2  en  coordonnées  cartésiennes. 

On  coupe  par  la  droite  y  =  tx. 
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On  peut  alors  supposer  les  équations  mises  sous  la  forme  : 

x.2  —  (0>  y  z ==  ^  •  fi  (0* 

Montrer  que  les  équations  de  la 
cissoïdale  sont  : 

*  =  A  (0  -  U  (t), 
y  =  t\M)  —  M)  1- 

En  particulier,  si  les  fonctions  fx 
<ct  f.2  sont  rationnelles,  les  courbes  1 
et  2  sont  unicursctles  ;  il  en  est  de 
même  de  la  cissoïdale. 

309.  Remarques. 

1°.  —  Si  l’une  des  courbes  (2  par  q 
exemple)  est  une  circonférence  de 
centre  O,  le  rayon  vecteur  r2  est 
constant. 

La  conchoïde  de  la  courbe  1  par 
rapport  à  O  prend  la  forme  : 

v  =  rx  dz  Constante. 

Elle  peut  être  considérée  comme 
décrite  par  un  point  P  d’un  plan 
mobile  se  déplaçant  sur  un  plan  fixe 
(voir  §  278)  :  le  point  P  appartient  à 
une  droite  du  plan  mobile  assujettie  à  Fig.  228. 

passer  par  un  point  du  plan  fixe. 

La  conchoïde  proprement  dite  (ou  de  Nicomède)  rentre  dans  ce  der¬ 
nier  cas;  la  courbe  1  est  une  droite  (M.  G.,  §  144).  Pour  les  limaçons  de 
Pascal,  la  courbe  1  est  une  circonférence  (M.  G.,  ibidem). 

2°.  —  Soient  deux  courbes  1  et  2  rapportées  au  pôle  O.  On  prend 

« 

sur  chaque  vecteur  le  point  [3  symétrique  de  B'  par  rapport  à  B. 

La  courbe  en  pointillé  a  donc  pour  équation  (fig.  228)  : 

r  =  r{+  (rt  —  r2)  “  2rt  —  r2. 

C’est  la  cissoïdale  de  la  courbe  2  et  de  la  courbe  1'  homothétique  de  1 
par  rapport  à  O  ;  le  rapport  d’homothétie  est  2. 

3°.  —  Soient  deux  courbes  1  et  2  rapportées  au  pôle  O.  On  demande 
de  construire  le  lieu  des  milieux  des  segments  déterminés  par  ces 
courbes  sur  une  droite  passant  par  O.  On  a  : 

2r  =  ri  db  rv 

La  courbe  cherchée  est  homothétique  de  la  conchoïdale  ou  de  la 
cissoïdale. 

4°.  —  Dans  la  construction  des  conchoïdes  et  cissoïdes,  on  utilisera 
.simplement  une  règle  en  papier  sur  laquelle  on  marquera  les  dis- 
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tances  invariables  ou  variables  à  ajouter  aux  rayons  vecteurs  de  l’une 
des  courbes. 


310.  Milieu  des  cordes  passant  par  un  point  fixe. 

i°.  —  Chercher  le  lieu  du  milieu  des  cordes  déterminées  par  une  * 
circonférence  sur  des  droites  passant  par  un  point  fixe  O. 

Résoudre  le  même  problème  pour  une  conique. 

2°.  —  On  prend  pour  courbes  1  et  2  les  droites  O'x ,  O [y  (rectangu¬ 
laires  ou  non,  fig.  229). 


Déterminer  le  lieu  des 
milieux  M  des  segments 
ÂB.  - 
3°.  —  On  prend  un 
point  O  à  l’intérieur 
d’un  triangle  ;  on  de¬ 
mande  de  construire  le 
lieu  des  milieux  des 
sécantes. 

Comme  point  O,  on 
choisira  par  exemple 
le  centre  d’un  triangle 
équilatéral,  ou  un  point 
sur  la  médiane  d’un  tel 
triangle. 

4°.  —  On  donne  un 
carré  de  18  centimètres 
de  côté  et  un  point  O 
intérieur  situé  à  des 
distances  de  4  -centimètres  et  de  6  centimètres  de  deux  côtés  adjacents. 

Construire  le  lieu  des  milieux  des  sécantes  limitées  par  les  côtés  du 
carré  (supposés  non  prolongés).  Calculer  l’aire  comprise  dans  la  courbe 
fermée  ainsi  obtenue. 


Fi°* 

1  Ao* 


229. 


311.  Protracteur  de  Peaucellier. 

Faire  en  sorte  qu’une  tige  FG  passe  toujours  par  un  point  fixe  B. 

Montrer  que  le  problème  est  résolu  au  moyen  d’un  inverseur  de  Peau- 
cellier  (§  178)  par  l’adjonction  de  deux  tiges  égales  EO  et  ED  (de  lon¬ 
gueur  quelconque)  articulées  en  0  et  en  D. 

Abaissons  de  B  une  perpendiculaire  BG  sur  OE. 

Montrer  que  le  point  G  reste  le  même  dans  les  déformations  du  poly¬ 
gone  ;  la  tige  FG  normale  en  G  à  la  tige  OE  est  donc  telle  que  son  pro¬ 
longement  passe  toujours  en  B. 

Ceci  posé,  si  G  décrit  une  courbe  1,  de  rayon  vecteur  rif  F  décrira  la 
courbe  concho'ïdale  de  1  par  rapport  au  pôle  fixe  B,  courbe  dont  les 
rayons  vecteurs  r  satisfont  à  la  relation  : 

r  =  rx  ±l  Constante. 


2i5 
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Construire  l’appareil  ;  l’appliquer  à  la  description  de  Limaçons  de 


312.  Conchoïde  de  Nicomède. 

1°.  —  Elle  est  étudiée  au  §  144  du  Cours  de  M.  G. 
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C’est  une  conchoïde  de  cercle  et  de  droite;  le  cercle  admet  le  pôle 
pour  centre. 

Donner  son  équation  cartésienne.  Montrer  que  c’est  une  courbe  unicur- 
sale. 

2°.  —  On  prend  des  axes  fixes  xOy  et  mobiles  ;  ces  derniers  sont 
liés  à  la  droite  mobile.  On  sait  que  le  mouvement  d’une  figure  inva¬ 
riable  peut  être  obtenu  par  le  roulement  sans  glissement  d’une  courbe 
mobile  ( roulette )  sur  une  courbe  fixe  (base).  Ces  courbes  sont  les  lieux 
du  centre  instantané  sur  le  plan  mobile  et  sur  le  plan  fixe. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  (droite  passant  par  un  point  fixe  A  et 
dont  un  point  décrit  une  droite),  montrer  qu’en  posant  AO  =  a  : 
la  base  est  la  parabole  :  y*  —  a(x  —  a) , 

la  roulette  est  la  quartique  du  §  81  :  (;2  +  rf)  a2  =  ;4. 

La  roulette  est  représentée  dans  la  position  pour  laquelle  les  axes 
fixes  et  mobiles  coïncident. 

Effectuer  la  construction;  vérifier  expérimentalement  que,  pendant 
le  roulement,  la  droite  mobile  satisfait  aux  conditions  imposées. 

3 °.  —  Déterminer  le  cercle  des  inflexions  pour  la  position  ÂB  de  la 
droite  mobile.  On  s’appuiera  sur  les  propositions  établies  au  §  260. 

Il  est  naturellement  tangent  à  la  base  au  centre  instantané  actuel  L 

Se  servir  du  cercle  des  inflexions  pour  déterminer  le  centre  de  cour¬ 
bure  de  la  conchoïde. 

4°.  —  Déterminer  les  points  d’inflexion  de  la  conchoïde. 

Montrer  que  le  lieu  des  points  d’inflexion  du  faisceau  de  conchoïdes 
engendrées  par  les  divers  points  de  la  droite  mobile  sont  sur  la  para¬ 
bole  semicubique  :  (cczp  a)3  =  2ayi. 


/ 


f 
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1°.  —  On  veut  diviser  l’angle  PAQ  en  trois  parties  égales  (fig.  232). 
Traçons  une  droite  A  normale  à  AP;  par  le  point  B,  menons  BD 
parallèle  à  AP. 


Montrer  que  le  problème  sera  résolu,  si  l’on  trace  une  droite  passant 
par  le  sommet  A  et  telle  que  CD  =  2  AB. 

Utiliser  une  conchoïde  de  Nicomède  pour  résoudre  le  problème. 

2°.  —  On  veut  diviser  l’angle  BOA  en  trois  parties  égales  (fig.  233). 

Menons  par  le  point  A  arbitrairement  choisi  une  circonférence  de 
centre  O,  puis  une  droite  AED  telle  que  ED  =  OC. 

Montrer  que  ADO  est  l’angle  cherché. 

Utiliser  une  conchoïde  de  Nicomède  pour  résoudre  le  problème. 

Le  problème  de  la  trisection  de  l’angle  était  célèbre  chez  les  Grecs.  Il 
est  insoluble  avec  la  règle  et  le  compas  (voir  §  584). 

314.  Conchoïde  de  SIuse. 

1°.  —  On  donne  un  pôle  O  et  une  droite  A.  Trouver  le  lieu  du  point  D 
tel  qu’on  ait  (  fig.  234)  :  ôb  .  BD  =  k2  =  Constante. 

Posons  :  ri  =  OB ,  r  =  OD ,  2 b  =  OE  . 

L’équation  de  la  courbe  est  : 

r,(r  —  ri)  =  k2,  r  =  cos  6  +  . 

Montrer  que  cette  courbe,  appelée  Conchoïde  de  SIuse,  est  une  Gt  u- 
choïde  de  droite  et  de  cercle.  Déterminer  le  cercle. 

Donner  l’équation  cartésienne  de  la  courbe. 

2°,  —  La  courbe  est  unicursale  ;  montrer  qu’on  peut  poser  : 

x—  2 b  -f  26^  ^  ,  y  —  2 A  -f  26(1  _f_  t'2)  * 

Quelle  est  l’interprétation  géométrique  du  paramètre  t? 

Déterminer  les  points  d’inilexion. 


/ 
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Déterminer  le  lieu  de  ces  points  quand,  le  pôle  0  et  la  droite  A  restant 


invariables^' on  fait  varier  la  constante  /c2.  On  trouve  une  Cissoïde  de 
Dioclès  (§315). 


315.  Cissoïde  droite  ou  de  Dioclès. 

i°.  —  Soient  un  cercle  de  centre  G  et  de  rayon  a ,  et  la  tangente  DA  à  ce 
cercle  (fig.  235). 

On  prend  comme  droite  de  référence  le  diamètre  OD  et  pour  origine 
polaire  le  point  O. 

Construire  la  courbe  cissoïdale  définie  par  la  relation  : 

OP  =  OA —  OB  ,  r  =  r1  —  ?\2. 

On  trouve  la  cissoïde  droite  ou  de  Dioclès  (M.  G.,  §  237). 

Montrer  qu’elle  a  pour  équations  : 


2u  sin2  0 
cos  0  ’ 


y -(2a  — x)  =  x3. 


Conformément  à  la  définition,  on  a  donc  :  OP=BA. 

Par  le  centre  C,  menons  la  droite  A'  parallèle  à  A. 

Conformément  à  la  remarque  2°  du  §309,  on  a  :  PE=  EB  . 

Appliquer  la  construction  générale  des  tangentes,  en  particulier  au 
point  M. 

Calculer  le  rayon  de  courbure,  en  particulier  à  l’origine  O  et  au  voisi¬ 
nage  de  l’origine. 
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2°.  —  Comme  généralisation,  on  suppose  que  la  droite  1  n’est  plus 
tangente  au  cercle  (fig.  236). 

On  conserve  somme  origine  des  coordonnées  l’extrémité  O  du  diamètre 
normal  à  la  droite. 

En  posant  OA  =  <2b,  les  équations  deviennent  : 

9  h 

r  =  —  ^  —  2 a  cos  0 ,  (x  —  2 b)  (; x 2  -f-  y2)  +  2 aæ2  =  0. 

* 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  courbes. 


5°.  —  La  cissoïde  est  unicursale.  On  a  par  exemple  : 

2 a£2  _  2at3 

æ—  i  +  t«>  y  —  i  +  {>  • 

Interpréter  géométriquement  le  paramètre  £  et  en  inscrire  quelques 
valeurs  comme  cotes  le  long  de  la  courbe. 

On  peut  encore  poser  : 

_  2  a  _  2  a 

x  —  i + t2  ’  y  ~  T(i  +?>  • 

Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  paramètres  £  et  t? 

4°.  —  Chercher  l’équation  de  la  normale  en  fonction  du  paramètre  t, 
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par  exemple.  Déterminer  l’enveloppe  de  la  normale,  c’est-à-dire  l’équa¬ 
tion  de  la  développée. 

Elle  se  trouvera  tout 
naturellement  sous  la. 
forme  : 

X  =  *(t),  Y  =  ’Kt). 

Sans  faire  le  calcul  com¬ 
plet,  déterminer  la  déve¬ 
loppée  au  voisinage  de 
l’origineO.  Quel  paramètre- 
vaut- il  mieux  choisir  ? 


316.  i°.  —  On  donne- 
un  cercle  G  de  rayon  a ,  et 
un  cercle  T  de  rayon  va¬ 
riable  b  tangent  à  G  au 
point  O  et  dont  le  centre 
est  sur  Ox.  On  demande 
le  lieu  T  du  point  de  .con¬ 
tact  de  la  tangente  com¬ 
mune  avec  le  cercle  va¬ 
riable  T  (fig.  237). 


Fig.  236. 


On  commencera  par  calculer  6-  en  fonction  de  a  et  de  b. 

2°.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  de  distance  2 a,  et  une  perpen¬ 
diculaire  commune  AB. 
Sur  AB  on  prend  un  point 
mobile  P  ;  sur  AP  comme- 
diamètre  on  décrit  un 
cercle  G. 

Chercher  le  lieu  dm 
point  de  contact  de  ce 
cercle  G  avec  un  cercle  û 
tangent  aux  deux  droites, 
.données. 

C’est  une  cissoïde. 

On  dessinera  le  lieu 
point  par  point  en  décou¬ 
pant  le  cercle  ü  dans  une- 
feuille*  de  carton.  On  tra¬ 
cera  les  cercles  C  et,  faisant 
glisser  le  cercle  O  entro 
deux  droites  invariables,  on  trouvera  le  lieu  du  point  de  contact. 

3 17.  Généralisation  ;  trisectrice  deMaclaurin;  strophoïde  droite* 

4°.  —  On  prend  pour  droite  1  une  droite  quelconque  normale  à  OG. 


Fig.  237. 
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Construire  la  courbe  et  donner  son  équation  (fig.  236). 

Calculer  l'expression  du 
rayon  de  courbure. 

2°.  —  Trisectrice  de 
Maclaurin. 

On  suppose  OA  égal  à  la 
moitié  du  rayon. 

La  courbe  s’appelle  tri¬ 
sectrice  de  Maclaurin. 

Montrer  en  effet  que  si 
l’on  prend  RQ=OA,  les 
angles  RQP  et  ROP  sont 
dans  le  rapport  de  3  à  1. 

Quelle  relation  existe -t- il 
entre  la  trisectrice  de  Ma¬ 
claurin  et  le  folium  de  Des¬ 
caries  (§  58)  ayant  même 
point  double  et  même  asyrn- 
ptoie  ? 

3°.  —  Strophoïde  droite. 

On  suppose  OA  égal  au  Fig.  238.  —  Trisectrice  de  Maclaurin. 

ravon.  x 

Montrer  qu’on  retrouve  la  strophoïde  droite  (§  319). 

■V 

318.  Strophoïde  droite  et  folium  de  Descartes. 

i°.  —  Reprenons  le  cercle  et  la  droite  qui  ont  servi  au  §  315  à  définir 
la  cissoïde  de  Dioclès.  Menons  le  rayon  vecteur  OBA  et  considérons  le 
lieu  du  point  P  symétrique  de  A  par  rapport  à  B  (fig.  239). 

Il  est  défini  par  l’équation  : 

2  d 

r  =  n,  —  (i-,  —  r,)  =  2)'2  —  r, ,  )•  =  4a  cos  6  —  — ^  ,  (1  ) 

qui  devient  sous  forme  cartésienne  : 

(cc2  +  î/2)  (x  +  2a)  =  4aæ2.  (2) 

La  courbe  est  connue  sous  le  nom  de  Strophoïde  droite. 

2°.  —  On  considère  le  conjugué  harmonique  Q  de  A  par  rapport  aux 
points  O  et  P  (M.  G.,  §  86). 

Montrer  que  la  distance  p  =  OQ  est  définie  par  la  relation  : 

—  =  —+—•  (3) 

r  p  ‘  w 

Construire  la  courbe.  Déterminer  son  asymptote. 

Son  équation  cartésienne  est  : 

( 3x  -f  2a)  (oc2  -f  ?/2)  =  2oc2(æ  ~'r  2a). 


O) 
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Montrer  qu’en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  bissectrices  des  anciens, 
l’équation  (4)  prend  la  forme  :  x 2  -f  y3  — 3mxy  =  0.  (5) 


[Fig  239.  - 


Strophoïde  droite  et  folium  de  Descartes. 


C’est  le  folium  de  Descartes  (§58). 


F  E 

Fig.  240.  —  Strophoïde  droite. 


4°.  —  Construire  la  courbe 


0 

r  =  a  tg  — . 
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Assurer  la  construction  au  moyen  des  rayons  de  courbure  en  O  et  au 
point  double  D;  déterminer  d’abord  les  directions  des  tangentes  en  ce 
point. 

Position  de  l’aèymptote  (§  25). 

Donner  l’équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

2°.  —  Menons'  un  rayon  vecteur  quelconque  OA  ;  montrer  qu’on  a  : 

M  =  ÂJJ  =  ÂÜ . 

Cette  relation  fournit  un  moyen  facile  de  construire  la  courbe  par 
points  (§403). 

3°.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  admettent  pour 
foyer  commun  le  point  O  et  pour  asymptote  commune  la  droite  MN. 

320.  Strophoïde. 

I0.* — Par  le  point  0  pris  pour  origine  des  coordonnées,  on  mène 
une  série  de  cercles  de  rayon  variable  R  et  dont  les  centres  sont  sur  Ox. 

Du  point  A  fixe,  on  mène  les  tangentes  à  ces  cercles. 

Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact. 


Donner  l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  et  cartésiennes. 
C’est  une  strophoïde  droite. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  on  prend  pour  origine  le  sommet  de  la 
strophoïde;  ici  on  choisit  le  point  double. 

Montrer  la  concordance  des  deux  systèmes  de  formules. 

En  posant  OA  =  a ,  on  trouve  ici  : 

or>  Al  ,2  ^v>2\  _  r,  /,,2\  „„  „  COS  2^ 
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i7*.  —  Généraliser  en  supposant  la  distance  ÔÂ,  non  plus  invariable, 
mais  fonction  du  rayon  variable  R. 

a)  On  posera  :  a  =  R-\-b.  Interpréter  cette  condition. 

On  obtient  une  courbe  qui  est  un  trifolium  droit  (§  406). 

b)  On  posera  :  a  —  2R  -f-  b. 

321.  Strophoïde  comme  enveloppe  de  cercles. 

i°.  —  L’équation  de  la  strophoïde  rapportée  à  son  sommet  est  (§  319)  : 

,  e 

r  =  atg-w. 

Montrer  qu’on  a  :  r2  - f-  2m  tg  6  — a2  =  0. 

La  courbe  est  donc  anallagmatique  (§  181),  si  l’on  prend  le  sommet 
pour  pôle  d’inversion  et  si  l’on  pose  :  n\  = —  a2. 

322.  Compas  cissoïdal  de  Peaucellier. 

Le  compas  cissoïdal  de  Peaucellier  est  identique  à  l'inverseur  circulo- 
rectiligrte  (fig.  129)  et  au  protracteur  (fig.  230).  Deux  tiges  égales  sont 
articulées  en  O  et  en  D.  Mais  tandis  que,  dans  l’inverseur,  la  tige  OE  est 
fixe,  c’est  maintenant  la  tige  ED. 


Lorsque  l’appareil  se  déforme,  le  point  O  décrit  un  cercle  2  de  centre 
E  et  qui  passe  par  le  pôle  D. 

Montrer  que  le  point  R  décrit  une  cissoïde  générale  du  cercle  2  et 
d’une  certaine  droite  !  dont  on  déterminera  la  position. 

Construire  les  appareils  capables  de  tracer  une  cissoïde  de  Dioclès  et 
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une  strophoïde  droite.  Gela  revient,  le  reste  de  l’appareil  étant  donné, 

à  choisir  convenablement  les  longueurs  OE  =  ËD  (§190). 

* 

323.  Cissoïde  oblique;  géné¬ 
ralisation. 

lô.  —  Reprenons  la  construction 
de  la  cissoïde  droite,  mais  supposons 
que  la  droite  OA  qui  va  du  pôle  O  au 
point  de  tangence  de  la  droite  et  du 
cercle,  ne  passe  plus  par  le  centre 
du  cercle.  On  a  une-cissoïde  oblique. 

.Construire  la  courbe  et  former  son 
équation  polaire  (§  402). 

2°. —  Généralisation  ;  strophoïde 
oblique. 

Construire  la  courbe  en  supposant 
que  la  tangente  devient  une  sécante 
quelconque.  Dans  le  cas  où  elle  passe 
par  le  centre,  montrer  qu’on  a  une 
strophoïde  oblique  (§  324). 

324.  Strophoïde  oblique. 

1°.  —  Généralisons  la  définition 

•2°  du  §  319. 

On  donne  deux  points  O,  D,  et  une 
droite  MN  passant  par  D  ;  sur  tout 
rayon  vecteur  OA,  on  porte  deux 

segments  AB  et  AC  tels  qu  on  ait  ;  Fig.  243.  —  Cissoïde  oblique. 

DÂ  =  ÂB  =  ÀC.- 

Construire  la  courbe.  Chercher  les  directions  des  tangentes  au  point 
double  D,  au  point  origine  O. 
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2°.  —  Chercher  l’équation  polaire  de  la  courbe  en  prenant  le  point  D 
comme  origine  et  DN  comme  droite  de  référence  des  angles  CDA  = 
On  posera  OD  =  a. 

Effectuer  le  même  changement  d’origine  sur  l’équation  de  la  strophoïde 
droite  .(§  319). 

325.  Strophoïde  oblique. 

On  donne  un  cercle  fixe  de  centre  C  et  de  diamètre  OÂ  =  2a. 

On  trace  les  cercles  G'  de  rayon  b,  tangents  à  C  et  à  O#. 


Du  point  O  on  mène  OT  tangent  à  G'. - 
On  demande  le  lieu  du  point  T. 

Montrer  qu’il  a  pour  équation  : 

r  =  2a(l  +  tg~  ).  (1) 

C’est  une  conchoïde  de  strophoïde  droite. 

Prouver  que  c’est  une  strophoïde  oblique. 

Tracer  la  courbe  d’après  sa  définition  géométrique. 

Assurer  la  construction  au  moyen  de  l’équation  (1). 

Il  existe  un  point  double  D  :  le  déterminer  ainsi  que  les  tangentes 
correspondantes. 

Déterminer  l’asymptote. 

326.  Faisceau  de  strophoïdes. 

Construire  le  faisceau  de  strophoïdes  :  ^ 

O2  4 -?/) (; y  —  px)  +  xf  —  æ2  =  0, 
où  p  est  un  paramètre  variable. 
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Pour  préparer  la  besogne,  mettre  en  place  les  courbes  pour  p  =  =hl, 
p  =  0,  et  p  très  grand. 

On  vérifiera  que  l’origine  est  un  point  double  pour  toutes  les  courbes 
du  faisceau  ;  elles  y  admettent  les  tangentes  y  =  dz  x. 

Les  courbes  rencontrent  les  axes  aux  points  : 

x  =  0,  y  = —  1;  y  =  0,  px  = —  1. 

En  ces  points  les  tangentes  ont  l’inclinaison  p. 

Montrer  que  les  asymptotes  ont  pour  équation  : 

1  —  2j2 

y=px+T- 

Chaque  courbe  rencontre  son  asymptote  en  un  point  dont  le  lieu  est  la 
courbe  (§  317)  qu’on  construira  :  (ce2  +  y-) .  2y  +  y2,  —  cc2  =  0. 

Ces  préliminaires  effectués,  construire  les  courbes  pour  : 

p  =  2,  p  =  0,5. 

Les  dessins  seront  à  grande  échelle  pour  que  les  courbes  ne  se  con¬ 
fondent  pas. 

L’exercice  est  choisi  pour  donner  le  sentiment  de  la  continuité  dans  la 
déformation  des  courbes.  On  n’oubliera  pas  que  les  diverses  courbes  du 
faisceau  ne  se  coupent  pas  en  dehors  de  leurs  points  communs  sur 
l’axe  O  y. 

327.  Cissoïdale  d’une  droite  et  d’une  conique. 


4°.  —  On  donne  la  cubique  :  yx 2  —  2x3  -f  2 y3  —  4 xy*  =  9y*. 
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Montrer  que  c’est  une  unicursale,  c’est- à-  dire  que  les  coordonnées  x,  yy 
s’expriment  rationnellement  en  fonction  d’un  paramètre.  On  posera  : 

y  =  tx. 

La  courbe  possède  une  asymptote  :  la  déterminer. 

2°.  —  Montrer  que  la  cubique  peut  être  considérée  comme  la  cissoïdale 
d’une  droite  et  d’une  conique.  Trouver  l’équation  de  la  conique.  Le 
tâtonnement  est  quasiment  supprimé  d’après  les  propriétés  de  la  cubique 
qui  est  supposée  construite. 

328.  Conchoïdale  et  cissoïdale  de  droite  et  de  parabole; 
cubique  mixte. 

7°.  —  On  donne  la  droite  1  et  la  parabole  2  :  y%  =  2px ,  æ=2a. 


Appelons  rt  et  r2  les  rayons  vecteurs  de  la  droite  et  de  la  parabole. 
Construire  la  courbe  : 

OC  =  ÜB  -f-  OA ,  r  =  r2  -f-  ri . 

Elle  est  connue  sous  le  nom  de  cubique  mixte ,  parce  qu’elle  est  para¬ 
bolique  pour  l’une  de  ses  branches,  hyperbolique  pour  l’autre  (§  207). 

A  grande  distance  quelle  relation  a-t-elle  avec  la  parabole  génératrice  ? 
Son  équation  cartésienne  est  :  y-x  =  2px-  -f  2 ay'2. 

Déterminer  le  point  pour  lequel  le  rayon  vecteur  r  est  minimum. 
Déterminer  le  point  d’inflexion. 

2°.  —  Construire  la  courbe  définie  par  la  condition  : 

OC' =  013 — OA',  r  =  r.2  — 

Quelle  est  sa  tangente  à  l’origine? 

Où  est  son  asymptote  ? 

Quelles  sont  ses  équations  polaire  et  cartésienne  ? 
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329.  Courbe  de  Rolle. 

Chercher  la  cissoïdale  de  la  parabole  2  et  de  la  droite  1  qui  ont  les 
équations  : 

î/2  -f-  ax  -f-  2 ay  =  0,  x  —  a. 

Appelons  ri  et  r2  les  rayons  vecteurs  de  la  droite  et  de  la  parabole; 
la  courbe  est  définie  par  la  condition  : 

r  =  ri  —  r2. 

Déterminer  l’équation  polaire. 


On  trouve  pour  équation  cartésienne  : 

xi/  =  a(x  +yf. 

C’est  un  cas  particulier  de  la  courbe  étudiée  au  §207  comme  antihyper- 
bolisme  de  conique. 

Dans  la  figure  248  n’est  représentée  que  la  portion  de  la  courbe  qui 
correspond  à  l’arc  BAODoc  de  la  parabole.  Celle  qui  correspond  à 
l’arc  ocCB  est  hors  des  limites  du  dessin. 

330.  Cissoïdale  de  droite  et  d’ellipse. 
i° .  —  On  donne  la  courbe  : 

'  y 3  +  y2x  x3  —  x*y  —  2x2  =  0, 

,  » 

2  cos  0 

ou  r=  .  — .  . 

1  —  tang  0  cos  2) 

*  '  ,  ^  4  !  y 

On  recommencera  pour  cette  cubique  l’étude  indiquée  au  §  327. 
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Calculer  les  coordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  ; 

—  —  où  elle  est  parallèle  à  O  y. 

Déterminer  l’asymptote  et  le  point  d’intersection  de  la  courbe  avec 
l’asymptote.  Montrer  que  la  courbe  est  unicursale. 

2°.  —  Déterminer  l’ellipse  et  la  droite  dont  la  courbe  est  cissoïdale. 

331.  Folium  parabolique. 

On  donne  la  parabole  semicubique  (§  53)  :  x3  =  ay 2. 

On  tranforme  l’équation  en  coordonnées  polaires;  soit  rx  le  rayon 
vecteur. 

D’autre  part,  on  donne  les  droites  : 

(2)  x  =  a;  (3)  y  =  a. 


Déterminer  les  équations  et  construire  les  cissoïdes  : 

r  =  r1  —  r„  r  =  rx  —  r3. 

La  première  de  ces  courbes  est  un  folium  parabolique  (§  414). 

332.  Cissoïde  d’une  droite  et  d’une  courbe  Cappa. 

On  donne  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  une  droite  A  située  à  la 
distance  ÜD  =  S.  Du  point  A  du  cercle,  on  mène  la  tangente  AB.  Du 
point  O,  on  mène  un  segment  OA*  égal  et  parallèle  à  AB. 
Déterminer  le  lieu  du  point  Ar 

Montrer  que  c’est  la  cissoïde  d’une  droite  et  d’une  courbe  Cappa  (§357). 
Construire  pour  diverses  positions  de  la  droite  par  rapport  au  cercle. 
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333.  Sinus  intégral,  cosinus  intégral. 

i°.  —  Construire  les  courbes  : 

sin  x  cosx 

y  x  ,  y  x  * 


2°.  —  On  appelle  sinus  intégral  et  cosinus  intégral  les  fonctions -T 


La  relation  (1)  est  légitimée  au  §  304  du  Cours  de  M.  G. 

Discuter  les  fonctions  Siæ  et  Ciæ. 

On  vérifiera  que  Six  est  constamment  positif  et  croît  en  ondulant 
jusqu’à  x  :  2  quand  x  croît  indéfiniment. 

Cicc  =  —  oc  pour  x  =  0,  s’annule  pour  æ  =  0,63  environ,...  est 
alternativement  positif  et  négatif  et  tend  vers  0  quand  x  augmente 
indéfiniment. 

334.  Construire  les  courbes  : 

1  1 

y  =  sin—,  y  =  x  sin  — . 

.  ^  V.  ✓ 

Déterminer  les  points  d’inflexion. 

On  prendra  l’échelle  IOtc  fois  plus  grande  sur  l’axe  Ox  que  sur 
l’axe  O  y. 

On  mettra  en  place  les  tangentes  pour  les  points  où  les  courbes 
coupent  l’axe  Oæ. 


335.  1°.  —  Construire  la  courbe  : 
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2".  —  Développer  (sinæ:æ)3  en  série  et  montrer  que  y  reste  nul 
pour  des  valeurs  notables  de  x. 

Gela  revient  à  dire  que  pour  x  petit,  on  a  : 

3/ - 

sm  x\x=\j  cos  x. 

338.  Étudier  le  faisceau  (fondamental  et  premier  harmonique)  : 

y  =  sin  (x  —  a)  +  m  sin  2x. 

Déterminer  le  lieu  des  points  d’inflexion  quand  m  varie,  a  demeurant 
invariable. 

337.  Construire  les  courbes  : 

i  °.  —  y  =  sinæ  —  x. 

2°.  —  y  =  tg  x  —  x. 

Résoudre  l’équation  :  tgx —  cc  =  -~. 

3°.  —  y  =  x  (2  -f-  cos  x)  —  3sincc. 

Étudier  la  courbe  au  voisinage  de  l’origine. 

Déterminer  les  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  Ox  (M.  G., 
§  65). 

Déterminer  les  points  d’inflexions. 

4°.  —  Résoudre  l’équation  :  x  =  cosx. 

On  trouve  :  42°20'47//  x  =  0,73908 

338.  1°.  —  Construire  la  courbe  : 

sin  y  =p  sin  x. 

On  supposera  p  positif  et  <•  1. 

Qu’arrive-t-il  pour  p  extrêmement  voisin  de  1? 

Qu’arrive- 1 -il  pour  p  =  1  ?  Expliquer  la  discontinuité  du  phénomène. 
2°.  —  Construire  la  courbe  : 

cosp=psinæ. 

339.  Points  saillants  ou  discontinuités  de  la  tangente. 

i°.  —  Construire  la  courbe  (fig.  250)  :  ' 

,  1 

y  =  x  arc  tg —  . 

J  »  je 

2 °.  —  Construire  la  courbe  : 

2 

—  x~  cos  x  =  0. 

On  se  servira  de  la  courbe  précédemment  construite. 

3°.  —  Construire  la  courbe  : 


(y  —  *  arc  tg  Ej 


* 
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Examiner  ce  qui  arrive  pour  x  voisin  de  -n  :  2. 


Calculer  l’aire  limitée  par  la  courbe. 


340.  Résolution  de  l’équation  de  Képler. 

i°.  —  Soit  à  résoudre  l’équation  :  Ax  +  Bsinæ=C. 


On  commencera  par  la  mettre  sous  la  forme  :  sin  x  =  cc-\-  bx. 
On  construira  soigneusement  une  demi-période  de  la  courbe  : 

y  =  sin  oc, 

X=  kz,  X  =  (k  +  1)  7T. 


entre 
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Pour  que,  dans  cet  intervalle,  il  y  ait  une  racine,  il  faut  d’abord  que 

y  =  a  -f-  bx , 


x  variant  entre  /cr  et  (&-fl)Tc,  soit  de  même  signe  que  sinæ;  il  faut 
ensuite  que  le  morceau  de  droite  considéré  ne  soit  pas  trop  haut. 

Suivant  les  cas,  il  peut  exister  une  ou  deux  racines  réelles;  ces  der¬ 
nières -peuvent  être  confondues. 

2°.  —  Une  fois  connue  par  le  procédé  graphique  une  valeur  approchée  a 
satisfaisant  à  l’équation,  on  en  trouve  une  valeur  plus  exacte  en  rem¬ 
plaçant  a  par  a  +  £  : 


d’où  : 


sin  (a  -j-  e)  =  sin  a  -f-  £  cos  a  =  a  +  bx  -f  be  ; 

sin  a  —  a  —  bx 
b  —  cos  a 


3°.  —  Soit  par  exemple  à  résoudre  l’équation  : 


x  +  sin  x  = 


TC 

3  9 


TC 

sin  x  =  — 


Traçons  la  droite 


entre  x  =  0  et 


IC 


Elle  coupe  la  sinusoïde  au  voisinage  de  æ=0,53  qui  correspond 
(M.  G.,  §  46)  à  un  angle  voisin  de  30°.  Posons  donc  : 

a  =  30°,  a  =  0,524,  sin  a  =  0,500,  cos  a  =  0,866. 

On  a  du  reste  : 

a  =  U  :  3 ,  b  =  —  1. 

D’où  :  £  =  0,012. 

L’angle  cherché  évalué  en  radian  vaut  donc  0,536. 

On  pourrait  partir  de  cette  valeur  pour  obtenir  une  valeur  plus 
approchée. 

341.  Applications  de  l’équation  de  Képler. 

i°.  —  Résoudre  l’équation  : 

x  -f-  sin  x  =  -î-, 

*  1 
2°.  —  Montrer  que  l’équation  : 

x  =  3142  sin  x  +  157 , 

a  1999  racines  réelles.  On  remarquera  que  les  deux  coefficients  numé¬ 
riques  sont  les  valeurs  approchées  de  IOOOtc  et  de  50  tc. 

Évaluer  l’erreur  commise  en  prenant  50 tc  pour  l’une  des  racines. 

3°.  —  Par  l’origine  O  (fig.  251),  on  mène  la  tangente  OA  à  la  portion 
(non  tracée)  de  la  sinusoïde  y  =  sinæ,  qui  est  comprise  entre  x  =  r, 
et  x=2tc.  Cette  tangente  rencontre  la  sinusoïde  y=  sin( — x ),  en  un 
point  B  de  l’arc  compris  entre  0  et  tc. 

Calculer  les  coordonnées  du  point  B. 
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4°.  —  D’un  point  A0  d’une,  sinusoïde,  on'  mène  la  tangente  à  cette 
sinusoïde  dont  le  point  de  contact  Ai  est  le  plus  voisin  possible  de  A0. 
Du  point  Ad,  on  mène  la  tangente  satisfaisant  à  la  même  condition;  son 
point  de  contact  est  A2.  Et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Qu’arrive- 1- il  à  la  limite? 

Montrer  que  le  résultat  est  valable  pour  une  courbe  quelconque  ayant 
un  point  d’inflexion,  par  exemple  une  tangentoïde  ou  une  parabole 
cubique. 

/ 

342.  i°.  —  Soit  une  ellipse  d’aire  S.  Par  un  point  M0  de  cette 
courbe  mener  une  corde  M0M  qui  détache  de  l’ellipse  un  segment  d’aire 
donnée  a.  On  prendra  l’ellipse  sous  la  forme  : 

x  =  acosu,  y  =  bsinu. 

On  effectuera  le  calcul  pour  S  =  3<r. 

2°.  —  On  suppose  or  donnée  et  M0  variable. 

Quelle  est  l’enveloppe  de  la  droite  M0M  ? 

Montrer  que  le  point  de  contact  de  M0M  avec  son  enveloppe  est  le 
milieu  de  cette  corde  M0M  (§  37).  Cette  propriété  est -elle  générale? 

343.  Sur  l’hélice  : 

æ  =  Rcos  t,  y  =  Rsint,\  z  —  at , 
trouver  les  cordes  de  longueur  2R. 

Montrer  que  la  condition  se  ramène  à  une  équation  de  Képler. 

Calculer  pour  a  =  R. 

344.  Moyenne  et  extrême  raison. 

1°.  —  On  dit  que  la  quantité  a  est  partagée  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  la  quantité  x,  quand  on  a  (§§  43  et  134) 

a  _  x 

x  a  —  x  ’ 

Rappelons  que  pour  obtenir  x, 
de  côtés  a  et  a  :  2;  on  obtient  x  en 
retranchant  a:  2  de  l'hypoténuse. 

2°.  —  Partager  la  surface  d’un 
cercle  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  une  corde.  L’angle  u 
sous  lequel  est  vue  la  corde  en  se 
plaçant  au  centre,  est  donné  par 
l’équation  de  Képler  : 

u  —  sin  u  =  t:  (3  —  v^O* 

Calculer  u. 

3°.  —  Partager  la  surface  ou  le  volume  d’une  sphère  en  moyenne  et 
extrême  raison  par  un  plan. 

Pour  déterminer  le  plan  dans  le  second  cas,  on  est  ramené  à  résoudre 
une  équation  du  troisième  degré. 


x2  —  et  ( a  —  x). 

on  construit  un  triangle  rectangle 

c 


a_ 

2 


1 

B 
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345.  Application  de  la  formule  de  Fourrier. 

Toute  fonction  périodique  peut  être  développée  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  l’arc  (M.  G.,  §  265).  On  se  trouve  ramené  à 
additionner  des  sinusoïdes  décalées  les  unes  par  rapport  aux  autres. 
Appliquer  à  l’étude  des  courbes  : 

i°.  y  =  sin  x  (1  +  cos x). 

Déterminer  les  maxima  et  les  inflexions. 

2°.  y  =  2  sin2  æ —  2sinæ  —  1. 

Déterminer  les  maxima  et  les  inflexions. 


346.  Construire  la  parabole  : 


x~  =  y ,  r  = 


sin  6 


’  '  —  cos2  6  # 

S’en  servir  pour  étudier  la  courbe  : 

sin  x 

y  =  — 3 —  . 

J  COS-ÛC 

- 1 

Comparer  la  courbe  (2)  à  la  tangentoïde  : 

y  =  \gx. 

Déterminer  Faire  comprise  entre  la  courbe  (2)  et  l’axe  Ox. 


(O 

(2) 

(3) 


/ 

347.  i°.  —  Construire  la  courbe  : 

tg(2js  — 2») 

J  tg  x 

On  commencera  par  construire  les  deux  courbes  : 

Vi  =  tg  —  2a) ,  y2  =  tg  x. 


\ 


Pour  ne  pas  se  tromper,  on  les  tracera,  par  exemple,  yx  en  rouge, 
y.2  en  bleu.  Ceci  posé,  on  verra  immédiatement  l’allure  de  la  courbe  : 

y=Vi'-y^ 

Les. zéros  correspondent  à  yl  =0,  ou  à  y.2  =  oc. 

Les  asymptotes  correspondent  à  yi  =oc,  ou  à  î/2  —  0. 

y  est  positif  ou  négatif  suivant  que  yl  et  y.2  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires. 

2°.  —  Déterminer  les  maxima  et  minima. 

On  s’appuiera  sur  les  remarques  du  §  30  :  on  cherchera  le  maximum 
de  :  log  y  =  log  tg  (2x  —  2a)  —  log  tg  x. 

On  trouve  immédiatement  : 


jLy _ 2  dx  dx 

y  cos(2x  —  2a)  sin  (2x  —  2a)  cosæsincc  *  t-) 

.  — ;  \ 

Etudier  l’équation  :  sin  (4r  —  4a)  =  2  sin2x.  (3) 

3°.  —  Construire  la  courbe  (1)  pour  a  =  7r  :  8. 

Résoudre  l’équation  (3)  pour  cette  valeur  de  a. 


V 
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4°.  —  Déterminer  le  lieu  des  maxima  et  minima  lorsque  le  paramètre  a 
■varie.  Gela  revient  évidemment  à  éliminer  a  entre  (1)  et  (3).  On  trouve  : 

<o 

Construire  la  courbe  (4). 

5°.  —  Construire  la  courbe  : 


y  —  2  sin  2  x  —  sin  (4x  —  4a), 

-qu’on  pourra  écrire  : 

y  =  2sinz —  sin (2z  —  2j3).  /  (5) 

348.  1°.  —  Construire  les  courbes  : 


?  = _  1 _ _  .  1 

^  1+9  sin2  x  ’  ^  ~~  1  +  a2  sin2  oc  * 

Calculer  l’expression  du  rayon  de  courbure  et  la  position  des  points 
■d’inflexion. 

Montrer  qu’ils  existent  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre. 


Déterminer  l’aire  comprise  dans  une  période  de  la  courbe. 

On  posera  :  tg  x  =  t. 

2°.  —  Étudier  les  courbes  (voir  §  583)  : 

„  _  1  —  62 
^  1  —  2 b  cos  x  +  b~ 

On  supposera  b^  1. 

Développer  en  série  suivant  la  formule  de  Fourrier.  On  trouve  : 


y  =  1  +  2  [b  cos  x  +  62  cos2æ  +  b:t  cos3æ  + 
3°.  —  Construire  la  courbe  : 


b  =  1:2, 


y  = 


3 

5  —  4  cos  a; 


La  comparer  aux  courbes  : 
y  =  1  +  cos  æ , 
y  =  1  +  cos  a;  +  0,5  cos  2a; , 

«/==!  +  cos  æ  +  0,5  cos  2x*  +  0,25  cos  3x. 
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349.  Quadratrice  de  Dinostrate. 

Une  droite  OD  tourne  d’un  mouvement  uniforme  autour  du  point  O  ; 
un  point  A  se  déplace  dessus  de  manière  que  l’ordonnée  y  croisse  uni¬ 
formément. 


On  demande  le  lieu  du  point  A  et  la  loi  de  son  déplacement  sur  la 
droite  OD. 

Conformément  à  l’énoncé,  on  posera  : 

y  =  at ,  6  =  2  r.t.  (1) 

Déterminer  les  équations  cartésienne  et  polaire. 

S’appuyant  sur  des  considérations  cinématiques,  donner  une  cons¬ 
truction  de  la  tangente.  On  considérera  le  mouvement  du  point  A  comme 
composé  de  deux  mouvements  dont  les  vitesses  sont  connues. 

Calculer  le  rayon  de  courbure  au  point  B. 

La  courbe  se  réduit -elle  à  la  portion  représentée  dans  la  figure  254? 
Étudier  les  autres  branches  en  nombre  infini  (voir  §  382). 

350.  Construire  la  courbe  (qui  intervient  en  Mécanique  céleste)  : 

(3  4-  x<1)  arc  tg  x — 3x 

y  =  - — ! - - — q— 3 - - . 

y  xs 

Montrer  que  pour  de  petites  valeurs  de  x ,  elle  se  réduit  à  la  parabole  : 

y  —  (4  : 15)  x2. 
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Montrer  que  pour  de  grandes  valeurs  de  x>  elle  se  réduit  à  l’hyper¬ 
bole  :  xy  —  7T  :  2. 

Déterminer  le  maximum  pour  y. 

*  -  f 

Courbes  diverses. 

351.  i°.  —  Construire  en  coordonnées  polaires  la  courbe  d’équa¬ 
tion  :  6  2  =  r(2a —  r),  (1) 

dans  laquelle  a  désigne  une  constante  positive  donnée. 

Construire  la  courbe  pour  les  valeurs  de  a  :  0,5,  10,  20. 

2°.  —  Pour  une  valeur  quelconque  de  a,  calculer  l’aire  intérieure  à  la 


Fig.  255. 


courbe.  On  remarquera  que  l’aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  n’est  pas 
toujours  du  même  côté  de  la  courbe  ;  d’où  une  question  de  signes  inté¬ 
ressante. 

3°.  —  Lorsque  a  varie,  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
pôle  décrivent  une  certaine  courbe.  La  déterminer. 

Lorsque  avarie,  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  la 
droite  de  référence  décrivent  une  certaine  courbe.  La  construire  et 
Pétudier. 

Son  équation  est  :  r2  =  ô2  -f-  20  tg  ô. 

352.  i°.  —  Discuter  les  courbes  représentées  par  l’équation 
polaire:  o2  =  a2sinr, 

dans  laquelle  a  est  un  paramètre  variable  d’une  courbe  à  l’autre.  On 
supposera  que  le  rayon  vecteur  r  ne  varie  d’abord  qu’entre  0  et  ir. 
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Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  pôle  O,, 
quand  le  paramètre  varie. 

2°.  —  Considérer  l’ensemble  des  courbes  obtenues  en  donnant  toutes 
les  valeurs  possibles  au  rayon  vecteur.  Les  étudier  à  la  lumière  du  §  144 
du  Cours  de  M.  G. 


353.  i°.  —  Construire  le  faisceau  de  courbes  C  représenté  par 
l’équation  polaire  : 


sin  6 

1  y  a2  +  sin2  0  ’ 

où  a  est  un  paramètre  variable  d’une  courbe  à  l’autre. 

En  particulier,  étudier  ce  qui  a  lieu  pour  a  très  petit  et  a  très  grand. 
2°.  —  Pour  chacune  des  courbes,  évaluer  l’aire.  On  posera  : 


cotg  6  =t, 

et  l’on  se  servira  de  la  variable  auxiliaire  t. 


Fig.  256. 

3°.  —  Lorsque  a  varie,  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
doubles  T,  T,  engendrent  une  courbe  P  dont  on  demande  l’équation. 

On  évaluera  Faire  comprise  dans  la  courbe  r. 

On  la  comparera  à  la  lemniscate  de  Bernoulli  (§  274)  : 

r2  =  cos20. 

Cette  comparaison  portera  sur  les  tangentes  au  point  double,  les 
sommets  et  les  aires. 
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354.  1°.  —  Construire  Ja  courbe  représentée  par  l’équation 
polaire  (ellipse)  : 


_  sin  0 

1  a~  - j-  sin'2  0  9 


où  a  est  un  paramètre. 

En  particulier,  qu’arrive -t- il  pour  a  très  petit  et  a  très  grand? 

2°.  —  On  construira  avec  plus  de  soin  la  courbe  qui  correspond 
à  a  —  1 . 

On  déterminera  le  point  où  l’angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur 
est  égal  à  45°. 

On  arrive  à  une  équation  du  troisième  degré  qu’on  résoudra. 


355.  Étudier  le  faisceau  de  courbes  : 

rcosn0  =  l,  n  >  0. 

Qu’arrive-t-il  pour  n  très  grand,  pour  n  très  voisin  de  0,  pour  n  =  1? 
Déterminer  les  points  d’inflexion;  quand  existent-ils? 


356.  Étudier  les  courbes  : 
40 


r  = 


r 


402 


r  = 


403 


4 O'2  —  r.2  ?  *  ~  40 2  —  7i2  ’  '  “  40 2 

Comparer  les  positions  des  asymptotes  rectilignes. 

Montrer  que  la  première  possède 
un  point  asymptotique,  la  seconde 
un  cercle  asymptotique. 

Calculer  l’aire  comprise  entre  cha¬ 
cune  de  ces  trois  courbes  et  deux 
rayons  vecteurs. 

357.  Courbe  Cappa  (§  218). 

i°.  —  Construire  la  courbe  : 

r  =  a  tg  0, 

point  par  point  avec  et  sans  l’aide 
d’une  table  de  tangentes. 

Déterminer  la  position  de  l’asym¬ 
ptote. 

En  un  point  B  quelconque,  mend¬ 
ia  normale  au  'rayon  vecteur  OB; 
montrer  qu’on  a  : 

BD  =  OA  =  a. 

2°.  —  Calculer  l’aire  OEB. 

Montrer  que  l’aire  comprise  entre 
la  courbe  OBoc,  l’asymptote  AC  oc 
et  l’axe  Ox  est  égale  à  ua2  :  4. 

3°.  —  Déterminer  l’équation  de  la  tangente  (§  26)  au  point  de  coor¬ 
données  r,  0.  Construire  cette  tangente  (§  216). 


Fig.  257.  —  Courbe  Cappa. 
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Je  w- 


4°.  —  Étudier  la  courbe  Cappa  au  voisinage  de  l’origine  O,  en  appli¬ 
quant  la  méthode  exposée  au  §  15. 

5°.  —  Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes,  menées 
de  O  aux  cercles  de  centres  Oxy  et  de  rayon  constant  a. 


r 

358.  Etudier  les  propriétés  générales  des  courbes  (nœuds, 
fig.  258)  : 


r  =  a  tgm6. 


Calculer  la  position  des  asymptotes. 


26 


Appliquer  aux  courbes  :  r  =  tg  26,  r  =  tg 


Comment  la  strophoïde  entre-t-elle  dans  la  famille  considérée  (§  319)? 
Montrer  que  si  m  est  rationnel,  la  courbe  est  algébrique  et  unicursale. 
On  s’appuiera  sur  les  formules  du  §  225  du  Cours  de  M.  G. 


359.  1®.  —  Construire  la  courbe  : 

2  cos  r  .  sin2  6  =  1. 

On  n’oubliera  pas  que  le  cosinus  et  le  sinus  sont  des  fonctions  pério¬ 
diques  de  l’arc. 

2°.  —  Construire  la  courbe  : 

2  cos  y  .  sin2x  =  l. 


'  CHAPITRE  XIV 

COURBES  TRANSCENDANTES  CONSTRUITES  AVEC  DES 
EXPONENTIELLES  ET  DES  LOGARITHMES 

v 

A 

360.  1°.  —  Construire  la  courbe  :  y  = - 

J  ex  _j_  | 

Déterminer  la  tangente  pour  cc  =  0. 

Existe-t-il  un  point  d’inflexion? 

-°-  —  Abaisser  du  point  0  une  normale  sur  la  courbe.  Calculer  les 
coordonnées  du  point  B.  Former  l’équation  d’une  courbe  algébrique 
simple  qui  détermine  le  point  B  par  son  intersection  avec  la  courbe 
donnée. 


On  commencera  par  abaisser  une  normale  sur  la  tangente  en  A,  ce  qui 
donnera  une  valeur  approchée.  On  continuera  par  les  méthodes  usuelles. 

361.  i°.  —  Construire  la  courbe  : 

-V  . 

y  + 1  =  e  -  =r=  exp  (—  -j. 

Montrer  qu’elle  présente  une  discontinuité  pour  x  =  0.- 
Déterminer  le  point  d’inflexion. 

Exercices  de  Math.  gén,e\  —  H.  Bouasse  et-É.  Turriére. 
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xy  =  e 


1 

X 


y  =  x  :  1  +  e 


2°.  —  Construire  la  courbe  : 

3°.  —  Construire  la  courbe  : 

Montrer  qu’elle  présente  un  point  saillant  à  l’origine. 

y  =  (logx)\ 


362.  i°.  —  Construire  les  courbes  : 

Effectuer  la  quadrature  de  ces  courbes. 

Posons  :  S n=J*(  log  x)n  dx. 

En  intégrant  par  parties,  montrer  qu’on  a  : 

Sn  =  æ  (log  x)n  —  nS„  _  i. 

En  particulier  :  S1  =  cclogæ  —  x, 

S,  =  x  (log  xy  —  2x  log  x  -f- 

S3  =  x  (log  xf  —  3a;  (log  xf  -f  6x  log  x  —  6æ. 

dx 


2°.  —  Effectuer  les  quadratures  : 

Montrer  qu’on  a  : 

Sn  =  - 


5n_/' 


X 


(log  x)n  ’ 

S„i 


\n  —  l  n 

/dx 

,  est  une  transcendante  particulière 


(n  —  1)  (log  x)1 
dx 


appelée  logarithme  intégral;  nous  l’étudierons  ci-dessous. 

«  x 


log  X 


X 


+  SA, 


X 


+ 


Sf 


3  2(loga;)“2  21ogæ  1  2  v" 

3°.  —  Ramener  aux  intégrales  précédentes,  les  intégrales  : 

J* xm  (log  x)n  dx. 

On  posera  :  xm  +  1  =  t7  (m  -f  1)  xm  =  dt,  log  t  =  (m  -f  1)  log  x% 

1 


D’où  : 


J'  xm  (log  x)n  dx  —  Sn  (t) 


(m  +  l)n  +  1 


363.  Logarithme  intégral  ;  exponentielle  intégrale. 

i°.  —  L’étude  du  logarithme  intégral  est  intéressante  pour  mettre  en 
garde  contre  les  développements  en  série  :  il  est  toujours  préférable 
de  revenir  aux  définitions  quand  il  s’agit  d’assurer  une  discussion. 
Soient  deux  quantités  supposées  réelles  reliées  par  l’équation  : 

exp(z)  =  x. 

Quand  z  varie  de  —  oc  à  -f-  oc,  x  varie  de  0  à  -f-  oc. 
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Donc  seules  existent  les  valeurs  positives  de  x. 

Ceci  posé,  soit  à  étudier  la  fonction  : 

'  '-/?«-/-&■  m 

Développant  ez  en  série,  intégrant  terme  à  terme  (M.  G.,  §§  293  et  294), 
on  trouve  immédiatement  : 

I  =  c  +  Iog  (log  x)  +  log  X  +  4.  + . . .  (2) 

-  *  \  / 

I  =  G  +  log  z  +  z  +  j  ^  H-  3  ï  3'  +  —  (^) 

Il  s’agit  de  regarder  ces  expressions  d’un  peu  plus  près. 

2°.  —  Construire  la  courbe  (S  361)  :  y=  - . 

/  v  logæ 

,  9 

Elle  a  une  asymptote  verticale  pour  x  =  4.  Montrer  que  la  fonction  I 


devient  certainement  infinie  quand  l’une  des  limites  d’intégration  est 

X  =  1 .  -  v 

Il  est  évident  que  si  l’on  intègre  entre  0  et  a  (a<l),  l’intégrale  I 
est  parfaitement  déterminée  et  finie.  Cependant  l’expression  (2)  devient 
imaginaire  pour  æ<l,  puisqu’elle  contient  log  (  log  x). 

3°.  —  Construire  la  courbe  (fig.  260)  :  = 

Z 
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Elle  possède  une  asymptote  verticale  pour  z  —  0.  Montrer  que  la 
fonction  I  devient  certainement  infinie  quand  l’une  des  limites  d’inté¬ 
gration  est  z  —  0. 

Il  est  encore  évident  que  si  l’on  intègre  entre  — ce  et  b  (b  <  0), 
l’intégrale  I  est  finie.  Cependant  l’expression  (3)  devient  imaginaire 
pour  z  <  0,  puisqu’elle  contient  logz. 

4°.  —  Changeons  z  en  — z;  posons  : 


Exponentielle  intégrale 


On  a  calculé  des  tables  de  cette  fonction.  Elle  correspond  à  l’aire 
MM'N'N  comprise  entre  la  courbe  et  l’axe  des  abscisses,  de  l’infini  à 
gauche  jusqu’à  l’ordonnée  N'N. 


364.  1°.  —  Construire  le  faisceau  : 


ex  —  a 


iÂy 


On  commencera  par  considérer  les  cas  :  a  —  0,  a  =  1. 

A  quelle  condition  les  courbes  du  faisceau  (1)  ont-elles  une  inflexion? 
2°.  —  Résoudre  l’équation  : 


365.  i°.  —  Construire  la  courbe  : 

ex  +  ey  =  ea,  (1) 

où  a  est  un  paramètre. 

Montrer  qu’on  obtient  toutes  les  courbes  du  faisceau  par  une  trans¬ 
lation  parallèle  à  la  droite  y  —  x.  Qu’arrive-t-il  pour  a  =  —  ce? 

i°.  —  Faire  tourner  les  axes  de  45°  et  déterminer  la  nouvelle  équa¬ 
tion  du  faisceau.  Comment  peut-elle  s’écrire  (M.  G.,  §  212)? 

3°.  —  Construire  la  courbe  ! 


ex  —  ey  =  ea,  (2) 

où  a  est  un  paramètre. 

Montrer  qu’on  obtient  toutes  les  courbes  du  faisceau  par  une  trans¬ 
lation  parallèle  à  la  droite  y  =  x.  Qu’arrive-t-il  pour  a  =  —  ccl 
En  quoi  augmente- t-on  la  généralité  du  faisceau  en  remplaçant  ea 
(qui  est  essentiellement  positif)  par  une  constante  quelconque? 

4°.  —  Montrer  que  y  =  x  est  l’asymptote  commune  à  toutes  les 
courbes  du  faisceau  (2).  On  écrira  * 

ex  =  ea  +  ey,  x  =  \og(^  +  l)  +  loge»; 


et  enfin  : 


æ  =  t/  +  log(E+l). 
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366.  i°.  —  On  donne  le  faisceau  de  courbes  : 

0mx 

y  =  ,  (O 


(m  >  0)  où  m  est  un  paramètre  variable.  Le  construire. 


2°.  —  Calculer  les  coordonnées  du  point  A  où  la  tangente  est  hori¬ 
zontale. 

Déterminer  le  lieu  rA  de  ce  point  quand  m  varie. 

On  trouve  pour  la  cubique  hyperbolique  (§  53)  d’équation  : 

x^y  =  e2.  (2) 

Montrer  que  cette  cubique  est  l’hyperbolisme  d’une  parabole  (fig.  262). 
La  construire. 

3.  —  Déterminer  le  point  B  où  l’autre  branche  de  la  courbe  (1)  est 
coupée  par  la  tangente  horizontale. 

L’équation  du  lieu  rB  de  ce  point  est  aussi  de  la  forme  : 

x-y  =  a2.  (3) 

Calculer  la  constante  a.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  rB  est  aussi 
l’hyperbolisme  d’une  parabole. 

4°.  —  Étant  donné  le  faisceau  de  cubiques  hyperboliques  : 

x-y  =  k\  (4) 

chercher  où  se  .rencontrent  les  tangentes  menées  aux  points  de  même 
y  appartenant  aux  diverses  courbes  du  faisceau. 

Appliquer  aux  courbes  (2)  et  (3). 


. 
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5°.  —  De  l’origine  O  on  mène  une  tangente  OT  à  la  courbe  (1). 


Quel  est  le  lieu  du  point  T  quand  m  varie? 

On  trouve  encore  une  courbe  de  la  forme  (4). 

Chercher  l’enveloppe  de  la  droite  D  menée  par  les  points  A  et  T. 


367.  i°,  —  Construire  la  courbe  : 


1 


Fig.  263. 

(M.  G.,  §  256)  au  voisinage  de  x  —  0, 


y  1  —  log  (1  -f-  x) 

Déterminer  les  tan¬ 
gentes  pour 

x  —  0,  x  =  —  1. 

Déterminer  les  coor¬ 
données  du  point  I  d'in¬ 
flexion. 

La  figure  263  ne  re- 
— présente  qu’une  partie 
de  la  courbe. 

2°.  —  Déterminer  le 
point  pour  lequel  le 
coefficient  angulaire  de 
la  tangente  a  une  valeur  p 
donnée  à  l’avance. 

3°.  —  Partant  du  déve¬ 
loppement  de  log  (1  -f-  x) 
montrer  par  la  méthode  des 
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coefficients  indéterminés  que  y  se  développe  suivant  la  formule  : 

/y%3  /y»4 

y  =  l+x+-?-+-±-  + 

0  .  '  _  ( . 

Quelle  erreur  commet- on  quand  on  applique  le  développement 

jusqu’à  æ4  inclus  au  calcul  de  y  pour  x  =  —  0,5  ? 

Utiliser  le  développement  pour  calculer  faire  ABGO  ;  on  prend  : 

AO  =  —  0,4. 

h 

368. 1°,  —  Construire  les  deux  courbes  : 

y =  i _ e7 »  y  ~  i  -j.  ex  •  w  (2) 


Étudier  leur  symétrie. 


Calculer  les  aires  entre  deux  abscisses  xQ  et  xr 

2°.  —  Les  courbes  (1)  et  (2)  rentrent  dans  le  faisceau  : 


.  •  •  y~  i  +  ae  •  O) 

Montrer  qu’il  est  obtenu  par  translation  des  courbes  (1)  et  (2)  (en 

exceptant  la  valeur  a  —  0). 

3°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  (3).  Cons- 
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truire  l’une  d’entre  elles.  On  peut  définir  l’une  quelconque  de  ces 
courbes  comme  représentative  de  l’aire  d’une  certaine  parabole. 

369.  i°.  —  Déterminer  une  relation  entre  a  et  b  telle  que  les 
courbes  : 

.  .  y  =  a  log*,  x  =  b  log  y ,  '  (1) 

soient  tangentes  entre  elles. 

2°.  —  Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact.  Il  a  pour  équation  : 

log  x  .  log  y  =  1. 

Construire  cette  courbe. 

3°.  —  Existe-t-il  deux  courbes  (1)  telles  qu’elles  aient  au  point  de 
contact  même  rayon  de  courbure?  Calculer  les  coordonnées  du  point  de 
contact  et  le  rayon  de  courbure  commun. 

370.  i°.  —  Exprimer  que  les  courbes  : 

y  =  ax ,  i/=2  px, 

se  touchent.  On  trouvera  une  relation  à  satisfaire  entre  a  et  p. 

2°.  —  Lieu  du  point  de  contact  A  quand  a  varie. 

Enveloppe  de  la  tangente  commune  ;  montrer  qu’elle  passe  par  un 
point  fixe  situé  sur  O  y. 


Déduire  immédiatement  de  là  l'enveloppe  de  la  normale  commune. 

3°.  —  Calculer  les  rayons  de  courbure  au  point  de  contact.  Montrer 
qu’ils  sont  égaux. 

4°.  —  Déterminer  le  lieu  des  centres  de  courbure  pour  le  point  de 
contact  quand  a  ou  p  varient. 
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Montrer  que  ce  sont  des  cubiques  unicursales.  Les  construire. 

5°.  —  Évaluer  l’aire  comprise  entre  l’axe  Ox  et  les  deux  courbes 
jusqu’au  point  de  tangence  A. 


371.  Construire  la  courbe  :  xv  =  yx. 
On  posera: 


y  =  tx,  log  y  =  log  t  +  log  x. 


D’où 


log  X  — 


lo  gt 
t— 1 


> 


t  lo  gt 

7=T  ' 


La  courbe  se  compose  de  deux  branches  dont  l’une  est  la  droite  x  —  y. 
Montrer  que  les  nombres  ( algébriquement  déterminables)  : 

/  \  /  n  -f- 1  \n  ,  \  /  n  -f-  1  \n  + 1 

y  (ou  x)  =  ^ ^  j  ,  x  (ou  y)  =  ^  -  J  , 

satisfont  à  l’équation  proposée. 

372.  i°.  —  Construire  la  courbe  : 

*2y  =  x{  x~  * ,  (i2  =  —  1). 

Ramener  cette  équation  à  la  forme  : 

y  =  COS  (logæ). 

Montrer  que  les  abscisses  des  points  où  y  est  nul,  forment  une  pro¬ 
gression  géométrique;  en  calculer  la  raison. 

Qu’arrive- 1- il  pour  les  valeurs  de  x  qui  tendent  vers  0?  On  peut  dire 
que  la  courbe  admet  pour  asymptote  la  portion  de  l’axe  O  y  qui  satisfait 

à  la  condition  — 1<?/<1.  • 

2°.  —  Construire  la  courbe  : 

<2 y  —  x' — x~  * ,  (i2  =  — 1). 

Cet  exemple  très  curieux  (emprunté  à  Euler)  prouve  que  si  générale¬ 
ment  les  équations  dont  les  exposants  sont  imaginaires,  sont  transcen¬ 
dantes,  il  peut  cependant  arriver  qu’une  expression  qui  contient  des 
exposants  imaginaires,  ait  une  valeur  réelle  bien  déterminée. 
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373.  Manière  de  tracer  mécaniquement  les  spirales. 

Voici  comment  on  peut  se  représenter  le  tracé  des  spirales.  Imaginons 
un  style  se  déplaçant  suivant  une  certaine  loi  r  =  f(t ),  le  long  d’un 
diamètre  d’un  disque  tournant  autour  d’un  axe  vertical.  Le  disque  est 
animé  d’un  mouvement  angulaire  uniforme  ou  varié  0  =  F(£).  Le  style 
trace  sur  la  surface  enfumée  du  disque  une  courbe  qui  est  généralement 
spiraliforme  et  dont  on  a  l’équation  en  éliminant  t  entre  les  équations 
simultanées  : 

r  =  f(t),  6  =  F(f). 

Nous  avons  déjà  rencontré  quatre  spirales  dans  le  Cours  de  M.  G. 

La  spirale  d’ Archimède  (§  81  )  suppose  uniformes  les  deux  mouvements 
précédemment  définis  : 

r  =  aAt,  6  =  A  t\  r=aO. 

On  peut  aussi  bien  supposer  que  A  est  une  fonction  quelconque  du- 
temps. 

La  spirale  hyperbolique  (§  82)  suppose  le  mouvement  du  style  uni¬ 
forme  et  le  mouvement  angulaire  rapidement  décroissant. 

r  =  aAt,  0  =  1:  A  t;  r9  =  a. 

La  spirale  logarithmique  et  la  spirale  exponentielle  (M.  G.,  §  201) 
correspondent  de  même  à  des  lois  f(t)  et  F(£)  faciles  à  déterminer. 

Le  lecteur  trouvera  dans  ce  qui  suit  plusieurs  autres  spirales  intéres¬ 
santes. 

374.  Spirale  logarithmique. 

i°.  —  On  donne  la  spirale  logarithmique  (M.  G.,  §  201)  dont  l’équation 
en  coordonnées  polaires  est  : 

r=  aem9. 

Exprimer  le  rayon  de  courbure  p  (M.  G.,  §  92)  et  l’arc  (M.  G.,  §  80). 

Montrer  qu’on  a  : 

p  =  A  (s  s0) , 

où  k  est  une  constante. 
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\  X  * 

2°.  —  Partant  de  là,  donner  les  équations  naturelles  de  la  spirale  loga¬ 
rithmique  (M.  G.,  §  178). 

3 —  Calculer  l’angle  V  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 


375.  Podaire  de  la  spirale  hyperbolique  :  spirale  tractrice. 

1°.  —  On  donne  la  spirale  hyperbolique  :  rô —a. 

Montrer  que  l’équation  de  sa  podaire  est  : 


—  arc  tg 


Construire  la  courbe. 

2°.  —  Montrer  que  la  longueur  AT  de  la  tangente  (§  23)  de  cette 
courbe  est  constante  et  égale  à  a . 


P 


au  §  391  (voir  aussi  §  185). 

U  N 

Déterminer  les  points  où  la  tangente  est  verticale. 

Évaluer  l’arc  de  la  spirale  à  partir  du  point  P. 

N.  B.  —  On  utilisera  pour  traiter  ce  problème  les  théorèmes  démontrés 
aux  §§  145  et  147  du  Cours  de  M.  G. 


376.  Spirale  cubique. 

i°.  —  Construire  la  spirale  : 
2°.  —  Construire  la  spirale  : 


r=  ô3. 
r  =  e3  — 0. 
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Quelle  relation  a-t-elle  avec  la  précédente  ? 

Calculer  l’aire  de  la  boucle  qui  correspond  aux  valeurs  de  l’azimut  ô 
comprises  entre  0  et  1. 

377.  Spirale  exponentielle  (fig.  267). 

1°.  —  Construire  la  courbe  Cd  : 


Fig.  267.  —  Spirale  exponentielle. 


On  se  servira  de  la  table  du  §  194  du  Cours  de  M.  G.  On  a  : 

log  nép  71  =1,1447, 

log  m7i  =  1,1447  +  logm,  log  —  =  1,1447  —  logn. 

n 

Les  angles  pour  lesquels  on  calculera  r,  seront  déterminés  par  des 
valeurs  entières  de  m  ou  de  n. 

2°.  —  Déterminer  les  coordonnées  des  points  doubles,  en  particulier 
des  trois  premiers  A,  B,  C. 

3°.  — Effectuer  la  quadrature.  En  particulier,  calculer  les  aires  Sj  et  S2 
comprises  entre  l’axe  Ox  et  les  arcs  OABCD...  et  OEF. 

4°.  —  La  branche  OABCD  admet  un  point  d’inflexion.  Calculer  sa 
position. 

K  se  trouve  sur  une  courbe  C2dont  l’équation  (en  coordonnées  polaires) 
est  algébrique. 

Construire  cette  courbe  C2. 

Au  voisinage  de  l’origine,  elle  a  la  forme  représentée  (fig.  268).  Déter¬ 
miner  la  position  des  points  P  et  Q  de  contact  des  tangentes  menées  de 
l’origine  O. 
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Calculer  l’aire  de  la  figure  OQRPO. 


Fig.  268. 

Il  sera  commode  de  faire  la  transformation  : 

r  =  -(2  +  t*),  0  =  ^. 

378.  Spirale  parabolique. 

—  On  suppose  uniforme  le  mouvement  du  style  et  uniformément 
varié  le  mouvement  du  disque.  A  l’origine  des  temps  (t  =  0),  les  deux 
mobiles  partent  du  repos  ;  le  style  est  en  A,  à  une  distance  r0  du  centre 
du  disque. 


Déterminer  l’équation  de  la  courbe  et  la  construire.  On  distinguera 
deux  cas  suivant  qu’à  f’origine  des  temps  le  style  s’approche  du  centre 
du  disque  ou  s’en  éloigne. 

Déterminer  les  points  doubles  et  les  points  d’inflexion. 

Déterminer  l’aire  balayée  par  le  rayon  vecteur. 

2°.  —  Que  devient  la  courbe  quand  le  point  de  départ  coïncide  avec 
l’origine  O  ?  "  • 
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Calculer  les  valeurs  de  la  sous-normale  et  de  la  sous-tangente  (§  23). 
Calculer  les  aires  balayées  par  le  rayon  vecteur  correspondant  à  une, 
deux,  trois  spires. 

379.  Spirale  de  Poinsot  et  spirale  inverse. 

i°.  —  Construire  la  courbe  (spirale  de  Poinsot)  : 

rcosh6=l.  (1) 

On  utilisera  la  table  du  §  217  du  Cours  de  M.  G.  Cette  courbe  se  ren¬ 
contre  dans  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  (voir  Mécanique,  §  526). 


Calculer  le  rayon  de  courbure,  en  particulier  celui  qui  correspond  au 
point  A  et  à  6  =  0. 

Calculer  l’angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente. 

2°.  —  Construire  la  courbe  : 

r  =  cosh6.  (2) 

Elle  se  rencontre  {Mécanique ,  §  311)  quand  on  cherche  la  trajectoire 
d’un  corps  assujetti  à  glisser  dans  un  tube  rectiligne  parfaitement  poli 
qui  tourne  autour  de  l’origine  d’un  mouvement  uniforme. 

La  spirale  (2)  est  l’inverse  de  la  spirale  (1). 

3°.  —  Reprenons  la  spirale  de  Poinsot.  Des  points  E  et  F  situés  à  la 
distance  0,5  de  l’origine  avec  un  rayon  égal  à  EC,  décrivons  deux  cercles. 
Montrer  que  les  points  d’intersection  de  ces  cercles  avec  la  spirale  sont 
donnés  par  les  équations  que  l’on  résoudra  : 

cosh  6  .  cos  6  =  dhl.  (3) 

Les  racines  de  l’équation  (3)  sont  utilisées  dans  la  théorie  des  verges 
vibrantes. 

380.  Spirale  limaçon  (lituus),  spirale  inverse. 

1°.  —  Construire  la  courbe  :  r2 6  =  a2. 

Déterminer  l’aire  d’un  secteur  quelconque  DOC. 
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Calculer  la  position  du  point  d’inflexion  B. 


2°.  —  Construire  la  courbe  (spirale  de  Fermât)  :  r  =  ci  \f¥ . 
381.  Construire  la  courbe  :  r  =  a\j  O5  —  62  . 


382.  Cochléoïde  et  cochléoïdes  généralisées. 

i°.  —  Étudier  le  faisceau  des  courbes  représentées  par  l’équation 
polaire  : 

sin  0 


r  — 


0  —  0 


O 


On  construira  la  courbe 
pour  ©  =  Ti  :  4. 

Position  de  l’asym¬ 
ptote. 

Déterminer  l’intersec¬ 
tion  de  la  courbe  avec 
l’asymptote,  avec  le 
•cercle  r  —  1. 

Déterminer  le  point 
d’inflexion. 

Vers  quelles  courbes 
tendent  les  fragments  de 
la  courbe  (1)  compris 
entre 

-6  =  ferc  et  0  =  (k  +  1)tt? 

La  courbe  (1)  présente 
une  infinité  de  boucles 
décroissantes,  qui  tendent  à  s’évanouir  dans  l’origine. 

2°.  —  Étudier  le  cas  particulier  0=0: 


sin  O 


r  = 


288  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

Cette  courbe  s’appelle  cochléoïde  (§  476). 

Les  points  où  r  est  maximum  ou  minimum,  sont  sur  un  cercle. 

Les  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  une  direction  donnée  sont 
sur  une  strophoïde  (§  319)  ;  ils  sont  sur  un  cercle  si  la  direction  donnée 
est  Ox. 

Menons  un  rayon  vecteur  faisant  l’angle  avec  la  droite  de  référence  : 
il  coupe  la  courbe  en  une  infinité  de  points.  Montrer  que  les  tangentes 
en  ces  points  passent  toutes  par  le  point  de  coordonnées  (1,  23*). 

Calculer  l’aire  balayée  par  le  rayon  vecteur. 

La  cochléoïde  et  la  quadratrice  de  Dinostrate  (§349)  sont  inverses 
l’une  de  l’autre;  le  prouver. 

3°.  —  Étudier  les  courbes  représentées  par  l’équation  : 

sin  6 


383.  i°.  —  Construire  la  courbe  :  r  =  tgh  6. 

Calculer  la  longueur  de  l’arc. 

0 

2°.  —  Construire  la  courbe  :  r  =  tgh  ~  . 

Montrer  que  l’arc  s  compris  entre  l’origine  et  le  point  (r,  d)xa  pour 
grandeur  :  s  =  6  —  r. 

Montrer  que  l’aire  correspondante  est  :  A=-^ - r. 

384.  Limites  de  spirales  sinusoïdes,  de  courbes  de  Lamé. 

i°.  —  On  considère  la  famille  de  spirales  sinusoïdes  (§  296)  : 

_  m  sin(a-j-mO)  ... 

rm  =  am - ^r— 1 - ;  (  1  ) 

sin  a  ’  v  ' 

a  et  a  sont  deux  constantes,  m  est  un  paramètre  variable. 

Montrer  que  quand  m  tend  vers  zéro,  les  courbes  (1  )  ont  pour  limite 
la  spirale  logarithmique  (§  374)  : 

r —  a  exp  (6  cotg  a) .  (2) 

Chercher  les  propriétés  communes  des  courbes  (l)et  de  la  courbe  (2). 
2°.  —  Montrer  que  la  courbe  du  §  365  est  la  limite  d’une  famille  de 
courbes  de  Lamé  (§  63). 


) 


385.  Chaînette  (M.  G.,  §  216). 

Mener  au  point  B  la  tangente  à  la  chaînette  ABE. 


Montrer  qu’elle  est  parallèle  à  la  tangente  menée  du  point  C  de  même 
ordonnée,  au  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  : 

OA  =  h. 


386.  4°.  —  La  distance  2  =  MP,  d’un  point  M  d’une  courbe 
plane  quelconque  à  la  tangente  en  un  point  B  infiniment  voisin ,  est  un 

infiniment  petit  du  second  ordre  par  rapport  à  l’accroissement  Ax  =  QM, 

-  » 

de  l’abscisse. 
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Évaluer  la  limite  :  X  =  — -I*-  =  . 

QM2  (Acc)2 

—  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  limite  X  soit  la  même  en  tous 
ses  points.  C’est  une  chaînette. 

387.  Faisceau  des  chaînettes  :  y  =  h  cosh  ,  (1) 

n 

où  h  est  un  paramètre  variable. 
i°.  — Déterminer  l’enveloppe  du  faisceau. 

Montrer  que  l’enveloppe  se  compose  de  deux  droites  issues  de  l’origine, 
qui  sont  par  suite  les  tangentes  menées  de  l’origine  à  l’une  quelconque 
des  courbes  du  faisceau  (1),  par  exemple  à  la  courbe  : 

y  =  cosh  x.  (2) 

5°.  —  Quelle  est  l’abscisse  x  de  contact  avec  la  courbe  (2)  des  tangentes 
issues  de  l’origine?  Utiliser  les  tables  des  §§  217  et  218  du  Cours  de  M.  G. 
Montrer  qu’on  a  :  cc  =  l,2. 

Le  coefficient  angulaire  des  droites  cherchées  est  :  dz  1,51. 

388.  i°.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau 
de  chaînettes  obtenu  en  déplaçant  la  chaînette 

y  =  cosh  æ,  (1) 

parallèlement  à  Ox.  * 


Montrer  que  l’équation  des  trajectoires  orthogonales  est  : 

x  =  a  +  ~  y>Jÿ*  —  1  — y  l°gû/  +  VV  — !)• 

- 


*  i 


(2) 
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2°.  —  Donner  une  définition  des  courbes  (2)  reposant  sur  la  consi¬ 
dération  de  faire  comprise  entre  l’axe  O  y,  l’hyperbole  équilatère  : 

x 2  =  y~  —  1 , 

et  une  parallèle  à  Ox. 

3°.  —  Rectifier  une  des  courbes  (2).  Calculer  sa  courbure  et  former 
son  équation  intrinsèque  (M.  G.,  §  178). 

4°.  —  Aire  d’une  des  courbes  (2)  déterminée  par  deux  ordonnées. 

389.  Étudier  la  courbe  gauche  : 

x  =  sinhz?  i)  =  coshz. 

Former  l’équation  de  la  tangente.  Calculer  les  coordonnées  des  points 
tels  que  la  tangente  rencontre  l’axe  Ox . 

390.  1°.  —  Construire  la  courbe  C  :  y  =  cosh2  x. 

Montrer  que  c’est  une  chaînette. 

\ 

2°.  —  Construire  la  courbe  I  :  y  = - rr, —  . 

v  cosh- or 

/  1  < 

Calculer  les  coordonnées  des  points  d’inflexion. 

Déterminer  faire  de  la  courbe  I  limitée  par  la  courbe,  l’axe  Oxet  deux 
ordonnées.  Montrer  que  faire  totale  est  égale  à  2. 

Une  ordonnée  y  divise  cette  aire  en  deux  parties  S4  et  S,.  Montrer 
qu’on  a  :  y  =  S1S2. 

391.  Tractrice. 

i°.  —  Déterminer  l’équation  différentielle  d’une  courbe  issue  du 
point  A  (fig.  275)  et  orthogonale  aux  cercles  de  rayon  OA  —li,  dont 
les  centres  sont  sur  Ox. 


Cette  courbe  appelée  trattrice  jouit  évidemment  de  la  propriété  que  la 
longueur  de  la  tangente  AO  ~Bb=  Cc=  ...  est  constante  et  égale  à  h. 
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\  *  f 

2°.  —  Montrer  que  son  équation  est  : 

x  —  \J  h*  —  y 2  -f-  h  log  — - ^  * 

Le  problème  actuel  est  un  cas  particulier  de  celui  traité  au  §  396 
du  Cours  de  M.  G. 

3°.  —  Montrer  que  la  tractrice  est  celle  des  développantes  de  la 
chaînette  qui  passe  par  le  sommet  A  (fig.  273). 

4°.  —  Calculer  l’arc  de  tractrice  compté  à  partir  du  point  A. 

392.  Courbes  décrites  par  un  point  de  la  tangente  à  la  trac¬ 
trice. 

La  tractrice  est  donc  engendrée  par  une  droite  de  longueur  constante 
dont  une  des  extrémités  b  s’appuie  sur  Ox  et  dont  l’autre  B  est  sur  la 
courbe  considérée  avec  la  condition  pour  la  droite  bB  de  lui  être  tan¬ 
gente  en  B. 

i°.  —  On  demande  de  déterminer  l’équation  de  la  trajectoire  d’un 
point  de  cette  droite  situé  à  la  distance  r—  bfi—cy  = ...,  du  point  qui 
parcourt  l’axe  Ox. 

Montrer  que  l’équation  est  : 

x  =  \J  tj2  —  if  -\-h  log  — — - — . 

y 

2°.  —  Discuter  géométriquement  la  courbe.  Montrer  qu’elle  a  un  point 
d’inflexion  pour  R<h,  un  point  double  et  une  boucle  pour  Y|  >  h. 

393.  Définition  générale  des  tractrices  ou  courbes  équitan- 
gentielles. 

1°.  —  On  appelle  généralement  tractrice  la  courbe  que  décrit  sur  un 
plan  horizontal  un  corps  attaché  à  une  des  extrémités  B  d’un  fil  de 
longueur  constante  l ,  tandis  que  l’autre  b  parcourt  une  courbe  G  donnée 
du  même  plan.  Montrer  que  le  fil  reste  tangent  à  la  courbe  G.  Le  corps 
ne  doit  jamais  prendre  de  vitesse,  ni  le  fil  cesser  d’être  tendu. 

La  tractrice  étudiée  ci-dessus  correspond  au  cas  où  la  courbe  G  est  une 
droite. 

On  la  décrira  effectivement  en  faisant  porter  un  crayon  mou  par  un 
pion  assez  lourd  qu’on  tirera  avec  un  fil.  On  peut  encore  tirer  avec  le 
fil  une  punaise  dont  on  a  trempé  la  tête  dans  l’encre. 

2°.  —  Béaliser  la  tractrice  quand  la  courbe  G  est  un  cercle  de  rayon 
R,  pour  divers  rapports  l  :  R.  Comparer  au  §  282. 

394.  Chaînette  d'égale  résistance. 

i°.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  limite  X  définie  au  §  386  soit 
proportionnelle  au  rayon  de  courbure.  Elle  a  pour  équation  : 

X 

y  —  —  a  log  cos  — . 

On  l’appelle  chaînette  d'égale  résistance . 
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2°.  —  Construire  et  étudier  la  courbe  :  faire  attention,  si  l’on  utilise 
une  table  de  logarithmes  vulgaires,  de  transformer  en  logarithmes  natu¬ 
rels.  On  choisira  d’abord  une  unité  de  longueur  convenable  sur  l’axe  des 
abscisses. 

3°.  —  Étudier  la  ma¬ 
nière  dont  tourne  la  tan¬ 
gente.  Montrer  que  la 
courbe  peut  être  définie 
comme  l’enveloppe  d’une 
droite  qui  tourne  pro¬ 
portionnellement  à  l’ab¬ 
scisse  du  point  de  contact 
avec  l’enveloppe. 

4°.  —  Calculer  le  rayon* 
dev  courbure  ;  montrer 
que  la  projection  BD  sur 
l’axe  O  y  est  constante. 

5°.  —  Calculer  l’arc  de 
courbe  s  compris  entre 
l’origine  O  et  un  point  A. 

Exprimer  le  rayon  de 
courbure  en  fonction  de  s. 

Par  suite,  trouver  l’équa¬ 
tion  intrinsèque  de  la 
courbe.  (Voir  §  238,  et 
M.  G.,  §§213  et  178.) 

6°.  —  Considérons  la  famille  de  courbes  obtenue  en  déplaçant  la 
courbe  (C)  parallèlement  à  O  y  (§  238).  Son  équation  est  : 

y  =  p  —  a  log  cos-ï- , 

•  f  „  » 

où  p  est  un  paramètre  variable. 

Montrer  que  le  faisceau  des  courbes  orthogonales  a  pour  équation  : 

'  i 

y  =  q  —  a  log  sin  ~  . 

*  w  # 

On  fera  le  calcul  directement.  On  pourra  déduire  le  résultat  du  3 °. 


395.  1°.  —  Construire  les  courbes  (fig.  277)  : 


cosh  x 

y  x  9 


sinh  x 

y  x  9 


(1) 


x  variant  de  —  oc  à  -f-  oc. 

Déterminer  les  coordonnées  du  point  A  minimum  de  la  courbe  (1). 
Construire  la  courbe  : 

cosh  x-f2  sinh  x 

y  = - . 


x 
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Chercher  le  minimum  de  y. 

2°.  —  Soit  l’hyperbole  équilatère  : 

x2  —  y2  —  i , 

de  sommet  A  et  de  centre  0.  Déterminer  un  point  M  de  cette  courbe  tel 
que  P  étant  le  pied  de  l’ordonnée,  on  ait  : 

aire  secteur  OAM  =  k  .  aire  triangle  OPM.  (1) 

On  vérifiera  d’abord  la  formule  (§  388)  : 

J \Jx' 2  —  1  dx—  L,  __  ~ lo g  ( x  -f-  yj x1  —  1  ). 

On  la  retrouvera  en  employant  le  procédé  d’intégration  par  parties 
(M.  G.,  §158,5°). 


On  exprimera  la  condition  (1)  au  moyen  de  la  variable  u  (M.  G.,  §  215 
définie  par  l’équation  : 

u  ==  log  (x  -f-  x1  —  1  ),  æ  =  coshw. 

On  arrivera  aisément  à  utiliser  les  résultats  du  i°. 


s 


CHAPITRE  XVII 


TRANSFORMATIONS  DIVERSES 

T* 


l 

Transformation  avec  conservation  de  l'angle  6. 


396.  Transformation  avec  conservation  de  l’angle  polaire. 

Une  courbe  G  étant  donnée  en  coordonnées  polaires  r,  0,  à  partir  d’un 
pôle  O,  on  la  transforme  en  une  courbe  définie  à  partir  du  pôle  P  par  le 
même  angle  0.  Autrement  dit,  des  couples  de  droites  parallèles  émanent 
des  deux  points  O  et  P;  on  associe  un  point  d’une  des  droites  du  couple 
à  un  point  de  l’autre  droite. 

Transformation  I  ou 
de  Maclaurin.  y 

Le  point  A,  conjugué 
de  A  s’obtient  en  menant 
par  A  une  droite  per¬ 
pendiculaire  à  l’axe  po-  : 
laire.  Posons  OP  =  a. 

On  trouve  aisément  : 


cos  9 


Transformation  II. 

Le  point  A2  conjugué 
de  A  s’obtient  en  pro¬ 
jetant  A  sur  le  rayon 
vecteur  issu  de  P  et  faisant  avec  Ox  l’angle  O.  On  trouve  aisément  : 


\ 


r.2=  r —  a  cos  0. 


Transformation  III. 

Le  point  A1  une  fois  obtenu,  on  le  projette  en  A3  sur  OA. 
On  trouve  aisément  :  \ 
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397. 1°.  —  Appliquer  la  transformation  I  au  cercle  : 

r  =  2a  cos  0. 

On  trouve  une  strophoïde. 

2°.  —  Appliquer  la  transformation  III  au  cercle  : 

r  =  2a  cos  6. 

On  trouve  une  cubique  unicursale  que  l’on  construira. 


398.  i°.  —  Appliquer  la  transformation  II  à  une  droite  perpen¬ 
diculaire  à  Ox. 

On  prendra  pour  paramètre  variable  la  distance  b  de  cette  droite  au 
point  P. 

Montrer  que  pour  trois  valeurs  particulières  du  rapport  a:  b,  on 
obtient  respectivement  une  cissoïde  (§  315),  une  strophoïde  (§  319),  une 
trisectrice  de  Maclaurin  (§  317). 

2°.  —  Appliquer  la  transformation  II  à  une  droite  passant  par  P  et 
faisant  avec  Ox  l’angle  a.  On  obtient  généralement  une  cubique  circulaire 
unicursale. 


399.  Transformation  de  Maclaurin. 

i°.  —  Pour  faciliter  la  comparaison  de  la  transformation  de  Maclaurin 

avec  d’autres  analogues, 
prenons  l’axe  O  y  comme 
axe  polaire  ;  cherchons 
les  formules  de  transfor¬ 
mation  en  coordonnées 
cartésiennes. 

Montrer  que  les  courbes 
C  lieu  de  A,  et  c  lieu 
de  a  sont  liées  par  les 
formules  : 

Y  =  y,  X  =  —xy  ■. 
J’  y  — a 

2°.  —  Appliquer  la 
transformation  à  la  droite 
G  : 

Y=pX  +  q. 

Déterminer  la  position 
des  asymptotes  de  la 
courbe  c  conjuguée. 


Fig.  279.  —  Transformation  de  Maclaurin. 


400.  Trident  de  Newton. 

appliquera  la  transformation  de  Maclaurin  à  la  parabole  G  : 

X  =  bY2  +  g. 


La  conjuguée  c  obtenue  s’appelle  trident  de  Newton. 

Chercher  à  quelle  condition  elle  possède  trois  tangentes  verticales. 
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Dans  le  cas  de  la  figure,  elle  n’en  a  évidemment  qu’une;  mais  la 
branche  MPQ  peut  présenter  une  sinuosité. 


401.  Réduction  et  amplification  du  rayon  vecteur. 

i°.  —  On  donne  une  courbe  G  d’équation  (fig.  281)  : 

r  =  <p(9). 

On  mène  le  rayon  vecteur  r  —  OÀ  ;  on  projette  A  en  a,  puis  en  At. 
On  détermine  ainsi  une  courbe  C4,  conjugée  de  G. 

Montrer  que  son  équation  est  : 

rx  =  <p(9)  .  cos2  9. 

Étudier  Gt  pour  9=0,  ou  tt,  9  =  7r  :  2  ou  37:  :  2. 

Quid Au  point  B*  de  la  courbe  Ct  conjugué  du  point  B,  où  la  tangente 
à  G  est  normale  à  Oæ? 

Quid  au  point  B2  de  la  courbe  Gd  conjugué  du  point  B,  où  la  tangente 
à  G  passe  par  le  pôle  O  ? 

Montrer  qu’il  existe  entre  les  angles  a  et  a,  la  relation  : 

COtg  a  —  COtg  at  =  2  tg  9. 

Partant  de  là,  montrer  que  les  tangentes  en  A  et  en  At  se  rencontrent 
en  R  sur  la  parallèle  au  rayon  vecteur  passant  par  le  milieu  M  de  âÂr 
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~°-  —  Donner  les  relations  entre  les  coordonnées  x,  y,  de  A,  et  xt,  yi9 
de  Ar 


y 


/ 


c 


Fig.  281. 


On  trouve  : 


Les  secondes  formules  correspondent  à  la  transformation  inverse» 

♦  •  /  l 

402.  Applications. 

1°.  —  Appliquer  la  construction  directe  à  une  droite.  On  obtient  une 

«ci îssoïde  (§  323). 

Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  asymptotes  de  deux  courbes  C  et 
-conjuguées  comme  précédemment? 

Quid  quand  0 y  est  asymptote  de  la  courbe  G  ? 

Quid  quand  Ox  est  asymptote  de  la  courbe  G? 

Appliquer  les  transformations  directe  et  inverse  aux  droites  y  =  a , 
x=b  (§83). 

2°.  —  Bifolium. 

Prendre  pour  courbe  G  une  circonférence. 

On  placera  le  pôle  0  au  centre  du  cerclé,  en  un  point  quelconque  de 
la  circonférence,  en  un  point  quelconque  du  plan,  dans  ou  hors  la  cir¬ 
conférence. 

Construire  la  courbe  dans  différents  cas. 

Calculer  et  discuter  l’équation.'  ‘ 
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3°.  —  Indiquer  la  construction  donnant  la  courbe  C2  d’équation  : 

r2  =  cp(ô)  .  sin2  0. 


Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  courbes  C,  C4,  C2? 

4°.  —  Construire  la  courbe  : 

r2  ==  4 k  sin2  6  cos  0. 

Calculer  l’aire  qu’elle  limite.  On  est  ramené  aux  intégrales  : 


/si 


sin4  0  .  d0. 


/si 


sin6  0  .  d0. 


Construire  la  même  courbe  considérée  comme  cissoïde  du  folium 
•simple  (§  414)  et  d’un  cercle  : 

r2  =  4 k  cos  0  —  4 k  cos3  0. 

Mettre  l’équation  cartésienne  sous  la  forme  : 


y  =  zb  \jkx  zh  \Jkx  —  æ'2  ^ 

Construire  la  courbe  au  moyen  d’une  parabole  et  d’un  cercle  (§  93). 

403.  Modification  du  rayon  vecteur  par  addition  ou  sous¬ 
traction. 

i°.  —  Nous  pouvons  généraliser  le  procédé  qui  fournit  la  strophoïde 
•droite  (§  319  ;  on  fera  tourner  la  figure  240  de  90°). 


D’un  point  A  d’une  courbe  C,  on  décrit  une  circonférence  avec  l’or¬ 
donnée  A  a  pour  rayon.  On  détermine  ainsi  deux  points  At  et  A2  conju¬ 
gués  de  A.  On  a 

rx  r(  1  -f  sin  0),  r2  =  r(  1  —  sin  0). 
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2°.  —  Appliquer  la  construction  précédente  : 
à  une  droite  normale  à  Ox  (strophoïde  droite); 

à  une  droite  parallèle  à  Ox  (conchoide  de  Nicomède  à  rebroussement); 
à  urje  droite  inclinée  sur  Ox. 

3°.  —  Appliquer  la  construction  précédente  à  un  cercle. 

On  placera  le  centre  en  O; 

On  placera  le  centre  sur  Ox. 

On  placera  le  centre  en  un  point  quelconque  du  plan. 


Transformation  par  changement  de  direction  du  rayon 

vecteur. 

404.  Définition. 

On  donne  une  courbe  G  en  coordonnées  polaires  : 

r  =  f(0). 


A  partir  du  point  A  de  cette  courbe,  on  mène  des  longueurs  égales 
à  r ,  parallèlement  à  la  droite  de  référence  Ox. 

Montrer  que  les  équations  des  courbes  Ct  et  C2  obtenues  sont  : 

pour  C4  :  04  =  4* ,  rx  =  2  cos  ©4 .  /‘(2@1)  ; 

pour  C2  :  ©2  =  -f  \  y  r2  ==  —  2  cos  @2 .  /'(2@2  —  ^). 

405.  On  prend  pour  courbe  G  une  droite. 

Donner  l’équation  de  la  courbe  (Cn  C2)  (hyperbole  équilatère). 
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Construire  les  tangentes  parallèles  à  la  droite  donnée. 
Construire  la  tangente  à  l’origine. 


406.  Trifolium. 

f  °.  —  Prenons  pour  C  un  cercle  passant  par  O. 

Son  équation  polaire  par  rapport  au  point  O  et  à  la  droite  Ox  est  : 


p  =  2R  cos  (6  -f  w). 


Montrer  que  l’équation  du  trifolium  est  : 

r  =  4R  cos  0  .  cos  (20  -f  w). 

Étudier  la  disposition  des  tangentes  au  point  triple  (M.  G.,  §  80,  3°). 
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Montrer  que  les  points  M,  N,  P,  où  le  cercle  générateur  coupe  le  tri¬ 
folium,  forment  un  triangle  équilatéral. 

Trouver  l’équation  en  coordonnées  cartésiennes.  Voici  le  résultat  : 

(æ2  +  y1)*2,  —  4R æ(æ2  —  y2)  cos  w  —  8Ræ2?/  sin  w. 

2°.  —  Trifolium  droit. 

Le  trifolium  est  droit  quand  ta  =  0  (§  320). 

Transformation  du  rayon  vecteur  en  abscisse. 

407.  Transformation  du  rayon  vecteur  en  abscisse. 

On  donne  une  courbe  G  d’équations  cartésienne  et  polaire  : 

p=cp(6). 

On  en  déduit  une  courbe  r 
transformée  par  la  condition  : 

Y  =  y,  X  =  p  =  \jxz  +  y\ 

408.  Transformation  du 
cercle. 

On  prendra  pour  courbe  G  le 
cercle  : 

æ2  +  i/2  =  R2. 

On  prendra  le  cercle  passant 
par  l’origine  : 

(x-ay  +  (y-bf  =  R2, 
a2  +  fc2=R2. 

On  prendra  un  cercle  quel¬ 
conque. 

409.  Transformation  d’une  lemniscate  de  Bernoulli. 

On  prendra  pour  courbe  G  la  lemniscate  de  Bernoulli  (§  274)  : 

(æ2  +  y2)2  ==  æ2  -  y\ 

La  courbe  T  est  la  quartique  (§  205)  : 

2Y2  =  X2(l  —  X2). 

La  construire. 

410.  Transformation  inverse. 

1°.  —  On  donne  une  courbe  T  d’équation  fÇX,  Y)  =  0;  la  transfor¬ 
mation  inverse  : 

y— y,  p=x, 

fournit  la  courbe  G  d’équation  : 

*  f(±\fx*  +  y*  ,y)  =  0. 

-  -  -  • 

Il  est  clair  qu’on  a. en  valeurs  absolues  X>  Y.  Donc  là  transfor- 
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mation  ne  s’applique  qu’à  la  portion  de  la  courbe  r  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  la  condition  précédente.  Interpréter  cette  condition. 

2°.  —  Appliquer  la  transformation  à  la  courbe  r  : 

X2  +  Y2  =  l; 

la  transformée  est  l’ellipse  : 
x~  %  2  ==■  1. 

Faire  les  constructions  gra¬ 
phiques. 

3°.  —  Appliquer  à  la  courbe  r  : 

X  Y  =  1 . 

La  courbe  G  a  pour  équation  : 

p2  sin  9  =  1. 

La  construire. 


U* 

y.  Y  ' 

J 

C ^>\/ 

r  \ 

xX 


Fig.  287. 


411.  1°.  —  Appliquer  la 
transformation  : 

y=y ,  x=p, 

à  la  droite  T  d’équation  : 

Y  =  p  =  Constante. 

La  droite  est  transformée  en 

elle- même  :  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  points  conju¬ 
gués  A,  a;  B,  b;  ...  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  x  et  X. 

2°.  —  Appliquer  la  transformation  à  la  droite  r  d’équation  : 

X  =  q  =  Constante. 

La  transformée  C  est  évidemment  un  cercle. 

3°.  —  Appliquer  la  transformation  à  la  droite  r  d’équation  ; 

X  =  e(Y  —  a). 

m 

On  obtient  une  portion  de  conique  :  p  =  e(y  —  a). 

Étudier  sa  forme  ;  donner  la  position  de  ses  foyers  et  des  directrices 
correspondantes. 


412.  Atriphthaloïde. 

1°  Appliquer  la  transformation  : 

•  '  Y  =  V, 


a 


X  =  p, 

à  la  cubique  hyperbolique  F  (§  53)  :  X  =  3 - 

On  obtient  immédiatement  l’équation  de  la  courbe  C 

+»,-(3 -f)'-  ; 

Elle  s’appelle  atriphthaloïde. 


x 


L  .  _ 


i-  -  -  .  j  •  • 


(2> 
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2°.  —  Étudier  la  position  de  la  courbe  (1)  par  rapport  à  la  droite 
x  =  y.  En  particulier,  qu’arrive  -t- il  pour  a  =  2? 

Étudier  la  position  des  tangentes  à  la  courbe  (2)  parallèles  à  Ox. 
Construire  les  courbes  (1)  et  (2)  pour  : 

a  —  0,  2,  4,  -8. 

Former  l’équation  donnant  les  tangentes  à  la  courbe  (2)  parallèles 
à  O  y. 

413.  i° .  —  Étudier  le  faisceau  d’hyperboles  : 

•  x 2  —  my1  =  y .  (1) 

Pour  savoir  comment  elles  sont  disposées  près  de  l’origine  des  coer- 
données,  on  posera  : 

y  —  ax-\-  bx 2  -f-  ex 3  -f  ...  ; 

on  calculera  les  coefficients  a,  b,  c,... 

En  particulier,  déterminer  la  courbure  à  l’origine. 

2°.  —  Montrer  que  les  hyperboles  (1)  pour  m  — 1,2,3,...,  peuvent 
être  obtenues  de  proche  en  proche  par  la  transformation  : 

Y  =  y,  X  =  p. 

On  peut  considérer  comme  courbe  initiale  la  parabole  x*  =y  (m  =  0). 
Peut- on  faire  rentrer  dans  la  série  les  ellipses  qui  correspondent  à 

m  =  —  1,  —  2,  ...? 

414.  i°.  —  Montrer  que  les  trois  courbes  : 

y3=x^-}-y*  inverse  du  folium  simple  (§  83),  (1) 

y3  =  x 2,  parabole  semi- cubique  (§  53),  (2) 

y2  =  c c2  —  y2  folium  parabolique  droit  (§  331  ) ,  (3) 

se  déduisent  l’une  de  l’autre  par  la  transformation  : 

Y =y,  X=  p. 

2°.  —  On  commencera  par  construire  le  folium  simple  (§  80)  : 

y3  ==  (, x 2  -f- 1/2)2,  p  =  sin30.  (4) 

Trouver  une  construction  simple  reposant  sur  l’expression  de  la  pro¬ 
jection  d’un  segment  sur  une  droite  faisant  avec  lui  l’angle  complémen¬ 
taire  de  6. 

Prendre  l’inverse  du  folium  simple  par  rayons  vecteurs  réciproques 
(puissance  1)  (§  175).  On  obtient  la  courbe  (1)  : 

p  sin3  0  =  1,  y3  =  x2  -f  y1,  (1) 

Construire  cette  courbe. 

3°.  —  Étudier  les  courbes  : 

y3  =  a  (æ2  —  y2)  -f  bxy ,  (3') 

dont  la  courbe  (3)  est  un  cas  particulier.  Comment  sont  disposées  les 
tangentes  à  l’origine  (§  15)? 
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Transformations  opérant  sur  les  normales,  tangentes, 
sous-normales  sous-tangentes,  en  coordonnées 
cartésiennes  ou  polaires. 


415.  Courbes  ayant  aux  points  correspondants  mêmes  sous- 
tangentes  en  coordonnées  cartésiennes. 


1 °.  —  La  condition  est  (§  2)  : 


dx 


On  donne  la  courbe  y—f(x).  Il  n’est  possible  de  déterminer  le 
faisceau  7j=cp(;),  qu’en  ajoutant  une  relation  supplémentaire. 

2°. — Étudier  le  cas  :  x  =  a\-\-b,  * 

ou  ce  qui  revient  au  même  :  x  =  a\. 

Interpréter  le  résultat  obtenu. 


3°.  —  Étudier  le  cas  : 


Interpréter  cette  condition. 

Appliquer  à  la  parabole  :  y2  =  2px. 

Construire  une  des  courbes  du  faisceau  obtenu  autre  que  la  parabole 
elle-même. 


416.  Courbes  ayant  aux  points  correspondants  mêmes  sous- 
normales  en  coordonnées  cartésiennes. 


i°.  —  La  condition  est  (§  2)  : 


On  donne  la  courbe  y  —  ffx).  Il  n’est  possible  de  déterminer  le  fais¬ 
ceau  Yj  =  cp(Ij),  qu’en  ajoutant  une  relation  supplémentaire. 

2°.  —  Étudier  le  cas  : 


x  =  a\  -j-  b ,  y1  =  ctrf  -f-  c • 
3°.  —  Étudier  le  cas  :  —  =  -5- . 


417.  Courbes  telles  que  les  sous -tangentes  de  l’une  sont 
respectivement  égales  aux  sous -normales  de  l’autre  (coordonnées 
cartésiennes). 

La  condition  est  (§  2)  : 

dy  d\ 
y  dx  ^  d  f\  * 


Écrivons  : 


d\  dr\ 

ydy  r^dx 


=  2a. 


Le  plus  simple  est  de  supposer  a  constant  ;  d’où  : 

l  —  ai/-\-b,  logYj  =  2ax  -f-  c. 


Interpréter  ces  conditions. 

Exercices  de  Math.  gén'*\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrikre. 
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418.  Courbes  en  coordonnées  polaires  ayant  aux  points  cor¬ 
respondants  mêmes  sous -tangentes. 

La  condition  est  (§  23)  :  r2  -^-=  r\  . 

1  1 

Etudier  le  cas  :  6  =  «9. ,  ■  - —  =  — -  4-  b. 

1 7  ar  ri 


419.  Courbes  en  coordonnées  polaires  ayant  aux  points  cor¬ 
respondants  mêmes  sous -normales. 

La  condition  est  (§  23)  :  = 

Étudier  le  cas  :  6  =  a01-f-&,  r  —  ari-\-c. 

Les  spirales  d’Archimède  ayant  l’origine  O  pour  pôle  sont  invariantes. 


420.  Relation  entre  deux  courbes  données  en  coordonnées 
polaires  quand  aux  points  correspondants  l’angle  a  du  rayon 
vecteur  avec  la  courbe  est  le  même. 

i°.  —  Étudier  la  transformation  générale  : 

ri  =  rvl,  01=m8. 

2°.  —  Considérer  en  particulier  la  transformation  : 

ri  =  r2 ,  ô1=28. 

Les  spirales  logarithmiques  ayant  l’origine  O  pour  pôle  sont  inva¬ 
riantes. 

A  une  conique  (r,  6)  de  centre  O  correspond  une  conique  (ri ,  ô4)  de 
foyer  O. 

A  une  droite  (r,  8)  correspond  une  parabole  (r4,  ô4)  dont  Taxe  passe 
par  l’origine.  On  en  déterminera  le  sommet  et  le  foyer. 

A  une  droite  (ri9  6J  correspond  une  hyperbole  équilatère  (r,  6). 

421.  Voici  deux  transformations  historiquement  célèbres,  parce 
qu’elles  permettaient  la  rectification  de  certaines  courbes  et  l’évaluation 
de  certaines  surfaces. 

Soit  donnée  une  courbe  APB  ;  soit  PN  =  n  sa  normale,  PQ  =y 
son  ordonnée. 

1°.  —  On  construit  une  courbe  telle  que  le  point  P'  conjugué  de  P  ait 

/c  1% 

la  même  abscisse  ;  son  ordonnée  est  :  Y  =  — —  , 

y 

où  k  est  une  constante. 

Montrer  que  la  rectification  d'e  la  courbe  P  revient  à  la  quadrature  de 
la  courbe  P'. 

Appliquer  à  la  parabole  y*—2px,  qu’on  prendra  successivement 
pour  courbe  P  et  pour  courbe  P'. 
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2°.  _  On  construit  une  courbe  telle  que  le  point  P'  conjugué  de  P  ait 
la  même  abscisse  ;  son  ordonnée  est  :  Y  =  n. 


Montrer  que  la  quadrature  de  P  fournit  la  grandeur  de  la  surface 
engendrée  par  P'  tournant  autour  de  Oa\ 
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Coordonnées  bi  et  multipolaires. 

422.  Définition. 

i°.  —  Coordonnées  bipolaires;  courbes  planes,  surfaces  de 

RÉVOLUTION. 

Soient  deux  pôles  01?  02,  dans  un  plan.  Soient  rx  et  r2  les  distances 
respectives  d’un  point  A  de  ce  plan  à  ces  pôles.  Le  point  A  est  défini  en 
coordonnées  bipolaires  par  la  relation  : 

f(ri,  ■>',)  =  0.  (1) 

Par  convention,  les  distances  r1  et  r2  sont  toujours  prises  en  valeurs 
absolues.  Si  on  donne  ri  ou  r2,  l’autre  distance  r2  ou  rx  est  connue  par 
l’équation  (1)  :  on  définit  ainsi  généralement  deux  points,  intersections 
des  circonférences  qui  ont  respectivement  Ot  et  0.2  pour  centres,  rx  et  r2 
pour  rayons.  Pour  que  les  points  soient  réels,  il  doit  exister  certaines 
relations  entre  la  condition  (1)  et  la  position  des  pôles. 

Par  exemple,  il  est  clair  que  si  on  a  : 

rx  +  r2  =  2  a , 

et  si  la  distance  des  pôles  est  supérieure  à  2a,  il  n’y  a  aucun  point  réel. 

2°.  —  La  définition  précédente  n’a  pas  grand  intérêt  dans  sa  généralité. 
On  ne  considère  en  coordonnées  bipolaires  (et  aussi  multipolaires)  que 
les  équations  de  la  forme  : 

f(m i ,  rx)  +  f(^h  ,  rs)  =  V  =  Constante.  -  (2) 

Les  pôles  sont  affectés  de  paramètres  m{ ,  m2  ;  à  part  cela,  ils  sont  traités 
fie  même  et  séparément  dans  la  construction  de  la  fonction  considérée. 
L’équation  (2)  définit  un  faisceau  de  courbes  dans  le  plan. 

L’équation  (2)  peut  aussi  bien  être  considérée  comme  définissant  un 
faisceau  de  surfaces  de  révolution  ayant  la  droite  0t02  comme  axe  et 
admettant  comme  méridiennes  les  courbes  précédemment  définies. 

3°.  —  Coordonnées  multipolaires. 
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Nous  limitant  aux  seuls  cas  utiles,  nous  définissons  une  surface  en 
coordonnées  multipolaires  par  l’équation  : 

f(rnt y n)  +  f(nh >*■«)  +  f(m3 >  rù  +  —  =V;  (2) 

miy  ?n2,  ...  sont  des  paramètres  caractéristiques  des  pôles  Ot,  02, 
rif  r2,  ...  sont  les  distances  (en  valeurs  absolues)  du  point  A  aux  pôles 
correspondants. 

L’équation  définit  un  faisceau  de  surfaces. 

Si  tous  les  pôles  sont  dans  un  plan,  la  surface  l’admet  comme  plan  de 
symétrie.  Si  tous  les  pôles  sont  sur  une  droite,  la  surface  est  de  révo¬ 
lution  autour  de  cette  droite. 

Remarque  I.  Même  si  nous  n’avons  à  construire  qu’une  des  courbes 
des  faisceaux  (1)  ou  (2),  autrement  dit,  même  si  l’on  impose  la  valeur  de 
la  constante  V,  il  nous  est  toujours  loisible  d’envisager  le  faisceau  entier, 
de  considérer  V  comme  susceptible  de  variation. 

Remarque  If.  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  toujours  les  pôles 
coplanaires  (dans  un  même  plan);  nous  construirons  seulement  les 
courbes  de  ce  plan. 

423.  Construction  de  la  normale  en  coordonnées  bipolaires 
et  multipolaires  (voir  §  49). 

i°.  —  Soit  l’équation  : 

f(mi ,  r4)  +  f(™>2  >  r2)  =  (O 

V  a  généralement  une  valeur  particulière  ;  on  demande  de  construire 
”une  des  courbes  du  faisceau.  Mais,  suivant  ce  qui  vient  d’être  dit,  nous 


pouvons  toujours  envisager  le  faisceau  entier. 

Les  quantités  et  sont  invariables  par  nature. 
Calculons  les  quantités  : 


=  —  finit  9  r4), 


bV 

ôr. 


*  y 
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Montrer  que  la  normale  à  la  courbe  (1)  au  point  A  est  obtenue  par  la 
composition  des  vecteurs  Fl  et  F2.  Ils  ont  A  comme  point  d’application; 
sont  couchés  sur  les  droites  OtA,  02A,  dans  le  même  sens  s’ils  ont  le 
même  signe  (fig.  289),  en  sens  contraires  si  leurs  signes  sont  différents 
(fig.  290). 


Fig.  280. 

2°.  —  Appliquer  à  l’ellipse  :  rt  -j-  r2  =  2 ci  — N; 

à  l’hyperbole  :  rt  —  r2  =  2a  =  V  ; 

au  cercle  :  rt  :  r2  =  k;  (§  424) 

à  l’ovale  de  Cassini  :  rxr2  =  /e2.  (§  430) 

On  peut  écrire  ces  deux  dernières  équations  : 

log  r1  —  log  r2  =  V, 
log  ri  +  log  rs  =  Y. 

Dans  le  cas  de  l’ovale  de  Cassini,  on  montrera  que  la  normale  en  A 
est  la  droite  transformée  isogonale  (§  100)  de  la  médiane  du  triangle 
OjA02,  médiane  issue  de  A. 

Les  paramètres  ml  et  m2  sont  égaux  dans  le  premier  cas ,  égaux  et  de 
signes  contraires  dans  le  second. 

Montrer  que  les  coniques  homofocales  sont  orthogonales  (M.  G.,  §240). 

3°.  —  Généraliser  pour  le  cas  où  l’un  des  pôles  est  à  l’infini. 

Appliquer  à  la  parabole. 

4°.  —  Montrer  que  les  courbes  doivent  couper  normalement  la 
droite  sauf  dans  le  cas  où  le  point  d’intersection  est  double. 

La  condition  d’existence  d’un  point  double  est  : 

+  F2  =0. 

Pour  déterminer  la  direction  des  tangentes  au  point  double  D,  le  plus 
simple  est  de  revenir  aux  coordonnées  cartésiennes.  On  prendra  OtOâ 
comme  axe  des  x,  le  point  D  comme  origine  des  coordonnées. 
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Soit  a  =  DO .  Montrer  qu’on  a  : 


Il  sera  généralement  facile  au  moyen  de  ces  formules  de  trouver  le 
couple  de  tangentes  sous  la  forme  : 


Aæ2  —  B»/*  =  0, 


Nous  donnerons  plus  loin  des  exemples. 
5°.  —  Coordonnées  multipolaires. 


Soit  l’équation  : 

f{m i  >»’,)  +  f{m-2 ,  n)  +  ,  ’O  +  •  •  •  =  V. 

Calculons  les  quantités  : 

F  —NL  F 

r‘—  ôî-,  ’  ôr,  ’  "• 

La  normale  est  obtenue  en  composant  les  vecteurs  Ft,  F2,  ...  On  leur 
donne  Je  point  A  considéré  comme  point  d’application.  On  les  dispose 
sur  les  droites  0^4,  0,2A,...  comme  il  est  dit  plus  haut. 


424.  Cercles. 

i°.  —  Sur  une  droite,  on  donne  deux  points  01?  02. 


O.A  O.B 
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Il  est  entendu  que  les  distances  sont  prises  en  valeurs  absolues. 

Soit  C  le  milieu  des  points  A  et  B  déterminés  par  la  relation  (1). 

Montrer  qu’on  a  :  C01 .  C02  =  ÜÂ2  =  CB2.  (2) 

2°.  —  Ceci  posé  chercher  le  lieu  des  points  D  tels  que  le  rapport  rt  :  rt 
soit  constant. 

On  a  :  -O-  =  Constante,  logrt —  logr2=  V. 

^  2 

Discuter  le  problème.  Construire  la  normale  au  point  D. 

On  trouve  une  circonférence.  La  relation  (2)  montre  que  02  cet  sur  la 
polaire  de  O,  et  réciproquement. 


3°.  —  Par  02,  on  mène  une  corde  quelconque  MN  ;  on  joint  les 
points  M,  N,  au  point  O,.  Montrer  que  0,02  est  bissectrice  de  l’angle 
MO,N ;  autrement  dit,  les  arcs  AM,  AP,  sont  égaux.  Montrer  que  les 
angles  M0,02,  CM0.2,  sont  égaux. 

4°.  —  Soient  une  courbe  C  et  deux  points  O,  et  0.2  de  son  plan. 

Trouver  sur  C  les  points  M  tels  que  MO,  :  M0.2  ait  une  valeur  donnée. 

Sur  la  courbe  y  =  cos  x,  trouver  un  point  tel  qu’on  ait  MO,  !  M02  =  2; 
les  pôles  O,  et  02  sont  pris  sur  Ox  et  ont.  \  our  abscisses  dz?:  :  2.  Faire 
la  construction  pour  avoir  une  solution  approchée,  en  obtenir  une  plus 
précise  par  le  calcul. 

425.  1°.  —  On  donne  n  points  fixes  A,,  A2,...  affectés  de  para¬ 
mètres  m, ,  m2,... 

Déterminer  le  lieu  des  points  P  tels  que  : 

mxr\  -f  m2r|  +  . . .  =  Constante  =  C2. 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  A,,  A2,... 
respectivement  multipliés  par  les  paramètres  mn  m2,...  est  constante. 

Le  lieu  cherché  est  évidemment  un  cercle. 

Quel  est  le  minimum  de  C2? 
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Comment  se  modifie  le  cercle  quand  C2  varie? 

Interpréter  le  résultat  au  moyen  de  la  théorie  des  centres  de  gravité 
(§113). 

Dans  quel  cas  le  lieu  dégénère- 1- il  en  droite? 

Appliquer  au  cas  de  deux  points  affectés  de  paramètres  égaux. 

Dans  le  cas  général  construire  la  normale  au  cercle. 

Remarque.  On  retrouve  ce  théorème  sous  une  autre  forme  dans  la 
Théorie  des  Erreurs  et  des  moindres  carrés  (M.  G.,  §  263,  et  présent 
volume,  §  617). 

2°.  —  Trouver  parmi  les  droites  parallèles  à  une  direction  donnée, 
celle  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  points  donnés  est 
minimum. 

Généraliser  en  introduisant  les  paramètres  mn 

426.  Ovales  de  Descartes. 

Construire  les  courbes  d’équation  bipolaire  : 

rl  +  ar2  —  V. 

On  supposera  a  >  0  ;  on  vérifiera  immédiatement  que  sans  diminuer 
la  généralité  du  problème  on  peut  poser  a>  1. 


Fig.  293.  —  Ovales  de  Descartes  ri  -f  2r2  =  V. 


On  appellera  a  la  distance  0t02  des  pôles.  Enfin  on  n’oubliera  pas  que 
les  quantités  rx  et  r2  sont  essentiellement  positives. 

Les  pôles  étant  donnés,  entre  quelles  limites  V  peut-il  varier? 
Montrer  que  les  courbes  sont  fermées  et  ne  peuvent  rencontrer  la 
droite  O^  qu’en  deux  points. 

Construire  le  faisceau  pour  une  valeur  donnée  de  a. 

Considérer  le  cas  a  =  l. 
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427.  Application  des  ovales  de  Descartes  en  optique. 

i°.  —  Soient  deux  milieux  1  et  2  contigus,  caractérisés  par  les  para¬ 
mètres  ( indices )  nl  et  n2,  et  séparés  par  une  surface.  On  veut  que  les- 
rayons  émis  par  le  point  O,  du  premier  passent  tous  après  réfraction  par 
le  point  02  du  second.  Les  rayons  sont  rectilignes  dans  chaque  milieu 
appelons  r{  et  r2  les  longueurs  des  trajectoires  correspondantes. 

Le  principe  de  Fermât  nous  apprend  que  le  chemin  optique  ( somme  des 
produits  des  chemins  géométriques  par  l'indice  correspondant )  est  le 
même  pour  toutes  les  trajectoires.  Autrement  dit,  on  a  :  (1)> 

Snr  =  np\  4-  np\2  =  <1>  =  Constante. 


La  constante  4>  est  déterminée  si  nous  donnons  sur  la  droite  le 
point  0  où  le  milieu  change;  posons  :  Ofî=pi,  Ô02  =p2.  Il  est 
clair  que  la  surface  de  séparation  est  de  révolution  autour  de  Ofî^  ;  la 
droite  0j002  est  donc  une  trajectoire  possible,  et  Ton  a  : 

=  nipi  +  n2p2.  (2> 

2°.  —  Au  voisinage  de  l’axe  de  révolution,  on  peut  assimiler  la  surface 
de  séparation  à  une  sphère.  Le  problème  élémentaire  est  d’en  déterminer- 
le  rayon  R.  On  prendra  les  axes  de  coordonnées  0#,  0 y. 

Par  un  calcul  d’approximation  facile ,  on  trouvera  : 


1  —  1 

R  n2  —  n 


qui  est  la  formule  élémentaire  des  dioptres. 

Ne  pas  oublier  que  toutes  les  longueurs  sont  prises  en  valeurs  absolues. 
Montrer  sans  calcul  que  si  n2  >  ni9  la  courbure  est  bien  dans  le  sens 
représenté  par  la  figure  294. 

3°.  —  Appliquer  la  construction  générale  des  normales. 

En  déduire  la  loi  fondamentale  de  Descartes  : 
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On  comprend  maintenant  comment  Descartes  a  été  conduit  à  ses  ovales. 
Il  a  même  cherché  à  réaliser  une  machine  pour  tailler  des  verres  limités 
par  ces  surfaces.  Chacune  d’elles  est  parfaitement  s tigmalique  pour  un 
point  Ot  par  rapport  à  un  autre  point  02;  c’est  dire  que  tous  les  rayons 
émis  par  Oj  vont  passer  par  02,  qu’à  un  point  Ot  de  l’espace  objet  est 
conjugué  un  point  02  de  l’espace  image. 

Si  le  point  Ot  est  à  l’infini,  montrer  que  l’ovale  dégénère  en  un  para- 
boloïde  de  révolution. 

4°.  —  Angle  limite. 

Nous  avons  par  hypothèse  nl  <  n2.  Nous  venons  de  voir  qu’en  passant 
d’un  milieu  moins  réfringent  dans  un  milieu  plus  réfringent  (n2>nt), 
le  rayon  se  rapproche  de  la  normale  à  la  surface  de  séparation  au  point 
de  réfringence. 

Faisons  :  2.  L’angle  [32  prend  sa  valeur  maxima  (dite  limite) 

qui  satisfait  à  l’équation  : 

sinL2  =  n1:n2.  (4) 

Que  résulte -t- il  de  l’équation  (4)  pour  les  tangentes  menées  du 
point  Oj  (fig.  293)  aux  courbes  du  faisceau? 

428.  Ovales  de  Descartes. 

Construire  les  courbes  d’équation  bipolaire  : 

—  +  «r2  =  V.  (1) 

On  peut  encore  supposer  a  ^  1 ,  le  signe  de  V  restant  arbitraire. 

Montrer  que  pour  toutes  les  valeurs  de  a>l,  les  courbes  du  fais¬ 
ceau  (1)  ne  peuvent  pas  avoir  de  points  à  l’infini.  Ce  sont  donc  encore 
des  ovales,  comme  dans  le  premier  cas. 

Le  cas  a  — 1  est  exceptionnel.  On  retrouve  le  faisceau  d’hyperboles 
déjà  rencontré  (§  423). 

429.  Équation  cartésienne  des  ovales.  Cas  particuliers  : 
limaçons  de  Pascal. 

i°.  —  Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  040a,  pour  origine  le 
pôle  04  ;  soit  040a  =  a. 

L’équation  à  rendre  entière  est  : 

±  yjx-  -\-y2  ±:  a  \/(cc  —  a)2  -f-  y-  =  Y.  (1) 

On  trouve  par  un  calcul  long  mais  sans  difficulté  : 

[(1  —  a2)  (æ2  +  i/)  +  2aa2x  +  V2  —  a2a2]'2  =  4  V2  (oc2  +  if).  (2) 

2°.  —  Dans  le  cas  où  V  =  ±a«,  on  retombe  sur  les  limaçons  de 
Pascal.  Considérons  ces  courbes  comme  des  conchoïdes  de  cercles  pour 

un  point  Ot  pris  sur  le  cercle  lui-même.  Soient  Pvle  rayon  du  cercle,  h  la 
longueur  ajoutée  ou  retranchée.  On  a  pour  équation  polaire  : 

p  =  2R  cos  0  zb  h , 
et  pour  équation  cartésienne  : 

(æ2  -f  t/ 2  —  2Ræ)2  =  /i2(æ2  -f-  y2). 


(3> 
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L’identification  des  équations  (2)  et  (3)  donne  : 

_  4R2  —  h2  _  2R 

“  —  4R  •  >  *  —  h  • 


Les  pôles  et  0.2  sont  donc  le  point  Oj  et  un  point  02  situé  à  une 
distance  a  de  Ot  que  l’équation  (4)  nous  permet  de  calculer. 

Remarquons  que  l’équation  prend  la  forme  : 


v 

dt  r1  ±  a  )\  —  a  a,  zh  dz  r2  =  a. 


3°.  —  Le  lecteur  vérifiera  sur  une  figure  convenable  les  propositions 
précédentes.  La  figure  295  lui  montre  la  manière  d’opérer. 

Elle  est  construite  pour  : 

R  =  Ji  =  l,  a  =  0,75,  a  =  2. 

L’équation  à  vérifier  est  donc  ici  : 

^  +  2^  =  1,5,  ÜJP  +  2CËP=  O^B.  (5) 

4°.  —  Une  partie  seulement  du  limaçon  correspond  à  l’équation  (5). 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déterminer  l’équation  de  l’autre  partie. 
C’est  un  phénomène  très  intéressant  que  le  résultat,  sur  la  définition  des 
courbes,  de  l’hypothèse  qu’on  prend  les  valeurs  absolues  de  la  variable. 
Nous  avons  trouvé  les  mêmes  considérations  à  propos  des  conchoïdes  et 
cissoïdes,  à  propos  de  la  définition  des  limaçons  eux-mêmes. 

430.  Ovales  de  Cassini. 

i°.  —  Lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  et  02  soit  constant. 

Soit  2 a  la  distance  . 

On  trouve  immédiatement  pour  équation  des  ovales  : 

—  ii1 ,  ( a 2  -f-  x2  -f- 1/2)'2  —  4 «2æ*  =  /i4. 

Pour  que  l’origine  appartienne  à  une  courbe  du  faisceau,  il  faut  évi¬ 
demment  poser  :  k?  =  a2.  L’équation  devient  : 

(x2  -j-  y2)2  =  2a2  (x2  —  y2). 
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C’est  la  Iemniscate  de  Bernoulli  (§  274,  et  Cours  de  M.  G.,  §  399). 
2°.  —  Construire  quelques  ovales. 


Déterminer  leurs  normales  par  la  méthode  du  §  423. 

Mettre  les  équations  cartésiennes  sous  la  forme  polaire. 

431.  Courbes  orthogonales  des  ovales  de  Cassini. 

i°.  —  Soit  le  faisceau  d’hyperboles  : 


Fig.  297. 

Montrer  qu’elles  sont  équilatères,  quelle  que  soit  la  valeur  du  para¬ 
mètre  X. 
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2°.  —  Déterminer  le  lieu  de  leurs  sommets  quand  X  varie.  Pour  cela 
remarquer  que  la  distance  du  sommet  à  l’origine  est  minima  et  passer 
aux  coordonnées  polaires. 

On  trouve  la  lemniscate  de  Bernoulli  : 

(x2  +  y2)2  =  æ2  — ?/, 

dont  on  déterminera  les  pôles. 

3°.  —  Calculer  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  d’hyperboles. 

On  trouve  les  ovales  de  Cassini  : 

(æ2  +  y2y  +  2  (if  —  x2)  =  Constante. 

On  déterminera  leurs  pôles. 

4°.  —  Refaire  ce  même  calcul  en  coordonnées  polaires,  en  utilisant 
les  formules  du  §  245. 

432.  1°.  —  Étudier  les  courbes  définies  par  l’équation  : 

\Jr\  —  a?  —  \Jrl  —  a\  =  et.  (1) 

Interpréter  la  condition  précédente. 

Montrer  que  pour  certaines  valeurs  de  a,  les  courbes  sont  les  tan¬ 


gentes  intérieures  et  extérieures  à  deux  cercles  de  rayons  at  et  a2,  et  de 
centres  0{  et  0.2.  Calculer  les  valeurs  correspondantes  de  a. 

r 

A  quoi  correspond  le  double  signe  ?  Etudier  d’abord  la  question  sur  les 
tangentes  dont  il  vient  d’être  parlé. 

2°.  —  Construire  point  par  point  quelques-unes  des  courbes.  On  utili¬ 
sera  le  compas. 

Comment  l’axe  radical  des  deux  cercles  intervient-il  dans  le  pro¬ 
blème? 
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433.  i°.  —  On  prend  pour  pôles  04,  02,  03,  les  sommets  d’un 
triangle  équilatéral. 

Montrer  que  la  courbe  définie  par  les  équations  : 

r3  =  ri  +  r‘n  ri  =  r2  +  r3>  '>'çt=rs  +  ri>  (1) 

'est  formée  par  trois  arcs  du 
-cercle  circonscrit. 

Établir  la  proposition  par 
îe  calcul  ;  la  démontrer 
géométriquement  par  appli¬ 
cation  de  la  formule  relative 
au  quadrilatère  inscriptible 
<§  ii7>: 

2°.  —  On  peut  mettre  la 
première  équation  (1)  sous 
la  forme  : 

ri  +^2  —  r3  =  v,  (2) 
et  obtenir  un  faisceau  de 
courbes.  Montrer  que  la 
règle  de  construction  de  la 
normale  est  en  défaut  pré¬ 
cisément  pour  la  courbe 

V==0. 

3°.  —  Est- il  possible  de  donner  à  Y  des  valeurs  négatives  ? 

Par  le  résultat  de  la  discussion  des  valeurs  possibles  de  V,  montrer 
•que  les  équations  (1)  impliquent  simultanément  que  le  point  est  dans  le 
plan  du  triangle  O^Og,  et  qu’il  est  sur  le  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle. 

4°.  —  Construire  la  courbe  telle  qu’on  ait  : 

ri  +  ri  —  r3  =  R  :  2,  r2  -fr3  —  rt  =  R  :  2,... 

où  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

On  opérera  par  tâtonnements  ;  on  s’efforcera  de  diriger  convenable¬ 
ment  ces  opérations. 

Coordonnées  bi  et  multi- angulaires. 

434.  Définitions. 

1°.  —  Un  point  M  du  plan  est  défini  par  les  angles  01?  02,  que  les 
•droites  qui  le  joignent  à  deux  pôles  fixes  Ot  et  02  font  avec  la  droite  de 
référence  0^.  Une  courbe  du  plan  est  représentée  par  une  relation  : 

f(9 1 ,  <>2)  =  0. 

On  peut  conventionnellement  compter  les  angles  04  et  02  'positivement 
à  partir  de  la  même  droite  dans  le  même  sensy  ou  les  compter  positive- 


Fig.  299. 

S. 
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ment  en  sens  inverses.  Pour  passer  de  l’une  des  conventions  à  l’autre, 
on  posera  : 


oi  +et  =  *. 

2°.  —  Construction 

DE  LA  NORMALE. 

Considérons  la  cou  rbe 
f( 0,,  02)  =  O,  comme 
faisant  partie  du  fais¬ 
ceau  : 

fl04,  e2)  =  v. 

Par  application  de  la 
règle  générale  du  §  51 , 
montrer  qu’on  obtient 
la  normale  en  compo¬ 
sant  les  vecteurs  : 


ÔV 


5  Y  1 

ÔÔ2  r2  ’ 


passant  par  M  et  placés  sur  des  normales  aux  rayons  vecteurs  corres¬ 
pondants. 


435.  i°.  —  Construire  le  faisceau  de  courbes  défini  par  l’équa¬ 
tion  : 


02  —  0,  =  Constante. 


C’est  un  faisceau  de  cercles  passant  par  O!  et  par  02. 

2°.  —  Construire  le  faisceau  de  courbes  défini  par  l’équatipn  : 

q2  -}-  ô4  =  Constante. 

C’est  un  faisceau  d’hyperboles. 

3°.  —  Chercher  les  lieux  des  points  tels  qu’on  ait  : 

63  =  20,,  63  =  30,. 


4°.  —  Chercher  les  lieux  des  points  tels  qu’on  ait  : 

71 -  02  =  20,,  7ü - 02  =  36,. 


436.  Ellipse  rapportée  à  ses  foyers. 

i°.  —  On  commencera  par  démontrer  qu’il  existe,  entre  V anomalie 
excentrique  u  (M.  G.,  §  109)  et  les  angles  0  et  0'  qui  représentent  les 
anomalies  vraies  à  partir  des  foyers,  les  relations  : 


2°.  —  L’équation  de  l’ellipse  en  coordonnées  bipolaires  avec  les  foyers 
pour  pôles  est  : 


1  —  1  .+  £.  ter  — 

2  ~~  1 _ e  &  2 
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Montrer  qu’on  pourrait  aussi  bien  la  mettre  sous  la  forme  : 


3°.  —  Appliquer  la  méthode  générale  de  construction  des  normales 
<§  423).  On  considère  le  faisceau  : 

logtg^-  —  logtg-|-  =  V. 

Potentiels  Newtonien  et  Logarithmique. 


437.  Définitions. 

En  Astronomie,  en  Électricité  et  Magnétisme,  on  rencontre  sous  les 
nom  de  potentiels  des  fonctions  Y  définies  en  coordonnées  multipo¬ 
laires  par  les  équations  : 


\ 


V  =  Em,  log  ri9 


potentiel  newtonien  ; 
potentiel  logarithmique. 


Le  potentiel  newtonien  est  défini  pour  un  espace  à  trois  dimen¬ 
sions;  les  pôles  peuvent  être  disposés  n’importe  comment  dans  l’es¬ 
pace.  Le  potentiel  logarithmique  suppose  les  pôles  dans  un  plan.  Il 
convient  à  un  phénomène  à  trois  dimensions  cylindrique,  c’est-à-dire 
identique  dans  tous  les  plans  parallèles  à  un  certain  plan  ;  d’où  le 
nom  de  potentiel  cylindrique  qu’on  lui  donne  quelquefois. 

On  appelle  surface  équiyotenticlle  la  surface  telle  que  V  soit  constant. 
Les  surfaces  équipotentielles  forment  un  faisceau.  Deux  surfaces  qui 
correspondent  à  des  potentiels  différents,  ne  peuvent  naturellement  pas 
se  couper. 
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Dans  ce  qui  suit,  nous  placerons  les  pôles  du  potentiel  newtonien 
dans  un  même  plan;  nous  étudierons  donc  sous  le  nom  de  lignes  équi- 
polentielles  l’intersection  des  surfaces  équipotentielles  par  ce  plan  qui 
est  évidemment  de  symétrie. 

Les  surfaces  équipotentielles  logarithmiques  sont  des  cylindres;  nous 
en  étudierons  des  sections  droites. 

La  construction  de  la  normale  a  été  étudiée  au  §423.  Les  lignes  ortho- 
gonales  aux  surfaces  équipotentielles  s’appellent  lignes  de  force. 


438.  Courbes  équipotentielles  :  deux  masses  de  même  signe*. 


r 

1°.  —  Etudier  le  faisceau  : 


m 


ma 


iVu  voisinage  des  pôles,  V est  très  grandj  la  courbe  équipotentielle  se* 
compose  de  deux  cercles  admettant  O*  et  02  comme  centres. 


Au  loin,  la  courbe  tend  vers  un  cercle;  elle  correspond  à  un  poten¬ 
tiel  qui  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  son  rayon  augmente. 

Déterminer  la  courbe  qui  possède  un  point  double  (§  419,  Remarque  II). 
Tangentes  au  point  double. 

Construire  le  faisceau  pour  mi=  4,  m2  =  l. 

La  figure  suppose  m1  =  m2  =  l.  Vérifier  que  les  coefficients  angu¬ 
laires  des  tangentes  au  point  double  sont  alors  zh 

2°.  —  Appliquer  la  règle  générale  de  construction  des  normales 
(§  423).  Montrer  que  le  potentiel  newtonien  correspond  à  des.  forces 
centrales,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  point  agissant 
(§48).  -,  •  'J 

3°.  —  Déterminer  l’allure  générale  du  faisceau  orthogonal.  Les  lignes 
émanent  de  l’un  ou  l’autre  pôles  et  aboutissent  à  l’infini  ;  aucune  ligne 
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ne  va  d’an  pôle  à  l’autre.  Les  lignes  de  force  forment  donc  deux  sys¬ 
tèmes  distincts,  séparés  par  la  ligne  de  force  qui  passe  par  le  point 
double  O  de  la  surface  équipo’tentielle  à  point  double. 


439.  Courbes  équipotentielles  :  deux  masses  de  signes  con¬ 
traires. 


1°.  —  Étudier  le  faisceau  : 


On  peut  toujours  supposer 
m.2  <  mim  Nous  posons  : 

CfO,  =  a . 

Tout  près  de  Cf,  les 
lignes  équipotentielles  sont 
quasiment  des  cercles;  le 
potentiel  décroît  à  partir  de 
-foc.  Tout  près  de  02,  les 
lignes  équipotentielles  sont  h_ 
quasiment  des  cercles;  le 
potentiel  croît  à  partir 
de — oc. 

La  ligne  de  potentiel 
zéro  est  rigoureusement  un 
cercle  (§  424).  On  trouvera 
aisément  pour  son  rayon 
R  et  pour  les  distances  de  • 
son  centre  G  aux  points  Cf 
et  Cf  : 


7zi\=  9,  mz=-\ 


amxmt 


R  = 


■>  2  J 

—  mt 


CfC 


ami 


rrï[ 


2  3 

m2 


o,c  = 


am2 

m\  —  m\ 

i 


D’où  :  CfC.  CfC  =  R2.  Les  points  Cf  et  02  sont  inverses  par  rap¬ 

port  au  cercle,  le  module  d’inversion  étant  R2. 

Déterminer  la  courbe  qui  possède  un  point  double  D  et  les  tangentes 
en  ce  point.  Elle  correspond  à  un  potentiel  positif. 

Enfin  très  loin  le  potentiel  positif  tend  vers  zéro  ;  les  lignes  équipo¬ 
tentielles  sont  encore  quasiment  des  cercles. 

Construire  le  faisceau  pour 


*  mi  =  9,  m%  =  1  ; 
mt  =  1,  m2  =  1. 

2°.  —  Déterminer  l’allure  du  faisceau  orthogonal.  Une  partie  des 
lignes  (dites  de  force)  qui  émanent  du  point  Cf,  aboutit  en  02;  l’autre 
partie  se  perd  à  l’infini.  Les  deux  systèmes  sont  séparés  par  une  ligne 
qui  passe  par  le  point  double;  elle  part  de  Cf  pour  y  revenir. 
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440.  Machine  à  calculer  le  potentiel  des  aires  planes  recou¬ 
vertes  d’une  couche  uniforme. 

*  C  **  dS 

1°.  —  Le  potentiel  au  point  P  a  pour  définition  j  I  — ;  r  est 
la  distance  de  l’élément  dS  au  point  P. 

Montrer  que  le  potentiel  d’un 
élément  de  surface  PAB  au  point 
P  est  : 

rd9  =  sin  a  .  ds. 

2°.  —  L’instrument  proposé  par 
Amsler  est  représenté  figure  305. 

Une  gaine  est  supportée  par  un 
manche  M  dont  la  pointe  s’ap¬ 
puie  au  point  invariable  P. 

Dans  cette  gaine  coulisse  sans 
tourner  une  tige  T  qui  porte  une 
roulette  R  et  une  pointe  mousse  A. 
Appelons  o  la  distance  invariable 
entre  le  plan  médian  de  la  roulette  et  la  pointe  A. 

Admettons  le  fonctionnement  de  la  roulette  expliqué  au  §  167  du 
Cours  de  M.  G. 


Fig.  304. 


Montrer  que  la  rotation  de  la  roulette,  quand  A  décrit  une  courbe 
fermée,  mesure  l’intégrale  : 


J*  sin  a  .  ds  ^1  —  |-)=  J  rdQ  —  2^8. 


441.  Courbes  équipotentieiles  logarithmiques. 

i°.  —  Les  courbes  équipotentieiles  logarithmiques  sont  définies  par 
l’équation  multipolaire  : 

mt  log  rl  +  m.2  log  r2  -f ...  ==  V.  (1) . 

Montrer  que  leurs  trajectoires  orthogonales  sont  définies  par  l’équa¬ 
tion  multiangulaire  de  mêmes  pôles  : 

ml  6t  «f  92  -f  ...  =  0. 


(2) 
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Cela  revient  à  prouver  que  la  normale  à  la  courbe  (1)  est  la  tangente 
à  la  courbe  (2)  pour  le  point  d’intersection  des  courbes  considérées. 

On  peut  aussi  remarquer  que  : 

V  -f-  iQ  =  log  [(z  —  a1)m1  x(z  —  a^)m.2  x  ...], 

zi>  aiy  <x2,...  étant  les  nombres  complexes  respectivement  définis  par 
rapport  au  point  courant  et  aux  pôles  01?  02,...  (§  230). 


P 


Prouver  que  le  potentiel  cylindrique  convient  à  des  forces  centrales 
en  raison  inverse  de  la  distance  au  point  agissant  (§  48). 

2°.  —  Cas  de  deux  paramètres  égaux  et  de  signes  contraires. 

On  peut  poser  :  log  rx  —  log  =  Y,  (3) 

Les  lignes  équipotentielles  sont  des  cercles  (§424). 

Les  lignes  orthogonales  sont  définies  par  la  relation  : 

64  — 0,  =  ©.  (4) 

Ce  sont  également  des  cercles  (M.  G.,  §  90,  et  présent  volume,  §  435). 
3 °.  —  Cas  de  deux  paramètres  égaux  et  de  même  signe. 

On  peut  poser  :  logrt  -+-  logr2  =  Y,  rxi\~Y. 

Les  courbes  sont  des  ovales  de  Cassini( M.  G.,  §399,  et  présent  volume, 
§  430). 

Les  lignes  orthogonales  sont  définies  par  la  relation  : 

+  û2  =  0. 

Ce  sont  des  hyperboles  (§  435). 


442.  Au  moyen  de  l’opérateur  : 


Ç  =  log 


(1  -f  x)  -f  iy 
(1  —  x)  —  iy  9 


transformons  les  droites  du  plan  Ç  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

On  retrouvera  précisément  les  deux  systèmes  de  cercles  orthogonaux 
dont  il  est  parlé  au  2°  du  paragraphe  précédent. 
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443.  Moyennes  distances  géométriques.  Définitions.  Cas  du 

rectangle. 

7°.  —  Soient  deux  aires  planes  S  et  St  dans  un  plan.  Découpons-les 

g  en  éléments  dS,  c?S';  soit  r  la  dis¬ 

tance  de  deux  éléments.  On  appelle 
moyenne  distance  géométrique  A  de 
ces  deux  aires,  une  quantité  définie 
par  la  relation 

log  A  .  SS'  =  fjiog  r  .  dS  dS. 

L’intégrale  double  (elle  est  qua¬ 
druple  en  réalité)  signifie  qu’il  fa'ut 
prendre  tous  les  éléments  deux  à  deux,  et  additionner  leur  produit 
entre  eux  et  par  le  logarithme  de  leur  distance.  Si  l’une  des  aires  se 
réduit  à  un  élément  (point),  la  moyenne  distance  du  point  et  de  faire  S 
a  pour  définition  : 

dS. 


S .  log  A 


= Jj  log  r . 


2°.  —  Soient  deux  surfaces  S,  S',  dont  on  a  calculé  les  moyennes 

distances  A,  A',  par  rapport  à  la 
surface  Sr  On  demande  la  moyenne 
distance  A,  de  l’ensemble  des  sur¬ 
faces  S  et  S'  par  rapport  à  Sr 
Montrer  qu’on  a  : 

(S  +  S')  log  A1  =  S  log  A  -f  S' log  A'. 

3°.  —  On  demande  la  movenne 
distance  d’un  point  par  rapport 
à  une  droite.  On  assimilera  le 
point  à  une  aire  très  petite  et  la 
droite  à  une  bande  mince. 

On  se  trouve  ramené  à  l'inté¬ 
grale  suivante  qu’on  vérifiera  : 


O 


Fig.  308. 


x2  -j-  y2  .  dy  =  y  ^log  \/af  -f -y2  —  1^  +  x  arc  tg 


V_ 

x 


oô 

a 


a 

x 


4°.  —  On  demande  la  moyenne  distance  du  point  P  et  de  faire  du 
rectangle  O  ABC  (fig.  308).  , 

Pour  arriver  au  résultat,  on  commencera  par  dériver  l’expression  : 


x 


a 


2ax  log  \!x-  -j-  a1  +  a 2  arc  tg - f  x2  arc  tg  -- . 

Ct  JL/ 


444.  Action  d’une  couche  circulaire. 

i°.  —  On  donne  une  couche  circulaire  de  rayon  R  dont  tous  les  points 
exercent  des  forces  centrales  en  raison  inverse  de  la  distance  (en  pra- 
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|  ' 

tique,  cette  hypothèse  convient  à  Faction  d’un  cylindre  indéfini  unifor¬ 
mément  électrisé  sur  un  point  électrisé,  à  Faction  d’un  courant  passant 
uniformément  dans  un  cylindre  de  paroi  mince  indéfini,  sur  un  courant 
rectiligne  parallèle  indéfini).  L’action  de%Félément  ds  est  :  ds  :  r. 

Montrer  que  Faction  sur  un  point  intérieur  A  est  nulle.  On  décom¬ 
pose  le  cercle  en  éléments;  on  voit  immédiatement  qu’on  les  peut 
grouper  deux  par  deux  de  manière  que  Faction  résultante  de  chaque 
groupe  soit  nulle  au  point  A. 

Montrer  que  Faction 
sur  un  point  extérieur  A' 
est  la  même  que  si  toute 
la  masse  agissante  était 
concentrée  au  centre  ; 
elle  est  donc  2~R  :  a, 
où  a  est  la  distance  CA'. 

Pour  démontrer  le 
théorème,  on  fait  cor¬ 
respondre  au  point  A'  le 
point  A  tel  que 

Fier.  309. 

CA  .  CA'  =  R2 

(  V 

(voir  §  424).  On  prouve  alors  que  le  groupe  d’éléments  dont  Faction 
est  nulle  sur  le  point  A,  exerce  sur  A'  une  action  dirigée  suivant  A'G 
■et  dont  la  grandeur  est  2Rdco  :  a  ;  du  est  l’angle  sous  lequel  on  voit 
de  A  Fun  ou  l’autre  élément. 

R  suffit  alors  d’intégrer,  ce  qui  est  immédiat. 

2°.  —  Il  résulte  de  là  que  le  potentiel  :  J  ds  .  Iogr,  dû  à  l’agent  dis¬ 
posé  sur  le  cercle,  est  le  même  pour  tout  point  à  l’intérieur  du  cercle. 
Il  a  évidemment  pour  valeur  :  2~R  log  R. 

Pour  un  point  extérieur  au  cercle,  le  potentiel  est  : 

r 

/  ds  log  r  =  2-R  .  log  a. 

Si  on  tient  compte  de  l’épaisseur  dR  du  cercle,  on  peut  écrire  : 

-A. 

2rcRdR  .  log  R,  2-R. .  dR  .  log  a. 

445.  Moyennes  distances  géométriques.  Cercles. 

i°.  —  S’appuyant  sur  les  résultats  précédents,  calculer  la  moyenne 
distance  géométrique  d’un  point  et  d’une  couronne.  Le  point  est  situé 
à  l’intérieur  de  la  couronne  dont  les  rayons  sont  R0  et  RA. 

On  a  par  définition  : 

t:  (Ri  —  Ro)logA=r  2-rlogr.dr. 


I 


/ 
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Calculer  l’intégrale.  On  trouve  : 


_  Ri  log  Ri  —  Rp  log  Rp 

p  2  p  2 

iii  —  n0 


1 

2 


Qu’arrive-t-il  si  le  point  est  extérieur  à  la  couronne? 

2°.  —  Soit  une  figure  S  tout  entière  en  dehors  d’une  couronne  C. 
Montrer  que  la  moyenne  distance  des  deux  figures  est  la  moyenne  dis¬ 
tance  du  centre  de  la  couronne  C  et  de  la  figure  S. 

Corollaire.  La  moyenne  distance  de  deux  couronnes,  par  suite  de 
deux  cercles,  est  égale  à  la  distance  de  leurs  centres. 

3°.  —  Calculer  la  moyenne  distance  d’un  point  et  d’un  cercle.  Le  point 
est  situé  dans  le  cercle  de  rayon  Rt  à  une  distance  r  du  centre. 

Combinant  les  deux  résultats  du  i°  avec  le  2°  du  §  444,  on  trouve  : 


Pour  le  centre  on  fera  r  =  0. 

On  obtient  aisément  :  A0  ==  0,607  Rr 

N.  B.  —  Les  moyennes  distances  géométriques  (qui  pourraient  fournir 
un  très  grand  npmbre  d’exercices  numériques)  s’introduisent  naturelle¬ 
ment  dans  le  calcul  des  coefficients  d’induction. 
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TRANSFORMATION  DE  DROITES  EN  DROITES,  DE  DROITES  EN 
POINTS  ET  RÉCIPROQUEMENT.  ENVELOPPES. 


446.  Coordonnées  tangentielles  ;  définition. 

i°.  —  Soient  deux  droites  10,  10',  se  coupant  en  I.  Nous  pouvons 
évidemment  définir  une  droite  A  quelconque  par  les  distances  : 


OA  =  a ,  •  O'B  =  b, 


de  ses  traces  aux  origines  fixes  0  et  0'.  Ces  origines  peuvent  coïncider 
avec  le  peint  I.  Les  quantités  a,  b,  sont  les  coordonnées  de  la  droite  A. 


Fig.  310. 


On  peut  supposer  les  droites  de  référence  parallèles.  Il  n’y  a  de  dffi- 
culté  que  pour  déterminer  la  position  d’une  droite  A  elle-même  para  lèle 
aux  droites  de  référence  qui  sont  alors  coupées  toutes  deux  à  l’infini. 

2°.  —  Supposons  que  les  points  0  et  0'  coïncident  avec  I. 

Donner  l’équation  d’une  droite  contenant  un  paramètre  : 


/’(a)æ-f  cp(a)y  -f  -}(a)  =  0, 

revient  à  donner  ses  coordonnées  tangentielles  en  fonction  de  ce  para¬ 


mètre  : 


'Ka) 


««)’ 


b  _  <K«) 

<p(a)  ‘ 
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3°.  —  Equation  d’un  point. 

Si  une  droite  est  donnée  par  ses  coordonnées  a,  un  point  est  déter¬ 
miné  par  une  équation.  On  est  ramené  au  problème  suivant  :  quelle 
relation  doit-il  exister  entre  a  et  b  pour  que  la  droite  de  coordonnées  a,  b , 
enveloppe  un  point?  Il  est  évident  qu’on  doit  avoir  : 


où  A  et  B  sont  des  constantes  :  ce  sont  précisément  les  coordonnées  du 
point. 

Que  devient  cette  relation  si  les  droites  de  référence  sont  parallèles? 

447.  Enveloppement  d’une  conique. 

—  Sur  deux  droites  A,  A',  on  donne  deux  divisions  homographiques. 
Montrer  que  les  droites  qui  joignent  les  points  conjugués  enveloppent 


une  conique. 


/ 


A 


Fig.  311. 


On  cherchera  combien  de  tangentes  il  est  possible  de  mener  à  la 
courbe  enveloppée,  par  un  point  P  quelconque  extérieur.  On  sera  ramené 
à  chercher  combien  de  droites  doubles  possèdent  deux  faisceaux  homo¬ 
graphiques  issus  du  môme  point.  On  prouvera  que  la  courbe  est  de 
•seconde  classe  (§  12),  par  suite  de  second  ordre. 

Déterminer  les  points  de  tangence  a  et  b'  avec  les  droites  A  et  A'. 
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2°.  —  Comme  cas  particulier,  la  conique  enveloppée  se  réduit  à  un 
point.  Énoncer  la  proposition  dégénérée. 

On  donne  un  triangle  dont  les  côtés  sont  formés  par  les  droites  indé¬ 
finies  D,  A,  A';  on  donne  deux  points  P  et  P'. 

Soit  a  un  point  de  D;  les  droites  P  a,  P  'a,  coupent  respectivement  A 
et  A'  aux  points  a  et  a'.  Montrer  que  la  droite  aa'  enveloppe  une  conique. 
Effectuer  la  construction  (voir  fig.  105,  §  164). 

On  s’appuiera  pour  la  démonstration  sur  ce  que  deux  divisions  homo- 
graphiques  d’une  troisième  sont  Pornographiques  entre  elles. 

3°.  —  Soient  données  deux  droites  fixes  A,  A';  on  inscrit  des  cordes 
vues  d’un  point  fixe  S  sous  un  angle  constant.  Montrer  qu’elles  enve¬ 
loppent  une  conique. 

Effectuer  la  construction  avec  une  équerre  de  papier  tournant  autour 
de  son  sommet  S. 

La  conique  a- 1- elle  des  asymptotes?  Dans  l’affirmative,  les  déter¬ 
miner. 

448.  Raccordements  paraboliques. 

i°.  —  Montrer  que  l’enveloppe  de  la  droite  mobile  : 


•entre  les  coordonnées  a  et  b  de  laquelle  existe  la  relation  linéaire  : 

pa  +  qb  —  1,  (1) 

.  est  une  parabole  tangente  aux  axes. 

On  appliquera  la  méthode  du  §  132,  2°,  du  Cours  de  M.  G. 

Montrer  que  le  problème 
actuel  est  un  cas  particulier  du 
précédent. 

2°.- — La  relation  (1)  exprime 
la  correspondance  entre  une 
série  de  points  équidistants  sur 
Oæ  et  une  série  de  points 
équidistants  sur  O  y.  .Quelles  0 
sont  les  équidistances  de  ces 
deux  séries? 

3°.  —  Étudier  la  variation  de 
l’aire  d’un  triangle  déterminé 
par  la  droite  variable  et  par  les 
axes  de  coordonnées. 

Trouver  le  lieu  du  centre  Fig.  312. 

•d’inertie  de  ce  triangle. 

4°.  —  Raccorder  deux  droites  D  et  D'  au  moyen  d’un  arc  de  parabole. 

On  suppose  connus  les  points  de  tangence  sur  D  et  D'. 
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Ou  suppose  seulement  connu  le  point  de  tangence  sur  D.  Quelle 
espèce  d’indétermination  rencontre- t-on? 

On  suppose  arbitraires  les  deux  points  de  tangence.  Quelle  est  alors 
l’indétermination? 


449.  Enveloppe  de  la  base  BC  d'un  triangle  BAG  dont  le  péri¬ 


mètre  est  constant  et  dont  l’angle  A  est  invariable.  C’est  un  cercle. 

La  solution  est  évidente  ; 
d  * 

la  géométrie  analytique 
conduit  à  des  calculs  com¬ 
pliqués. 

On  remarquera  qu’une 
c  partie  seulement  du  cercle 
correspond  à  l’énoncé. 
Chercher  à  quel  énoncé 
correspond  l’autre  partie. 

450.  Développoïdes* 

i°.  —  Un  point  P  décrit 
une  courbe  C.  On  mène  par 
lui  une  droite  A  faisant 
avec  la  normale  PN  un 
angle  invariable  9.  La. 
droite  A  enveloppe  une 
courbe  r  qui  joue  le  rôle 
en  effet,  pour  6=0,  on 


de  développée  généralisée  (développoïde) 
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retrouve  la  développée.  Pour  0  =  ±7r:2,  on  retrouve  la  courbe  G 
elle-même  (M.  G.,  §  134). 

Trouver  les  coordonnées  de  M  en  fonction  des  coordonnées  de  P,  de 
la  pente  et  de  la  courbure  en  P. 

A  la  courbe  G  correspond  un  faisceau  de  développoïdes  r„  r2...  où  6 
joue  le  rôle  de  paramètre  variable.  A  chaque  point  P  de  la  courbe  G  sont 
associés  des  points  M1?  M2,...  sur  les  diverses  courbes  T,,  P2>...  du  fais¬ 
ceau.  Leur  lieu  est  une  courbe  tz  conjuguée  de  P. 

2°.  —  Considérons  le  problème 
dans  le  cas  d’un  cercle. 

Il  est  alors  évident  que  les  courbes 
ri?  r2,...  sont  des  cercles  concen¬ 
triques,  et  que  le  lieu  7r  des  points  Mt, 

M2,...  associés  de  P  sur  les  courbes 
Flf  r2,...  est  un  cercle  admettant 
comme  diamètre  le  rayon  de  cour¬ 
bure  de  la  courbe  G  en  P. 

La  proposition  est-elle  générale? 

Autrement  dit,  la  courbe  -jt  est-elle 
toujours  un  cercle  (passant  naturel¬ 
lement  par  le  point  P  de  la  courbe  et 
par  le  centre  de  courbure  O  corres¬ 
pondant  à  P  (fig.  314)? 

3°.  —  Montrer  que  le  lieu  Q  des 
centres  de  courbure  des  diverses 
développoïdes  aux  points  correspondants  M1?  M2,...  est  un  cercle  qui 
a  pour  diamètre  le  rayon  de  courbure  de  la  développées 

Pourquoi  est- il  évident  a  priori  que  le  lieu  Q  passe  par  les  centres  de 
courbure  de  G  et  de  sa  développée  ? 

4°.  —  Applications. 

Démontrer  les  correspondances  suivantes. 


Courbes  G 

Développoïdes 

Cvcloïde 

Cycloïdes  égales 

Épicycloïde 

Épicycloïdes 

Spirale  logarithmique 

Spirales  logarithmiques 

Développante  de  cercle 

Développantes  de  cercle 

Cercle 

Cercles  concentriques 

Au  §478,  est  traité  le  problème  inverse  :  étant  donnée  une  dévelop- 
poïde,  trouver  la  courbe  G  correspondante. 

451.  Courbes  radiales. 

Soit  C  une  courbe  plane  ;  traçons  sa  développée  et  ses  rayons  de  cour¬ 
bure  OjA,  02B,... 
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Par  un  point  O  fixe,  menons  des  vecteurs  équiyollents  aux  rayons  de 
courbure,  c’est-à-dire  égaux  et  parallèles  : 

02  =  0,4,  -0(3  =  02B,... 

Les  points  a,  p,...  sont  sur  une  courbe  y  qui  est  la  radiale  de  G;  inver¬ 
sement,  G  est  V antiradiale  de  y. 


Voici  le  tableau  de  correspondance  pour  quelques  courbes  usuelles;  on 
le  vérifiera. 

Courbe  G  Radiale  y 


Parabole 

Cubique 

Gycloïde 

Circonférence 

Epicyloïde 

Rhodonée  (§  288) 

Chaînette  (§  385) 

Campyle  (§81) 

Chaînette  d’égale  résistance  (§394) 

Droite 

Tractrice  (§  391) 

Cappa  (§  357) 

Transformation  de  droites  en  points. 

452.  Transformation  de  droites  en  points. 

Par  tout  point  A  d’une  courbe  C,  on  mène  une  tangente  qui  coupe 
les  axes  aux  points  P  et  Q.  Les  droites  parallèles  aux  axes  et  passant 
par  ces  points,  se  coupent  au  point  a  d’une  courbe  c  conjuguée  de  G. 
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Montrer  que  les  relations  entre  les  coordonnées  sont  : 


x  =  X  —  Y 


dX 
dY  9 


dY 
dX  * 


453.  Cubique  circulaire. 

V 
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Un  point  M  décrit  une  droite  AB  normale  à  la  bissectrice  Or,  des 
axes  Ox,  O  y.  Dans  chacune  de  ses  positions,  il  permet  de  définir  une 
droite  PQ  qui  enveloppe  une  parabole. 

On  demande  le  lieu  du  pied  u  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M 
sur  PQ. 

C’est  une  cubique. 

La  construire  point  par  point  et  donner  son  équation. 

Déterminer  ses  points  d’inflexion  et  son  asymptote. 

Déterminer  son  cercle  osculateur  au  point  D. 

Donner  son  équation  cartésienne  par  rapport  aux  axes  O;,  O-rp 

454.  Cruciforme,  puntiforme  (§197). 

i°.  —  On  donne  une  ellipse.  Par  un  point  A  on  mène  la  tangente; 
elle  coupe  les  axes  aux  points  B  et  C.  On  trace  les  droites  CD,  BD, 


parallèles  aux  axes.  On  demande  le  lieu  (cruciforme)  de  leur  inter¬ 
section  D. 

Montrer  que  la  tangente  en  D  à  la  cruciforme,  la  tangente  en  A  à 
l’ellipse  et  la  droite  OE  qui  passe  par  le  symétrique  E  de  A  par  rap¬ 
port  à  Ox,  se  coupent  en  un  même  point. 

La  cruciforme  est  unicursale.  Chercher  ses  équations  en  fonction  du 
paramètre  t. 

2°.  —  On  donne  une  hyperbole.  Par  un  point  A  on  mène  la  tangente  ; 
elle  coupe  les  axes  aux  points  B  et  C.  On  trace  les  droites  CD,  BD, 
parallèles  aux  axes.  On  demande  le  lieu  (puntiforme)  de  leur  inter¬ 
section  D. 
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455.  Transformation  inverse  de  points  en  droites. 

i°.  —  On  donne  la  courbe  c;  on  demande  la  courbe  G  enveloppe  des 
droites  obtenues  (§452,  fig.  317). 

On  trouve  immédiatement  : 

_  x~dy  y _  y*dx 

xdy  —  ydx  9  ydx  —  xdy  * 


2".  —  A  quelle  condition  correspondent  les  points  de  l’infini  de  la 
courbe  G?  Ges  points  sont-ils  sur  une  asymptote? 

456.  Applications. 

jf°.  —  On  donne  comme  courbe  c  le  cercle  : 

x*  +  ÿ*  =  R2.  * 

On  obtient  l’hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  (M.  G.,  §  102). 


x2  -f-  (y  —  af  =  R2. 

On  trouve  aisément  : 

V_  æ3  y*  (y  —  a) 

a(y  —  “)  +  K*  ’  a  (y  —  a)  +  R2  ' 

* 

A  quelle  condition  géométrique  la  courbe  C  a- 1- elle  des  asymptotes? 
Calculer  la  position  des  points  de  rebroussement. 

Exercices  de  Math.  génu\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrièae. 


22 


338  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


On  construira  les  courbes  pour  : 

a  =  0(voir  f°);  a  =  R:  2;  a  =  R;  a  =  2R. 


457.  Transformation  point  par  point  au  moyen  de  la  droite 
définie  au  §  452. 

On  donne  une  courbe  c(x,  y).  Un  point  a  de  coordonnées  x,  y,  définit 
une  droite  O  a  de  pente  y  :  x ,  et  une  droite  MN  d’équation  : 

*  +  CD 

x  y  v  7 

Par  un  point  fixe  P  de  Taxe  Ox,  on  mène  une  droite  parallèle  à  Oà. 

Le  point  A  conjugué  de  a  est  l’intersection  de  cette  dernière  droite  et  de 

la  droite  (1).  Posons  OP  =  a(fig.  322). 

Montrer  que  les  formules  de  transformation  sont  : 


x  a 

2  5 


x  —  a  m 
2x  9 


x  =  2X  —  a, 


2X  —  a 
X  — a  ’ 


i 
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Calculer  dY  :  d. X  en  fonction  de  dy  \  dx,  de  x  et  de  y. 

Calculer  d2 Y  :  dX2  en  fonction  de  x,  de  y  et  des  dérivées  de  y  par 


rapport  à  x. 

Étudier  les  propriétés 
générales  de  la  transfor¬ 
mation. 

458.  Applications. 

1°.  —  On  donne  pour 
courbe  c  la  droite  : 

y  =  px  +  q. 

La  transformée  est  une 
hyperbole  dont  on  déter¬ 
minera  les  éléments. 

2°.  —  Envisager  les 
deux  cas  particuliers  : 

y  =  q ,  x  =  m. 

459.  Applications. 

i°.  —  On  donne  pour 
courbe  c  le  cercle  : 

æ2  +  y*  —  R2  =  0. 


•  i 


Montrer  que  la  transformée  est  une  conchoïde  de  Nicomède ;  lorsque 
R=  a ,  elle  admet  un  point  de  rebroussement  (§  312,  et  M.  G.,  §  144,  2°). 
2°.  —  On  donne  pour  courbe  c  le  cercle  : 

x2,  +  y*  —  2  ax  =  0. 


Montrer  que  la  transformée  est  une  strophoïde  droite. 

Pour  étudier  plus  commodément  la  courbe,  transporter  l’origine  des 
coordonnées  au  point  P  :  x  =  a,  y  =  0. 

3°.  —  On  donne  pour  courbe  c  le  cercle  : 

x1  -f-  y1  —  ax  —  0. 


Montrer  que  la  transformée  est  une  cissoïde.  Pour  étudier  plus  com¬ 
modément  la  courbe,  transporter  l’origine  des  coordonnées  au  point  P. 

■.  •  •  ■  i  *  \ 


Transformation  de  RobervaL 


460.  Transformation  de  Roberval. 

On  donné  une  courbe  C  (coordonnées  X,  Y).  Au  point  A  quelconque 
en  mène  la  tangente  et  la  droite  A  a  parallèle  à  Ox.  Au  point  T  où  la 
tangente  coupe  la  droite  horizontale  A  fixe,  on  mène  Ta  parallèle 
à  O  y.  Posons  OM  —  a. 

La  courbe  c  lieu  des  points  a  s’appelle  robervalienne  de  la  courbe  C. 


N 
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i°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

y= y,  œ=x  +  iY •(“— Y>- 


2°.  —  Démontrer  qu’on  peut  calculer  l’aire  d’une  des  courbes  quand 
on  connaît  l’aire  de  l’autre. 

461.  Robervalienne  d’un  cercle. 


1°.  —  On  prend  pour  courbe  C  le  cercle  : 

X2  +  Y2  =  R2. 
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On  trouve  immédiatement  pour  robervalienne  : 

ce2 (  R2 j  =  ( R2  _  ayym 

On  fera  varier  la  distance  a  de  la  droite  A  à  l’origine  des  coordonnées. 
2°.  —  Étudier  le  cas  particulier  : 

a  =  R,  x*(ï\+ij)  =  R‘2(R  —  y). 

On  retrouve  l’une  des  cubiques  d’Agnési  (§  204). 

462.  Transformation  inverse. 

iQ.  —  On  donne  une  courbe  c  (fig.  223)  : 

x  —  f(y )• 

Au  point  a,  on  mène  les  droites  aT  et  aA  parallèles  à  Oy  et  à  O#. 

On  définit  ainsi  un  point  T  de  coordonnées  x,  a. 

On  demande  le  faisceau  de  courbes  dont  les  points  A  correspondant 
à  a  ont  respectivement  même  ordonnée  Y  =  y9  et  qui  admettent  AT 
pour  tangente. 

Il  est  facile  de  montrer  qu’elles  sont  définies  par  l’équation  différen¬ 
tielle  : 

dX  _  X— /*( Y) 
dY  Y  —  a  ' 

2°.  —  On  peut  supposer  que  la  droite  A  coïncide  avec  Ox\  on  a  : 

a  — O  d X  X  f(  Y) 

Il  ^  y y  y 

Montrer  qu’on  a  : 

X  =  Y  | —j1  +  Constante  J. 

Remarque. 

Cet  exercice  est  excellent  pour  montrer  comment  une  courbe  ne  peut 
être  définie  par  ses  tangentes  que  de  proche  en  proche,  ou,  si  l’on  veut, 
comment  s’introduit  la  constante  arbitraire  d’un  faisceau  de  courbes. 
On  peut  commencer  le  tracé  de  la  courbe  en  un  point  quelconque  du 
plan. 

463.  Applications. 

jf°.  —  On  prendra  pour  courbe  à  transformer  la  droite  x  =  y . 

On  supposera  que  la  droite  A  coïncide  avec  Ox  (fig.  325). 

On  est  conduit  à  étudier  le  faisceau  : 

X  =  —  YlogY  +  CY.  (1) 

On  commence  par  construire  la  courbe  : 

X  =  —  Y  log  Y.  (2) 

Elle  est  intéressante  comme  explicative  du  §  204  du  Cours  de  M.  G. 
Comment  les  courbes  (1)  se  déduisent-elles  de  la  courbe  (2)  une  fois 
construite  (voir  §  89)? 
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2°.  —  On  prendra  pour  courbe  à  transformer  la  parabole':  x  =  y’i „ 
On  construira  plusieurs  courbes  du  faisceau  transformé. 


Fig.  325. 


3°.  —  On  prendra  pour  courbe  à  transformer  l’exponentielle  (§  363)  : 


464.  Autre  transformation  de  Roberval.  • 

i°.  —  On  donne  une  courbe  c.  Au  point  a  on  mène  la  tangente;  elle 

rencontre  l’axe  Ox  en  un 
point  T.  On  élève  une  per¬ 
pendiculaire  dont  l’inter¬ 
section  avec  le  rayon  vec¬ 
teur  O  a  définit  le  point  A 
conjugué  de  a ,  par  suite,  la 
courbe  G  conjuguée  de  c. 

Montrer  qu’il  existe  entre 
les  coordonnées  x,*y,  du 
point  c,  et  X,  Y,  du  point  G 
les  relations  : 


jcX 


X  =  x  —  y 


Fier 

1  lO‘ 


326. 


VY =y 


dy  ’ 

y 2  dx 
x  dy 


2°.  —  On  projette  le  point  T  sur  OA. 

D’où  une  seconde  transformée  CA  de  coordonnées  Xt,  Y4. 
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465.  Application. 

Appliquer  les  deux  transformations  précédentes  au  cercle  : 

x 2  -f-  y2  —  2ax  =  0. 

On  obtient  une  hyperbole  équilatère  et  une  quartique  unicursale. 

Pôles  et  polaires.  Polaires  réciproques. 

466.  Polaire  d’un  point  par  rapport  à  une  conique. 

1°. —  Au  §  86  du  Cours  de  M.  G.,  nous  définissons  la  polaire  d’un 
point  B  par  rapport  à  un 
cercle.  Nous  montrons  que 
toute  sécante  passant  par  le 
point  B  est  divisée  harmoni¬ 
quement  par  le  point  B,  par 
les  intersections  avec  le  cercle, 
enfin  par  l’intersection  avec 
une  droite  qui  est  la  polaire 
du  point  B. 

Généraliser  le  théorème  pour 
une  conique  quelconque. 

Montrer  que  si  par  le  point  B 
on  peut  mener  deux  tangentes 
réelles  à  la  conique,  la  polaire 
est  la  droite  qui  passe  par  les 
points  de  contact. 

2°.  —  Conservons  la  même  sécante  PQ  et  déplaçons  le  point  B. 

Le  conjugué  B'  forme  avec  B  une  invol uti on  (§168)  dont  P  et  Q  sont 
les  points  doubles. 

467.  Polaire  d’un  point  par  rapport  à  deux  droites. 

i°.  —  Nous  avons  vu  au  §  354  du  Cours  de  M.  G.  que  quatre  droites 
a,  p,  y ,  o,  forment  un  faisceau  harmonique'si  l’on  a  (en  explicitant  les 
signes)  : 

-  \ 

sin(ay)  sin(fjy)  . 

sin(ao)  sin(f'û)  *  '  ' 

Soient  y  =  px ,  y  =  qx , 

les  équations  des  droites  a,  [3. 

Soient  y  —  p’x ,  y  —  qx , 

les  équations  des  droites  y?  $. 

Montrer  que  la  relation  (1)  revient  à  écrire  (en  coordonnées  rectan¬ 
gulaires)  : 


+  2p'q’  —  ( p  +  q )  (p  +  q')  =0. 


(2) 
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2°.  —  Retrouver  la  formule  (2)  en  appliquant  la  méthode  du  §  86,  4® 
du  Cours  de  M.  G.  à  la  conique  évanouissante  : 

(y  —  px)(y  —  qx)^if  —  xy(p  +  q)+pqxi  =  Qf 

formée  de  deux  droites  OA,  OA'  qui  se  coupent. 


3°.  —  S’appuyant  sur  le  théorème  des  transversales  (AI.  G.,  §  355), 
démontrer  la  proposition  suivante. 

Soient  deux  droites  A  et  A'  (fig.  328). 

Du  point  B  menons  deux  sécantes  quelconques.  Les  droites  P q,  Qp 
qui  joignent  leurs  points  d’intersections,  se  coupent  en  O'.  La  droite  00' 
est  la  polaire  de  B  par  rapport  au  système  des  droites  A  et  A'. 

Montrer  qu’inversement  BO'  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  aux 
droites  Bp,  BP.  . 

4°.  —  Que  devient  la  construction  lorsqu’on  choisit  peur  l’une  des 
droites  émanées  du  point  B  une  parallèle  à  A  ou  à  A'? 


Tirer  directement  ce  résultat  de  la  définition  de  la  polaire. 

5°.  —  On  donne  le  point  B  et  la  polaire  ir.  Il  existe  une  infinité  de 
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coniques  évanouissantes  ayant  O  pour  centre  (système  de  deux  droites 
se  coupant  au  point  O)  telles  que  B  admette  tz  pour  polaire. 

Étant  donnée  l’une  des  droites  A,  construire  A'.  On  s’appuiera  sur  le  4°. 

6°.  —  Partant  des  constructions  3°  ou  4°,  on  demande  de  mener  la 
polaire  d’un  point  par  rapport  à  une  conique. 

En  particulier,  avec  la  règle,  mener  par  un  point  extérieur  à  un  cercle 
les  tangentes  à  ce  cercle.  On  appliquera  aussi  la  construction  à  une 
ellipse  décrite  par  le  procède  du  jardinier. 

7°.  —  On  donne  deux  droites  A  et  A'  qui  se  coupent  en  un  point  O 
situé  hors  du  papier  (fig.  329). 

On  demande  de  mener  par  O'  une  droite  passant  par  le  point  O. 

Le  problème  se  ramène  à  déterminer  le  point  dont  OO'  est  la  polaire 
par  rapport  au  système  A,  A'.  (Comparer  au  §  159.) 

468.  Méthode  des  polaires  réciproques. 

i°.  —  La  détermination  de  la  polaire  d’un  point  de  coordonnées  x,  y, 
par  rapport  à  une  conique  dite  auxiliaire ,  revient  à  établir  entre  les 
coordonnées  x,  y,  du  point  et  les  coordonnées  courantes  X,  Y,  de  la 
droite,  une  équation  qui  est  linéaire  en  x ,  yy  et  linéaire  en  X,  Y. 

D’où  une  série  de  propositions  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
d’établir  dans  le  détail. 

Les  polaires  de  tous  les  points  d’une  droite  A  passent  par  le  pôle  P  de 
cette  droite.  Et  réciproquement. 

La  polaire  de  l’intersection  de  deux  droites  A  et  A'  est  la  droite  qui 
joint  les  pôles  P  et  P'  de  ces  droites.  Et  réciproquement. 

Quand  un  point  décrit  une  courbe  C,  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à  une  conique  auxiliaire  enveloppe  une  courbe  C'.  Un  point  de  C  corres¬ 
pond  à  une  tangente  de  C'  ;  réciproquement,  une  tangente  de  C  correspond 
à  un  point  de  C'.  Les  courbes  C  et  C'  sont  donc  réciproques ,  en  ce  sens 
que  nous  pouvons  aussi  bien  dire  :  quand  un  point  décrit  la  courbe  C', 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  auxiliaire  enveloppe  la 
•courbe  G.  » 

2°.  —  Rappelons  (M.  G.,  §  514)  que  la  classe  d’une  courbe  est  le 
nombre  de  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  qu’on  peut  lui  mener  d’un 
point  extérieur;  nous  savons  (§7)  que  le  degré  ou  l’ordre  de  cette 
courbe  est  égal  au  nombre  de  points  suivant  lesquels  elle  est  coupée  par 
une  droite. 

Supposons  la  courbe  C  coupée  par  une  droite  A  en  n  points;  à  ces 
n  f  oints  correspondront  n  tangentes  à  la  polaire  G'  passant  toutes  par  le 
pôle  de  la  droite  A.  Donc  le  degré  de  la  courbe  G  est  égal  à  la  classe  de 
la  polaire  G'. 

11  résulte  de  là  que  la  polaire  d’une  conique  est  une  conique,  quelle 
que  soit  la  conique  auxiliaire. 

Comme  exemple,  étudier  la  polaire  d’une  circonférence  par  rapport 
à  une  parabole  dont  le  foyer  coïncide  avec  le  centre  de  la  circonférence. 
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469.  Polaires  par  rapport  au  cercle. 

i°.  —  Cherchons  la  condition  pour  qu'une  droite  passant  par  le 
point  a  de  coordonnées  x,  y,  soit  tangente  au  cercle  S  de  centre  O,  au 
point  de  coordonnées  X,  Y. 

Les  points  de  tangence  sont  communs  aux  cercles  : 


S  =  X2  -f-  Y2  — 1=0, 

S'  =  Y(Y  —  î/)  +  X(X  —  x)  =  0. 


o) 

(2) 


Cela  revient  à  traduire  analytiquement  la  construction  géométrique 
élémentaire. 

Si  les  coordonnées  X,  Y,  annulent  simultanément  S  et  S',  elles  annulent 
la  combinaison  (§  8)  : 


S  —  S'  =  Y?/  -f  Xæ  — 1=0. 


(3) 


Cette  équation,  linéaire  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  X,  Y* 
est  l’équation  de  la  polaire  a  du  point  a  (M.  G. ,  §  85). 


Nous  venons  de  conju¬ 
guer  un  point  a  et  une 
droite  a.  Nous  pouvons 


£  conjuguer  le  point  a  et  un 
point  A  de  cette  droite. 


2°.  —  Supposons  que  a 
se  déplace  sur  une  courbe 
C;  la  droite  (3)  se  déplace 
simultanément  et  enve¬ 
loppe  une  courbe  T  qui  est 
la  conjuguée  polaire  de 
C.  Nous  verrons  tout  à 
l’heure  que  la  correspon¬ 
dance  est  réciproque. 


A  tout  point  ci(x ,  y)  de 
C  correspond  sans  ambi¬ 
guïté  le  point  A(X,  Y). 


Fig.  330. 


de  T  où  la  polaire  de  a  touche  son  enveloppe  T. 

Il  s’agit  de  trouver  les  relations  qui  permettent  de  calculer  X,  Y,  cou 
naissant  x,  y. 

Considérons  donc  (M.  G.,  §  129)  une  petite  variation  de  x,  y. 

Le  point  A  est  défini  par  le  système  d’équations  : 


xay  —  yax  '  xdy  —  ydx  * 

Si  x  et  y  sont  donnés  en  fonction  d’un  paramètre  : 

æ=?((),  ÿ = i  o, 


(5) 


(4) 


on  a  : 


(6> 
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3°.  —  A  partir  des  formules  (5),  calculons  dX  et  dY,  en  prenant  x 
pour  variable  indépendante.  On  trouve  aisément  : 

ydY  -f  xdX  =  0, 

qui  est  réciproque  de  la  seconde  formule  (4)  et  qui,  jointe  à  la  pre¬ 
mière  formule  (4),  donne  : 


dY  _  dX 

x  ~  XdY  —  Y  dX  ’  y  ~  XdY  —  Y  dX  ’ 


d’où  le  nom  de  polaires  réciproques  que  porte  la  méthode. 

On  remarque  que  le  point  A  de  la  courbe  r  n’est  connu  que  si  on  se 
donne  le  point  a  de  la  courbe  G  et  la  tangente  en  ce  point.  Inversement 
a  n’est  connu  que  si  l’on  se  donne  A  et  la  tangente  en  ce  point. 


470.  Montrer  que  la  podaire  P  de  la  polaire  r  d’une  courbe  G. 
par  rapport  à  un  cercle,  est  l’inverse  de  cette  courbe  G.  On 
prend  pour  pôle  le  centre 
0  du  cercle  et  pour  module 
d’inversion  le  carré  du 
rayon  du  cercle. 

Autrement  dit,  soit  une 
courbe  T;  prenons-en  la 
podaire  par  rapport  à  un 
point  O,  puis  construisons 
l’inverse  de  cette  podaire 
par  rapport  au  môme  point  ; 
nous  obtenons  une  courbe  G 
qui  est  la  polaire  réci¬ 
proque  de  T  par  rapport 
à  un  cercle  de  centre  O. 


471.  i°.  —  On  donne 
une  courbe  dont  l’équation 
polaire  est  de  la  forme  : 


Fig.  331. 


rm  =  am  cosmO.  (1) 


Parmi  ces  courbes,  on  a  le  cercle  (m  — 1),  la  ligne  droite  ( m  =  —  1)^ 
la  lemniscate  de  Bernoulli  (m  =  2),  l’hyperbole  équilatère  (m  =  —  2), 
la  cardioïde  (m  =  0,5f  la  parabole  (m  =  —  0,5),...  (§  296). 

Montrer  que  la  polaire  des  courbes  (1)  par  rapport  à  un  cercle  dont  le 
centre  est  le  pôle,  est  encore  de  la  forme  (1). 

La  constante  m  devient  —  m  :  (m  -fl). 

2°.  —  Il  résulte  de  là  que  la  podaire  d’une  courbe  (1)  est  de  la  même 
famille  (spirales  sinusoïdes);  le  nouvel  m  est  égal  à  m  :  (m  -f  1). 

Il  résulte  encore  de  là  que  l’antipodaire  est  de  la  même  famille  ; 
le  nouvel  m  est  égal  à  m  :  (1  —  m). 

Gomme  application,  chercher  l’antipodaire  d’une  parabole  par  rap¬ 
port  à  son  foyer. 
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472.  Polaire  d’un  cercle  par  rapport  à  un  cercle. 

i°.  —  Chercher  la  polaire  du  cercle  C  : 

x2  -j-  y-  —  Zax  -f-  a2 —  R2  =  0,  (1) 

par  rapport  au  cercle  Q  de  rayon  1  et  dont  le  centre  est  à  l’origine  0. 
On  trouve  la  conique  T  : 

(R2  —  a2)  X2  +  R2Y2  +  2«X  —  1  =  0.  (2) 

2°.  —  Montrer  que  c’est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole, 
suivant  que  l’origine  0  est  intérieure,  extérieure  au  cercle  C  à  trans¬ 
former,  ou  sur  ce  cercle. 

Calculer  les  axes  de  la  conique  T. 

Montrer  qu’un  de  ses  foyers  coïncide  avec  l’origine  O.  La  directrice 
<M.G.,§127)  est  la  droite  conjuguée  du  centre  du  cercle  C  par  rapport 
au  cercle  Q. 


473.  Polaires  par  rapport  à  la  parabole  X2  =  2Y.  Transfor¬ 
mation  de  Legendre. 

i°.  —  Chercher  la  condition  pour  qu’une  droite  passant  par  le  point  a 
de  coordonnées  x,  y ,  soit  tangente  à  la  parabole  S  au  point  de  coor¬ 
données  X,  Y. 

Montrer  que  les  points  de  tangence  sont  communs  aux  deux  courbes  : 

S  =  X2  —  2Y  =  0,  (1) 

S'  =  * —  (Y  —  î/)  +  X  (X  —  x)  =  0.  (2) 

Si  les  coordonnées  X,  Y,  annulent  simultanément  S  et  S',  elles 
annulent  la  combinaison  (§  8)  : 


S'—  S=Y+y—  Xx  =  0.  (3) 

Cette  équation  linéaire  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  X,  Y, 
représente  la  polaire  du  point  a. 

2°.  —  Pour  avoir  la  transformée  par  polaires  réciproques,  il  faut 
chercher  l’enveloppe  de  la  droite  (3)  quand  a  (x,  y)  se  déplace. 

Le  point  A  conjugué  de  a  (§  469")  est  fourni  par  les  équations  : 


Y  +  y  —  Xæ  =  0,  dy  —  Xdx 

D’où  les  formules  de  transformation  : 

dy  dy 


=  0. 


X  = 


dx 


Y  =  x 


dx 


y- 


On  formera  facilement  le  système  réciproque  : 

d  Y  v  dY  ,7 

æ~ ~dX’ 

qui  prouve  la  réciprocité  des  points  A  et  a. 

3°.  —  Montrer  qu’on  a  (M.  G.,  §  20)  : 


d-y  d- Y 
dx2  ‘  dX2  — 


dhy  _  _  d*Y_  .  /  d2Y  3\ 
dxA  dX3  '  \  dX2  )’ 


i, 


/ 


„  CHAPITRE  XX 

Problèmes  sur  les  équations  différentielles  et 

les  intégrales. 

•  / 

474.  Intégraphe  de  Coriolis. 

7°.  —  Un  fil  tendu  par  un  poids  passe  par  un  petit  trou  A  et  s’en¬ 
roule  sur  un  cylindre  le  long  duquel  le  frottement  est  suffisant  pour 


l’empêcher  de  glisser.  La  génératrice  de  contact  est  OT. 

On  demande  quelle  courbe  le  fil  tracera  sur  le  cylindre  dont  la  sur¬ 
face  est  supposée  développée.  On  posera  : 

AO  —  a,  OB  =5  y. 

Construire  l’appareil. 


% 
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2°.  —  Imaginer  des  dispositifs  permettant  d’intégrer  les  équations  : 

dy  _  y 
dx  o{y)  ’ 

dont  la  précédente  est  un  cas  particulier. 

3°.  —  Étudier  l’appareil  suivant. 
Le  fil  s’enroule  sur  une  poulie  de 
centre  O  et  de  rayon  R,  quand  il 
se  déroule  sur  le  cylindre  (ou 
inversement).  La  longueur  A'O  (pré¬ 
cédemment  représentée  par  la  cons¬ 
tante  a)  devient  fonction  de  y. 

Montrer  que  la  courbe  tracée  sur 
la  surface  du  cylindre  supposée 
développée  est  une  chaînette. 


475.  Courbes  de  poursuite. 

i°.  —  Un  homme  se  promène 
avec  une  vitesse  V  constante  sur 
l’axe  O  y.  Son  chien  C  se  déplace 
lui-même  d’un  mouvement  uniforme 
avec  une  vitesse  V  :  k  (fig.  333). 

Il  se  dirige  constamment  vers  la 
position  actuelle  du  maître. 
Déterminer  sa  trajectoire  y  =  f(x). 

On  trouvera  l’équation  différentielle  : 

d^y 


x 


dx 2 


-V1+(ê) 


Vérifier  les  intégrales  : 

1  r  Axk  + 1  . 

2L  fc  +  l  +  AW 


1  r  Ax 2 
y~  "2  LIT 


log  X 


—  1)  X 

]+B, 


^rrj+B, 


k  =  1. 


2°.  —  Construire  la  courbe  pour  des  positions  initiales  quelconques 
du  maître  et  du  chien.  On  la  remplacera  par  un  polygone  de  côtés 
égaux  suffisamment  petits.  En  particulier,  on  supposera  k  =  1. 

Montrer  que  si  /c^l,  la  courbe  est  asymptote  à  Oy  :  le  chien  n’at¬ 
teint  pas  le  maître. 

Montrer  que  si  <  1,  la  courbe  est  tangente  à  O  y  à  distance  finie  : 
le  chien  atteint  le  maître.  -  - 

Dans  le  cas  où  k  <1,  la  discussion  est  plus  commode  si,  à  l’origine 
des  temps,  on  place  les  deux  mobiles  à  l’origine  des  coordonnées  et  si 
on  leur  donne  des  mouvements  qui  les  éloignent  l’un  de  l’autre. 

La  définition  reste  la  même. 

3°.  —  Calculer  les  rayons  de  courbure. 
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Montrer  (c’est  évident  a  priori )  que  les  courbes  de  poursuite  sont 
rectifiables  au  moyen  de  fonctions  algébriques.  Effectuer  la  rectification. 

L’exercice  suivant  donne  sous  une  autre  forme  une  généralisation  du 
problème  des  courbes  de  poursuite. 


476.  i°.  —  On  donne  une  courbe  homogène  ABGD.  On  prend  le 
point  A  comme  origine  des  arcs  s  ;  soient  x ,  y ,  les  coordonnées  cou¬ 
rantes. 

On  demande  le  lieu  T  du  centre  de  gravité  (ç,  yj)  d’un  arc  s  (§  113). 
Montrer  qu’il  est  donné  par  les  équations  : 

d\  dr i  ds 

'o  —  y  ~~  ~ 


\  —  x  7}  —  y  s  ’ 

Prouver  directement  (d’après  la  définition  du  centre  de  gravité)  que 


D 

Fig.  334. 


la  tangente  en  B'  au  lieu  r  passe  par  l’extrémité  B  de  l’arc  s  corres¬ 
pondant. 

2°.  —  Faire  le  calcul  pour  un  cercle.  La  courbe  est  la  cochléoïde  (§  382). 

3°.  —  Déterminer  la  courbe  initiale  par  la  condition  que  BB'  lui  soit 
normale  en  B.  La  courbe  P  est  donc  sa  développée. 

A  partir  des  équations  (1),  montrer  qu’il  doit  exister  entre  le  rayon  de 
courbure,  p  et  l’arc  s  les  relations  équivalentes  : 

f  —  £-  +  —  =  0,  ps  =  Constante. 

„  -  »  ,  f  p  s  r 

La. courbe  cherchée  est  donc  une  spirale  de  Cornu  (M.  G.,  §  180). 
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477.  1°  —  Chercher  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  en  ce  point 
(fig.  324)  : 


AC  =  k.  AN .  ' 

On  trouve  l’équation  différentielle. 


qu’on  intégrera  pour  k=±i,±<2. 

Montrer  que  les  courbes  ainsi 
obtenues  sont  :  le  cercle,  la  chai- 
nette,  la  cycloïde,  la  parabole. 

2°  —  Étudier  les  courbes  définies 
par  l’équation  : 

y  yn . dy 

1  !  r,'Ul  >,  lll 


Fig.  335. 

Quel  rapport  ont-elles  avec  les  précédentes? 


478.  Cisaille. 

1°.  —  On  donne  un  faisceau  de  courbes  en  coordonnées  polaires  : 

r  =  f{  0,w);  (1) 


est  le  paramètre  variable.  On  demande  une  courbe  r  =  o( 0),  qui 
rencontre  les  courbes  (1)  sous  un  angle  constant. 

Donner  l’équation  différentielle. 

2°.  —  Appliquer  à  un  faisceau  de  droites  passant  par  l’origine  (M.  G., 

§201).  ’  \  '  " 

3°.  —  Appliquer  à  un  faisceau  de  droites  tangentes  à  un  cercle  de 
rayon  R  ayant  l’origine  pour  centre. 

Montrer  que  ce  problème  est  celui  de  la  détermination  du  profil 
rationnel  ABC  d’une  des  lames  d’une  cisaille  dont  l’autre  DBF  est  recti¬ 
ligne.  On  remarquera  que  l’angle  sous  lequel  se  rencontrent  les  lan.Ci 
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d’une  paire  de  ciseaux,  est  variable:  ce  qui  peut  ne  pas  être  la  condition 
optima  d’emploi. 

L’équation  différentielle  est  : 

r'R  —  r  y/  r*  —  K'2  _ ^  ^ _  dr 

r'  y /  r2  —  R2  +  rR  “  V’  * 


Pour  faire  l’intégration,  on  posera  r2  —  R 2  =  £2.  Les  courbes  précé¬ 
dentes  sont  celles  qui  admettent  une  circonférence  comme  développoïde 
(§450). 


479.  Treuil  conique. 

On  tient  compte  du  poids  de  la  corde  dont  le  poids  spécifique  par 
unité  de  longueur  est  B.  Le  poids  attaché  étant  P,  le  poids  total  variable 
est  SI  +  P  pour  une  longueur  l  de  corde  déroulée.  On  appelle  e  l’épais¬ 
seur  de  la  corde.  Déterminer  le  profil  du  treuil  de  manière  que  le  couple 
reste  constant,  malgré  la  variation  de  la  longueur  l. 

On  déterminera  les  constantes  par  la  condition  que  le  rayon  soit  R0 
quand  la  corde  est  complètement  enroulée,  Rt  quand  la  corde  a  la  lon¬ 
gueur  L. 


480.  i°.  —  Quelle  est  l’intégrale  générale  de  l’équation  différen¬ 
tielle  : 


dhf 

dxz 


-f  4 y  =  sin  x? 


Chercher  le  lieu  des  points  d’inflexion  des  courbes  intégrales. 

2°.  —  Parmi  ces  intégrales,  construire  celle  qui,  passant  par  l’origine, 
a  en  ce  point  le  contact  le  plus  élevé  avec  la  tangente. 

3°.  —  La  courbe  précédente  se  compose  d’ondes.  Calculer  l’aire  com¬ 
prise  entre  une  onde  et  l’axe  Ox. 

4°.  —  Plus  généralement,  déterminer  les  intégrales  qui  passent  par 
l’origine. 

Lieu  des  points  de  ces  courbes  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  Ox. 

481. 1°.  —  Quelle  est  l’intégrale  générale  de  l’équation  différen¬ 
tielle  : 

-^4  +4!/  =  sm2a:? 

Lieu  des  points  d’inflexion.  , 

2°.  —  On  considère  l’intégrale  qui,  passant  par  l’origine  des  coor¬ 
données,  y  a  une  pente  égale  à  0,25. 

La  construire  pour  x  compris  entre  0  e{ 

Déterminer  ses  points  d’inflexion  et  le  point  de  rencontre  avec  Ox. 
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482.  i°.  —  Vérifier  que  le  système  d’équations  différentielles  ; 

dx  .  , 

-jf—x  +  y  +  z, 

Jdf==x+y~z’  (*> 

dz 

—  =x-y  +  z, 

admet  pour  solution  générale  : 

x  =  (  a  +  b  )  e2t  -f-  ce  ~ 1 , 

y  —  ae2t  —  ce~l ,  (2) 

^  =  bc2t  —  ce  ~ 1 , 

qu’on  peut  écrire  : 

x  =  (a  +  b)b2  +  y  =  a  O2  — y,  z  =  W  —  ^.  (3) 

2°.  —  Quelles  sont  les  coordonnées  des  points  communs  à  la  courbe  (3) 
et  au  plan  : 

Ax  +  By  +  Cz  -f  D  =  0? 

Montrer  qu’il  est  possible  de  déterminer  ce  plan  de  manière  que 
l’équation  de  condition  rencontrée  soit  identiquement  satisfaite. 

D’où  la  conséquence  que  la  courbe  (3)  est  plane. 

Le  plan  de  la  courbe  a  pour  équation  : 

a(x  —  y 2z')  =  b(x  —  z  +  Sy).  (4) 

3°.  —  Montrer  que  les  plans  (4)  ont  en  commun  la  droite  : 

—  x  =  y  =  z  y 

qui  est  une  intégrale  particulière  des  équations  (2)  ou  (3). 

4°.  —  Étudier  les  projections  de  la  courbe  (3)  sur  les  plans  coor¬ 
donnés. 

483.  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  (5  2)  soit  égale  à 

»  KJ  -  W 

l’abscisse^. 

On  vérifiera  immédiatement  que  l’équation  à  intégrer  est  : 

dj)  _  y 
dx  \J  x2  —  y 2 

Quelles  sont  les  courbes  isoclines  (M.  G.,  §  279)? 

Construire  une  de  ces  courbes  intégrales  élément  par  élément. 
Calculer  le  rayon  vecteur. 

484.  i°.  —  Exprimer  que  : 

Qdx  —  P  dy 
~  Qæ  — P  y  9 


est  une  différentielle  exacte. 
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2°.  —  Montrer  que  la  relation  obtenue  est  satisfaite  si  P  et  Q  sont  des 
fonctions  homogènes  et  du  même  degré  en  x  et  en  y  (M.  G. ,  §  15). 

3°.  —  Plus  généralement  montrer  qu’il  suffit  qu’on  puisse  poser  : 


où  f  e st  une  fonction  arbitraire. 

4°.  —  Appliquer  au  cas  particulier  : 

Q  =  xy  P  =  y  +  V/V2—: 

pour  lequel  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  degré  1  en  x  et  y. 
On  trouve  : 


dz  — 


Qdx  —  Vdu 
Qx-  —  P  y  ’ 


s  =  Iog(t/H-  vV  —  x'1). 


485.  i°.  —  Intégrer  l’équation  : 


Posant 


1.1  1  I  ,  dy  „  d*y\ 

y'  y"  a  ’  v  dx  7  y  dx 1  j 

y'  =  p  y  on  trouve  : 

x=xo  +  ^  —  Xoep,  y  =  y<,  +  ^—p- 


0) 

(2) 


Pour  vérifier  ces  formules,  on  utilisera  le  §  20  du  Cours  de  M.  G. 
Toutes  les  courbes  du  faisceau  s’obtiennent  donc  par  translation  d’une 
courbe  unique. 

Montrer  qu’il  en  est  de  même  pour  des  équations  de  la  forme  : 


f(y',y")= o. 

Construire  la  courbe  (2)  pour  a  =  1.  On  vérifiera  qu’elle  présente 
un  point  de  rebroussement.  On  posera  x0  =  y0  =  0. 

Quelle  forme  prend -elle  quand  a  est  très  petit,  quand  a  est  très 
grand?  Montrer  la  continuité  de  ces  formes. 

2a.  —  Intégrer  l’équation  : 


Considérons  deux  courbes  des  faisceaux  (1)  et  (3)  passant  par  le  même 
point  et  tangentes  entre  elles  en  ce  point.  Comment  sont  disposés  leurs 
centres  de  courbure  l’un  par  rapport  à  l’autre  (M.  G.,  §  91)? 

Quelle  relation  existe- t-il  entre  les  intégrales  de  (1)  et  celles  de  (3)? 


486.  Intégrer  l’équation  : 


a 


ds 

dx 


Abf.  =  i 
dx 2 


dy 

dx 


On  posera  : 

\ 
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On  trouve  : 

x 


a  r 
2 


p\fl  +  pl  +  log  (p  +  \j\  +p~  )]  +  æ0, 

y  —  (i  +  v*) 2  +  î/o* 


Vérifier  ces  formules  en  utilisant  le  §  20  du  Cours  de  M.  G. 

487.  Vérifier  que  les  quatre  fonctions  : 

sin  [n  arc  cos  cc],  cos  [n  arc  cos  x]  ; 

sin  [n  arc  sin  æ],  cos  [n  arc  sin  x]  ; 

satisfont  à  l’équation  différentielle  : 

(1  — x*)y"  —  xy'  +  n*y  =  0. 

On  posera  suivant  les  cas  : 

x  =  cos  u,  ou  x  zzz  sin  u. 


488.  Vérifier  que  l’équation  : 


y  =  Ae*[cc2  —  3x  +  3  ]  +  Be“*[æ2  -f*  3x  -f-  3].  (1  ) 

Montrer  que  les  courbes  , 

yz=ex[xi  —  3x  +  3],  y  =  -f*  3x  -f-  3],  (f) 

sont  symétriques  par  rapport  à  O  y. 

Construire  l’une  ou  l’autre  de  ces  courbes.  Déterminer  les  coordonnées 
des  points  à  tangente  horizontale. 
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2°.  —  Comment  est  construite  la  solution  (1)  au  moyen  des  courbes  (2)? 
Déterminer  celles  des  intégrales  (1)  qui,  par  un  choix  convenable  des 
constantes  arbitraires  A  et  B  (intégrales  particulières),  admettent  comme 
élément  de  symétrie  : 

l’axe  Oy  [on  doit  avoir  y(x)  =  y(—x)], 

le  point  O  [on  doit  avoir  y(x  )  +  y(—*)  =  o]. 

3 °.  —  Déterminer  les  coordonnées  des  points  d’une  quelconque  inté¬ 
grale  (1)  pour  lesquels  la  tangente  est  horizontale. 

Une  première  solution  correspond  à  x  =  0.  On  la  discutera. 

Une  seconde  solution  conduit  à  chercher  les  intersections  des  courbes 

\ 

auxiliaires  : 

7  nx  X  -f-  1 

y  =  ke2x,  */  =  — — f, 

que  l’on  construira. 

Deux  cas  à  considérer  suivant  que  k  est  positif  ou  négatif. 

4°. —  Quel  est  le  lieu  des  points  d’inflexion  des  courbes  (1)  qui 
passent  par  un  point  donné? 

Quel  est  le  lieu  de  ces  points  d’inflexion,  si  l’on  pose  comme  condition 
supplémentaire  que  les  tangentes  d’inflexion  auront  une  inclinaison  m 
donnée  à  l’avance? 


490.  i°.  —  Montrer  que  l’équation  : 

æ4-ë'=a^>  (1) 

admet  comme  intégrale  générale  la  fonction  : 

y  =  C1ær*  +  C.2xr*  -f- ...  +  C4  xr\  (2) 

où  riy  7*2,  r3,  r4,  sont  les  racines  d’une  équation  : 

xf(r)  =  a,  (3) 

que  l’on  formera. 

Construire  la  courbe  : 

y  —  f(r),  (4) 

et  discuter  la  réalité  des  racines  de  l’équation  (3). 

2°.  —  Quelle  doit  être  la  valeur  de  a  pour  que  l’équation  (3)  admette 
une  racine  double?  Pour  le  savoir,  on  résoudra  l’équation  (M.  C.,  §  43)  : 

f\r)  =  0. 

3°.  —  Pour  a  =  —  1 ,  il  y  a  deux  racines  doubles. 

Vérifier  que  l’intégrale  générale  est  alors  de  la  forme  : 

y  =  (Ct  +  C.2  logx)x(3  +  vT)  :  2  logaQx(3-V5~)  :  2. 


491.  1°.  —  Intégrer  l’équation  : 

0-w 
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Une  transformation  simple  (utilisée  pour  démontrer  le  théorème  des 
forces  vives)  donne  immédiatement  : 


(P  y 1  ifdyŸ  1 

dx 1  2  \dx)  dy  * 


D’où  : 


2 f F(lJ)dy  +  Constante  =  cp(ÿ). 


D’où  enfin  : 


dx  = 


dy 


x 


-C_A 

J  v'ï 


dy 


+  Constante. 


y)  '  j  x'v(y) 

2°.  —  On  appliquera  à  l’équation  : 

d}y _  ,  2 

dx 1  w 


492.  i°.  —  Vérifier  que  l’équation  différentielle 
x  (1  —  x)  y"  +  2  (1  —  2as)  y'  —  2 y  =  0, 
admet  l’intégrale  générale  : 

A  +  Bx 


y  = 

Construire  les  deux  courbes  : 

1 


y 


as  (1  —  x)  * 


y 


(i) 


1  —  X  * 


(2) 


as  (1  —  x)  9 

De  quelle  manière  l’intégrale  (1)  est-elle  construite  avec  les  courbes  (2)? 
Ne  pourrait-on  pas  la  considérer  encore  comme  la  somme  des  ordon¬ 
nées  convenablement  dilatées  des  deux  hyperboles  équilatères  : 


y 


1  —  as  9  v  x 


y=A‘f 


(3) 


2°.  —  Utilisant  l’une  ou  l’autre  des  méthodes  précédentes,  construire 
l’intégrale  particulière  : 

1  -f*  as  , 

d  as  (1  —  as)  ^ 

Calculer  faire  comprise  entre  l’axe  des  as,  la  courbe  (4)  et  l’ordonnée 
de  maximum  de  y. 

3°.  —  Chercher  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  horizon¬ 
tales.  On  supposera  invariables  les  dimensions  d’une  des  courbes  (2)  ou 
(3)  ;  on  fera  varier  les  dimensions  de  l’autre. 


493.  1°.  —  L’intégrale  de  l’équation  : 


dAy  4 

ià=my> 


est  de  la  forme  :  y  —  Aemx  -f  Be-*"*  -f  C  sin  mas  -f-  D  cos  mas.  (1) 

Déterminer  les  constantes  de  manière  que  les  courbes  soient  symé¬ 
triques  par  rapport  à  O  y. 
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3°.  —  Déterminer  m  de  manière  que  les  courbes  ci-dessus  spécifiées 
soient  tangentes  à  Ox  aux  points  x  =  ±i. 

Montrer  qu’on  est  ramené  à  résoudre  l’équation  : 

tg  m  +  tgh  m  =  0.  (2) 

Vérifier  que  la  plus  petite  racine  de  l’équation  (2)  est  : 

m  —  2,365. 

3°.  —  Construire  cette  courbe.  On  l’obtient  en  ajoutant  les  ordonnées 
d’une  chaînette  aux  ordonnées  d’une  sinusoïde.  Montrer  qu’il  n’existe 
qu’un  point  d’inflexion  dont  l’abscisse  dépend  de  l’équation  transcen¬ 
dante  : 

cosh  u  —  7,517  cos  u  =  0. 

On  trouve  :  u  —  i  ,304,  x  =  0,551 . 

494.  i°.  —  On  donne  l’équation  linéaire  sans  second  membre  : 

x^  —  x)  +  (x2  —  2)  ^  -f  2  (1  —  x)  y  =  0. 

* 

Vérifier  qu’elle  admet  pour  intégrale  générale  : 

y  =  Aex  -j-  Bx2, 

somme  des  solutions 'particulières  :  yl  =  Aex,  ?/2  —  Bx2. 

2°.  —  Supposons  connue  seulement  l’une  des  solutions  particulières  ; 
montrer  qu’on  peut  trouver  l’autre  en  posant  : 

y  =  tyiy  ou  y  =  ty%. 

Vérifier  que,  dans  les  nouvelles  équations  obtenues,  les  termes  en  t  ont 
disparu.  Il  suffit  alors  de  poser  : 

dt  _ 

dx  Zy 

pour  être  ramené  à  une  quadrature. 

Effectuer  les  calculs  dans  les  deux  cas. 

495.  Équations  de  Riccati  dont  on  connaît  une  solution 
particulière. 

i°.  —  On  appelle  généralement  équations  de  Riccati  les  équations 
différentielles  qui  se  présentent  sous  la  forme  : 

-g^A  +  Bÿ  +  Cy,  (1) 

où  A,  B,  C,  sont  des  fonctions  de  x.  L’équation  considérée  au  §  296  du 
Cours  de  M.  G.  est  un  cas  particulier  de  l’équation  (1). 

Montrer  que  si  l’on  connaît  une  fonction  y{  (x)  qui  satisfait  à  l’équa¬ 
tion  (1),  sans  pour  cela  être  V intégrale  générale,  on  peut  obtenir  une 
équation  linéaire  (M.  G.,  §  276)  par  la  transformation  ; 

.  1 
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On  trouve  :  +  (B  +  20^)  z  -j-  C  =  0. 

ciz 

2°  —  Application. 

On  donne  l’équation  :  =  —  y2  -f*  ~ — 

Vérifier  qu’elle  admet  l’intégrale  particulière  : 


Partant  de  là,  effectuant  les  calculs  précédents,  montrer  que  l’inté¬ 
grale  générale  est  : 

=  1  ■  1 

^  x  x  log  Xx  ' 

496.  Équations  de  Riccati  dont  on  connaît  deux  solutions 
particulières. 

1 ü.  —  Montrer  que  si  l’on  connaît  deux  fonctions  et  y2  satisfai¬ 
sant  à  l’équation  (1),  on  peut  obtenir  la  solution  générale  par  une  simple 
quadrature. 


On  posera  :  z  =  — — 

1  y  — y  2 

l’équation  se  ramène  à  la  forme  : 

=  G  (yl — yt)  dx. 

2°.  —  Application. 

On  donne  l’équation  ^  =  —  y*  +  •—  —  • 

Vérifier  qu’elle  admet  les  solutions  : 

_  1  _  a 

cf  i  qq  y  l/s  rjQ  y 


qui  sont  particulières  puisqu’elles  ne  renferment  pas  de  constantes 
arbitraires. 

Pousser  les  calculs  à  bout  pour  a  =  2. 


497. 1°.  —  Soit  la  fonction  y  =  f(x),  définie  par  une  intégrale 
définie  (M.  G.,  §  301)  où  x  entre  comme  paramètre  : 

y=fQ  \og{tx  +  l)  .dt.  (1) 

Interpréter  géométriquement  ces  symboles. 

2°.  —  Montrer  qu’on  peut  poser  : 


log  ( tx  -j-  1  )  .dt 


■Af 


log  (Z  +  1)  .  dz 


-  -*£'°s 


(x  -f- 1) .  dx. 


La  variable  x  sert  maintenant  de  limite  à  l’intégration. 


(2) 
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Interpréter  géométriquement  cette  transformation. 

3ü.  —  Calculer  dy  :  dx  =  y',  soit  à  partir  de  (!)  (M.  G.,  §  301),  soit  à 
partir  de  (2)  (M.  G.,  §153).  4 

Donner  y  sous  forme  finie  à  partir  de  l’une  et  l’autre  expression. 

On  vérifiera  immédiatement  l’identité  qui  servira  dans  les  calculs  : 

J  log  x  .  dx  =  x  log  x  —  x.  (3) 

Donner  y'  sous  forme  finie. 

Des  expressions  obtenues  pour  y  et  y',  déduire  une  équation  diffé¬ 
rentielle  du  premier  ordre  entre  y  et  x  ;  déduire  une  équation  diffé¬ 
rentielle  du  second  ne  contenant  plus  que  y',  y" y  x. 

4°.  —  Développer  y  en  série  entière  de  x ,  en  prenant  pour  point  de 
départ  la  formule  (1)  de  définition.  On  obtiendra  le  même  résultat  à 
partir  des  expressions  finies  de  y  ou  de  y'. 


498.  Dérivation  sous  le  signe 


1°.  —  On  donne  un  faisceau  de  courbes  G  d’équation  y  —  y  (x,a). 
On  demande  de  le  couper  par  une  courbe  r  telle  que  les  aires  S  com¬ 


prises  entre  une  ordonnée  d’abscisse  constante,  par  exemple  cc  =  0, 
et  l’ordonnée  du  point  d’intersection,  soient  constantes. 

Montrer  que  la  condition  à  satisfaire  est  : 

=  (1) 

On  a  la  courbe  cherchée  en  éliminant  a  entre  l’équation  (1)  et  l’équa¬ 
tion  y  =  <p.x,a). 


dS=  y(x,  a)  dx  +  da 


f 

O 
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2°.  —  Appliquer  au  faisceau  de  droites  :  . 
Appliquer  au  faisceau  de  droites  : 
Appliquer  au  faisceau  de  paraboles  : 
Appliquer  au  faisceau  de  cercles  : 
Appliquer  au  faisceau  d’hyperboles 


y  — a. 
y  =  ax.  . 
ax  =  y'2. 

y"2  +  x1  —  2  ax  =  0. 
xy 


a2. 


498  bis.  Changement  de  variables  :  dérivées  partielles. 

1°.  —  On  suppose  la  fonction  V  d’abord  exprimée  au  moyen  des 
coordonnées  cartésiennes  x ,  y,  r(M.  G.,  §  315)  : 

Y  =  Y(x,yyz). 

On  demande  de  leur  substituer  les  variables  r,  b,  z,  coordonnées 
cylindriques  : 


X 2  +  y- 


6  ==  arc  tg 


y 


x 


Montrer  qu’on  a  : 


bV 


bV  x  ,  bV  y 


àr 
1  bV 


_J_  .iL 

bx  r  by  r  9 


r  à  b 


bV  y  bV  x 
bx  r 


ày  r 


a) 


Interpréter  ces  formules  en  considérant  V  comme  un  potentiel;  par 
suite,  les  dérivées  partielles  comme  des  vecteurs  (§§  48  et  632). 

Les  formules  (1)  peuvent  encore  s’écrire  : 


bV 


br 

1  bV 


bv  ;  ,  bv  .  . 

ôxCOS0+  ô7sin0> 


r  àb 

Résoudre  par  rapport  à  : 


bV  .  .  -  bV 

_sm°  +  _C0S9. 


bV 


et 


bV 


bas  dy 

2°.  —  On  demande  de  substituer  aux  coordonnées  cartésiennes  les 
coordonnées  sphériques  : 

o  =  longitude,  =  colatitude,  r  =  distance  à  l’origine. 

Elles  sont  reliées  aux  coordonnées  cartésiennes  par  les  formules 
<M.  G.,  §  315)  : 

r2  =  x2  -f-  y2  +  æ  =  r  sin cos  cp, 
y  —  r  sin  -p  sin  cp,  z  —  r  cos 

Vérifier  qu’on  a  : 

sin  ce  1  bV 

_ i—  pnQ  t f j  rn - -  - 

br 
bV 


bV  bV  1  bV 

=  sin  <]/  cos  cp  -r-—  -f  cos  ÿ  cos  cp 


bx 

bV 

by 


•  ,  •  v/  »  .  .  .  x  oY  .  cos  cd  1  bV 

sin  <1  sm  cp  - b  cos  <1  sin  ©  —  H — ; — j - r- —  , 

1  1  Or  *  1  r  ?VL  1  sintfj  v  Am  ’ 


bV  .  ÔV 

'ô7==cos  +  -ôF  — sin^ 


r  b^  sin  ^  r  bcp  ’ 

1  bV 

r  b-}  1  sin  r  bcp 

1  bV 


r  b-} 
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Résoudre  par  rapport  à  : 


ôV  ôV  ôV 
ôr  ’  ‘ô^  ’  ôcp 


i 


3°.  —  Exprimer  l’invariance  du  vecteur.  Comparer  les  trois  quan¬ 
tités  : 


/  av  \2  ,  (  ôv \2  /  ôvy 

\  ôr  /  '  r-  \  ÔÔ  /  ‘  \  ôz  /  ’ 

/av  \2  j_  /  ôv  \2  î _ /ôv\2 

\  ôr  /  '  r\  \  ô-|  /  '  r2  sin2  \  ôcp  / 


4°.  —  Tous  les  changements  de  variables  doivent  s’effectuer  à  partir 
des  différentielles  totales  et  par  identification  des  parties  relatives  aux 
-diverses  variables  prises  pour  indépendantes.  On  a  : 


coordonnées  cartésiennes  ; 

/ 

coordonnées  cylindriques  ; 

coordonnées  sphériques. 

On  remplace,  par  exemple,  dr,  dO,  dz,  dans  la  seconde  expression 
par  leurs  valeurs  en  dx,  dy ,  dz,  et  on  identifie  avec  la  première 
expression. 

5°.  —  Il  faut  se  garder  soigneusement  d’écrire  une  équation,  si  évi¬ 
dente  qu’elle  paraisse,  sans  partir  prudemment  des  équations  fonda¬ 
mentales.  On  n’imagine  pas  les  erreurs  grossières  auxquelles  on  est 
-exposé.  Voici  un  exemple  classique  de  ces  formules  paradoxales. 

Soit  V  une  fonction  de  cc,  y,  considérée  comme  un  potentiel. 

Montrer  qu’on  a  : 

?>v  a) 

ôœ  •  ÔV  dx  *  '  ' 


dV 

dV: 

dV 


ÔV  7  .  ÔV  ,  ,  ôV  . 

dx+^dy  +  ^dz, 


dx 

ÔV 

ôr 

ÔV 

ôr 


**  +  ir  + 


ÔZ 

ÔV 

ôz 


dz, 


7  |  ÔV  , .  .  ôV  , 

dr  —j — r-p  di/  -4-  - - d 

ô-b  T  ' 


O  CD 


'rJ 

P 


Interpréter  au  moyen  de  vecteurs. 
Interpréter  la  même  équation  ; 

ôz  ôi/ 01/ 

ôx  *  ôz  ôcc  ’ 


au  moyen  d’une  surface.  On  utilisera  la  figure  209  du  Cours  de  M.  G. 
Assurément  une  dérivée  partielle  est  un  quotient  en  ce  sens  qu’on  a: 

mais  il  ne  résulte  pas  de  là  qu’on  puisse  simplifier  le  premier  membre 
-de  l’équation  (5). 
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499.  Équations  aux  dérivées  partielles  où  n’entrent  que  les 
dérivées  relatives  à  une  variable. 

L’intégration  se  fait  comme  pour  les  équations  différentielles  ordi¬ 
naires;  on  est.  conduit  à  introduire  une  fonction  arbitraire  des  autres 
variables  indépendantes. 

Voici  quelques  exemples  ; 


p2 — =  «, 

-^=V«  +  2y, 

z  —  x\fa  -\-2y  +  9  (y). 

q~  —  2x  =  a , 

+  2x  , 

z  =  y  \^a  -\-2x  +  9  (x). 

V  = 

z  =  x*y  +  9  (t/)A 

pxy  +  az  =  0, 

zy  .  xa  =  9  (y). 

2°.  —  Soit  à  intégrer  : 

+f(y)x=°- 

Montrer  que  l’intégrale  est  : 

*  =  ?  (y)  sin  (\/f{y)  .  x)  -f  (y)  cos  (yjfïÿ) .  x). 
9  (y)  et  ^  (y)  sont  des  fonctions  arbitraires  de  y. 


500.  Équations  aux  différentielles  totales  intégrables. 

i°.  —  A  supposer  deux  variables  indépendantes,  on  ramène  ces  équa¬ 
tions  à  la  forme  : 

dz  =  pdx  -f-  qdy.  (1) 

Pour  qu’il  soit  possible  de  trouver  une  fonction  z  =  f{x ,  y ),  il  faut 
qu’on  ait  (M.  G.,  §  21)  : 

dp _  dq 


d  -y  dx  ’ 

On  commencera  par  vérifier  que  cette  condition  est  satisfaite. 


(2) 


Posons  :  p  =  y(x,  y),  q  =  'b(x,  y).  ** 

Il  faut  donc  trouver  une  fonction  z  —  f(x ,  y ),  qui  satisfasse  simul¬ 
tanément  aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles  : 

-§■ =+(*.»)• 

La  méthode  consiste  à  intégrer  l’une  d’elles,  la  première  par 
exemple,  ce  qui  introduit  une  fonction  arbitraire  de  y  ;  on  détermine 
cette  fonction  par  substitution  dans  l’équation  encore  inutilisée. 

Voici  des  exemples. 

2°.  —  (1  -p  x  "+  V  +  z )  dx  dy  dz  =  0. 

Nous  avons  :  p  = —  (1 -f -x  +  y  +  z),  q  =  —  i. 


(l  +  g)  =  0, 


(3) 

(4) 
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Donc  l’équation  est  intégrable. 

dz 

Da  seconde  équation  (4)  donne  :  = z-\-  y  =  y{x). 

Dans  la  première  équation  (4),  transportons  la  valeur  de  p;  on  a  : 

-<i+*  +  v  +  *)=-(i  +  *  +  i p)  =  ê-  (5) 

D’où  la  solution  :  e*  (a?  -f  y  -f*  z)  =  Constante. 

On  remarquera  que  l’équation  (5)  ne  contient  plus  ni  z  ni  y  ;  il  est 
en  effet  nécessaire,  pour  que  l’intégration  soit  possible,  qu’il  ne  subsiste 
que  o  et  x.  On  démontre  qu’il  en  est  toujours  ainsi  quand  la  condi¬ 
tion  (2)  est  satisfaite. 

3°.  —  Soit  à  intégrer  : 

(y  +  z)ydx  +  (x+z)zdy  +  (y  —  x)ydz  =  0. 

Il  faut  satisfaire  aux  équations  : 

_ _  y  -f  z  _ _ùz_ _  x  -f  z  z. 

^  ôæ  y  —  x  9  y  dy  y  —  x  y  *  *  ' 

La  première  donne  immédiatement  : 

y  +  z  =  (y  —  x)<p(y).  (7) 

Substituons  dans  la  seconde;  il  faut  pour  que  l’équation  soit  intégrable 
que  z  et  x  disparaissent. 

De  (7)  on  tire  : 

i  +  l=f  +  (y  —  æ)?'  =  ?  +  ?'• 

T 

De  (7)  on  tire  encore  : 

(x  +  z)  =  (y  —  æ)(«p  —  1). 

Transportant  dans  (6),  il  reste  : 

<?=(!-?)  +  jLy£-ï'. 

Toutes  réductions  faites,  il  reste  : 

y?'  +  ?(?—!  )=o. 

D’où  enfin  : 

y(x  +  z)  =  C(y  +  z). 

501.  Équations  aux  différentielles  totales  non  intégrables. 
Équations  de  Pfaff. 

1°.  —  Soit  donnée  par  exemple  l’équation  (dite  de  Pfaff)  : 

dz  =  xdy  —  ydx .  (  1  ) 

La  condition  (2)  du  §  500  n’est  pas  satisfaite;  on  ne  peut  trouver  une 
fonction  z  =  f(x,y),  qui  satisfasse  à  l’équation  (1)  :  celle-ci  ne 
convient  donc  à  aucune  surface. 
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Mais  établissons  entre  x,  y  et  z  une  relation  arbitraire;  l'équation 
aux  différentielles  totales  devient  une  équation  différentielle  ordinaire 
entre  deux  variables  qu’on  intègre  à  la  manière  ordinaire. 

2°.  —  Posons  par  exemple  : 

x  =  ^T  .cos  t,  y  =  yjT  .  sin  t,  (2) 

où  T  est  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  t  et  T'  sa  dérivée.  Substi¬ 
tuons  dans  (1);  il  vient  : 

z  =  T(t).  (3) 

L’ensemble  des  équations  (2)  et  (3)  représente  une  courbe. 

Montrer  que  la  torsion  t  de  ces  courbes  est  donnée  par  l’équation 
(M.  G.,  §406): 

t  =  1  -f-  +  y*' 


502.  Équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  du  pro- 
mier  ordre. 

4°.  —  On  démontre  simplement  la  proposition  suivante. 

Soit  donnée  l’équation  aux  dérivées  partielles  : 

P p  +  Qg  =  R.  (1) 

Considérons  le  système  d’équations  différentielles  ordinaires  simul¬ 
tanées  : 


dx  du  dz 

t-=it==tc-  (2) 

Soient  ft  ( x ,  y,  z)  =  a ,  (x,  y,z)  =  p , 

les  intégrales  de  ce  système.  L’intégrale  de  l’équation  (1)  est  a  =  ?((3), 
où  o  est  une  fonction  arbitraire. 

i 

Remarque.  De  la  symétrie  de  l’équation  (2)  résulte  que  les  trois 
équations  : 


P 

Q 

R 


dz 

dx 

dx 

dÿ 

ü]£ 

dz 


+  Q 
+  R 
+  P 


dz 

W 

dx 

dz 

dy_ 

dx 


=  R, 

=  P, 

=  Q 

•  ✓ 


admettent  les  mêmes  intégrales. 

2°.  —  Appliquer  aux  exemples  suivants  : 


PV  —  qx  =  0, 
px  —  qy  =  0, 
p  —  q  =  0, 

# 

ap  +  bq  =  l9 

a  et  b  sont  des  constantes. 


z  =  v(x*  +  y*). 
z  =  <f(xy). 
z  =  y{x  +  y). 
x  —  az  =  9  {y  —  bz ). 
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ap  -f -bq  =  z,  z  =  exp  \  .  <p  (ay  —  bx). 

px  +  qy  =  a  \hr  +  y3  ,  z  =  +  +  ï(;|-). 

px  +  qy  =  0,  z  —  vilf)- 


px*  —  qxy  =  —  y*, 


3xz  —  î/2  =  3æ  .  <p  (æ>/). 

502  bis.  1°.  —  Montrer  que  l’intégrale  de  l’équation  : 

(V2’ 

:V(æ,y), 


est  : 


=Jj'\dxdy  +  ?  (x)  +  1  (y). 


où  ©  et  <L  sont  des  fonctions  arbitraires. 

i  I 

2°.  —  Intégrer  l’équation  : 

s  +  Pp  —  V  (x,  y), 

en  s’appuyant  sur  le  §  276  du  Cours  de  M.  G. 
On  trouve  : 


==  I* exp  ^ —  f  P  dy'j  dx  l J*  exp  ^  J 


Vdy  J  .  \dy  +  o  {x)  |  -f-  •]/  (y). 


503.  Attraction  ou  répulsion  en  raison  inverse  du  cube  de 
la  distance. 

Un  mobile  est  attiré  ou  repoussé  par  un  point  fixe  (origine  des  coor¬ 
données)  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  Montrer  qu’il  résulte 
du  principe  des  forces  vives  la  relation  suivante  entre  la  vitesse  v  et  la 
distance  à  l’origine  : 

**  =  6(-F— iO-  (i) 

A  quoi  correspond  le  signe  de  b? 

Interpréter  la  distance  a;  peut-elle  devenir  infinie? 

Dans  le  cas  des  forces  centrales  (M.  G.,  §  175),  la  Dynamique  fournit  la 
condition  : 

r2d6  =  2C dt  ;  (2) 

on  a  de  plus  (M.  G.,  §  80) 

+-(£)'•  ® 

Tirer  des  équations  (1),  (2)  et  (3),  l’équation  différentielle  de  la  trajec¬ 
toire.  On  trouve  : 


on  dr 
2CM=r 


(3) 
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Montrer  que  la  trajectoire  peut  être  une  spirale  hyperbolique  (M.  G., 
§  82),  une  spirale  logarithmique  (M.  G.,  §  201). 

Discuter  le  cas  général.  L’expression  (3)  est  de  la  forme  : 


\ 


On  intégrera  en  posant  : 

1  -f-  ocr2  =  î/2. 

504.  Aviateur  dans  un  vent  régulier. 

i°.  —  Un  aviateur  va  d’un  point  A  à  un  point  B  distant  de  300  kilo¬ 
mètres  du  premier  avec  une  vitesse  de  100  kilomètres  à  l’heure.  Le  vent 
supposé  de  vitesse  constante  fait  un  angle  de  45°  avec  la  droite  AB.  On 
demande  le  temps  nécessaire  au  voyage. 

2°.  —  Dans  un  vent  parfaitement  régulier  de  vitesse  v.  l’aviateur  accom¬ 
plit  des  virages  parfaits  de  rayon  B  avec  une  vitesse  Y. 

Montrer  que  sa  trajectoire  absolue  est  une  cycloïde.  Discuter  le  pro- 
blême  en  faisant  varier  v,  Y,  B. 

3°.  —  On  admet  comme  précédemment  que  la  vitesse  par  rapport  à 
l’air  ne  dépend  pas  de  la  vitesse  de  l’air  par  rapport  au  sol. 

Si  l’aviateur  va  d’abord  dans  le  sens  du  vent,  sa  vitesse  est  V  +  v; 
puis  en  sens  contraire,  sa  vitesse  est  V  —  v.  La  vitesse  moyenne  reste 
donc  la  même. 

On  demande  comment  varie  le  temps  du  voyage. 

D’une  manière  plus  générale,  soit  un  bateau  descendant,  puis  remon¬ 
tant  le  courant  d’une  rivière  avec  une  vitesse  relative  V  constante.  La 
vitesse  absolue  du  courant  est  une  fonction 'v (s),  où  s  est  la  distance 
comptée  le  long  de  la  rivière  jusqu’à  une  certaine  origine. 

La  vitesse  absolue  du  bateau  est  donc  à  chaque  instant  <ï>=Viiir. 

Il  est  clair  que  l’intégrale  : 


J  $ds=  Vds, 

pour  un  voyage  d’aller  et  retour  est  indépendante  de  v. 
Étudier  le  temps  d’un  voyage  aller  et  retour  : 


Calcul  fonctionnel. 


505.  Définition  et  exemple. 

Il  s’agit  de  déterminer  la  forme  d’une  fonction  d’après  une  relation 
donnée. 


Yoici  un  exemple  de  la  manière  de  traiter  ces  sortes  de  problèmes. 
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On  demande  une  fonction  cp  continue  telle  qu’on  ait  identiquement  : 

9  (xy)  =  cp  (x)  .  cp  (y); 

x  et  y  sont  des  nombres  quelconques. 

Prenons  les  logarithmes  et  dérivons  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  y. 

Posons  xy  =  t.  On  a  : 


D’où 


log  9  ( x )  +  log  9  ( y )  =  log  9  (xy)  =  Iog  9  (t). 

1  dcp  ( x )  _  1  dcp  (t)  to  _  1  dcp  (£)_ 

cp  (x)  dx  cp  (t)  dt  dx  cp  (t)  dt 

1  dcp  (y)  _  1  dcp  (t)  1  dcp  (0 

cp  (0  d£  ô?y 


?  (y)  rfy 

x  dcp  (x)  _  y 


V , 


x. 


cp  (0  d£ 

-  ==  Constante  =  a. 


cp^)  dx*  cp  (7/)*  dy 
intégrant  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations,  il  vient  : 


cp  (x)  =  xa, 

où  a  est  une  constante  arbitraire. 

On  a  effectivement  :  xa  .  ya  =  ( xy)a . 

Voici  une  série  de  problèmes  qu’on  traitera  de  même  : 


?  (x  +  y)  =  cp  (x)  +  cp  (y), 

?  (xy)  =  cp  (x)  .  cp  (y), 

¥  (y  :  x)  =  cp  (?/)  :  cp  (x), 

cp  (xy)  =  cp  (x)  +  cp .(2/), 

?  (y  :  »)■=  ?  (y)  —  ?  0*0, 

cp(x  +  y)  =  cp  (x)  .  cp  (y), 

>  (x2  +  y*)  =  cp  (x2) .  cp(?/2), 

S)=tW  + 


? 


( 


cp  (x)  =  ax. 

*  cp  (x)  =  xa. 
cp  (x)  =  xa. 
cp  (x)  =  a  log  x, 
cp  (x)  =  a  log  x. 
cp  (x)  =  ax  =  emx. 

1 

cp  (x)  =  exp  (mx2). 
cp  (x)  =  tg  ax, 

?(*/)• 


/ 
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CHAPITRE  XXI 


PROBLÈMES  DANS  L’ESPACE 


506.  Horoptère. 

y  S 

1°.  —  On  donne  la  tangentoïde  :  Xz  =  tg-2|r. 


On  vérifiera  que  cela  revient  à  poser  :  BC  =  2t:R. 

On  enroule  de  manière  à  obtenir  un  cylindre  circulaire. 
Montrer  que  l’on  a  : 

x  =  Rcos-^-,  y  =  R  sm 


Fis.  339. 


Éliminant  le  paramètre  s,  on  trouve  : 


2  AZ 

1  +  A  V  ’ 


2 

1  4-  A2*2 


La  courbe  obtenue  s’appelle  horoptère. 

Effectuer  matériellement  l’opération  avec  une  feuille  de  celluloïd. 

2°.  —  Montrer  que  sa  projection  sur  le  plan  xOz  est  une  cubique 
d’Agnesi  (§  204);  que  sa  projection  sur  le  plan  yOz  est  une  ^serpentine 
<§203).  .  “ 
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\ 

Montrer  que  les  tangentes  à  l’horoptère  coupent  le  plan  xO y  suivant 
une  cardioïde  (M.  G.,  §  144;  limaçon  de  Pascal  à  rebroussement,  186). 

3°.  —  Pour  simplifier,  posons  : 

1 

z  =  y  tg  t,  £c  =  Rcos2 t,  ?/  =  Rsin2t. 

Calculer  l’équation  du  plan  osculateur,  le  rayon  de  courbure  et  la 
torsion  (  M.  G.,  §§  404,  405,  406). 

_  .  -  ^  x 

507.  Courbe  de  Viviani. 

1°.  —  On  donne  une  demi-onde  de  cosinusoïde  : 

z  =  2Rsin-^-r.  (1) 

Cela  devient  à  poser  (fig.  340)  :  BC  =  2:rR. 

On  enroule  de  manière  à  obtenir  un  cylindre  circulaire.  On  a  : 

cc  =  R  cos  ~ ,  ?/  =  Rsin-^-.  (2) 

La  courbe  donnée  par  les  équations  (1)  et  (2)  en  fonction  du  para¬ 
mètre  s  est  appelée  courbe  de  Viviani. 


Effectuer  matériellement  les  opérations  avec  une  feuille  de  celluloïd. 
On  remarquera  que  si  on  prenait  non  plus  une  demi -onde,  mais  une 
onde  entière  (M.  G.,  §  419),  la  courbe  obtenue  serait  une  ellipse  plane. 

2°.  —  Montrer  que  la  courbe  de  Viviani  est  sur  une  sphère  de  centre  A  ; 
on  a  en  effet  :  ( x  -f  R)2  -f  y*  -p  z2  =  4R2. 

On  peut  donc  la  considérer  comme  intersection  d’une  sphère  de 
rayon  2R  et  d’un  cylindre  circulaire,  dont  le  rayon  de  base  est  R  et  dont 
une  des  génératrices  passe  par  le  centre  de  la  sphère.  La  courbe  com¬ 
plète  dessine  sur  la  sphère  une  sorte  de  huit. 

La  projection  sur  le  plan  xOz  est  uaarc  de  parabole. 
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La  projection  sur  le  plan  yOz  est  une  lemniscate  de  Gérono  (§205). 

3°.  —  Projections  stéréograpiiiques. 

On  se  reportera  aux  §§  390  et  391  du  Cours  de  M.  G. 

Prenant  le  point  BC  pour  pôle  et  yOz  pour  plan  de  projection,  la 
courbe  transformée  est  une  hyperbole  équilatère. 

Prenant  le  point  A  pour  pôle  et  encore  yOz  pour  plan  de  projection,  la 
courbe  transformée  est  une  lemniscate  de  Bernoulli  (§  274). 

Prenant  le  point  D  pour  pôle  et  xOy  pour  plan  de  projection,  consi¬ 
dérant  la  courbe  complète,  la  courbe  transformée  est  une  stropho'ide 
droite  (§  319). 

4°.  —  Prenons  comme  origine  des  coordonnées  le  centre  A  de  la 
sphère;  appelons  0  la  longitude  comptée  à  partir  de  Ox,  À  la  latitude. 
On  a  les  formules  (M.  G.,  §  315)  : 

_  x  =  2R cos  6  cos  X,  y  =  2R  sin  6  cosX,  z  =  RsinX. 

Identifier  aux  formules  (1)  et  (2)  convenablement  modifiées  et  démon¬ 
trer  que  la  longitude  d’un  point  de  la  courbe  est  toujours  égale  à  la 
latitude. 

508.  Étudier  sur  la 
sphère  les  courbes  qui  satis¬ 
font  à  l’équation  : 

4*  est  la  colatitude,  6  la  longi¬ 
tude  (M.  G.,  §  315). 

Montrer  qu’on  pourrait 
aussi  bien  écrire,  en  utili¬ 
sant  la  latitude  X  : 

>.  =  /c8. 

Quelle  est  la  protection 
sur  le  plan  xOy  (voir  §  288)? 

On  prend  le  centre  de  la 
sphère  comme  point  de  vue, 
le  plan  tangent  au  pôle 
comme  tableau.  Quelle  est  la 
projection  de  la  courbe  sur 
ce  plan  (voir  §  358)? 

Tracer  les  courbes  sur  un 
ballon  de  verre  pour  se 
rendre-  compte  de  leur 
forme.  Ou  encore  enrouler  une  ficelle  sur  une  sphère. 

509.  Enroulement  d’une  corde  sur  une  toupie. 

On  assimile  la  toupie  à  un  cône  de  révolution  (fig.  341). 

1°.  —  Montrer  que  la  projection  horizontale  de  la  courbe  cherchée  est 
une  spirale  d’Archimède  :  r  =  a9. 


I 
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L’équation  de  la  courbe  cherchée  est  donc  : 

x  =  aO  .  cos  0,  y  =  a0  .  sin  0,  z  =  ciQ  .  cotg  V, 

où  V  est  le  demi-angle  au  sommet  du  cône. 

2°.  —  Déterminer  l’angle  que  la  tangente  PR  à  la  courbe  au  point  P 
fait  avec  la  génératrice  de  contact.  Déterminer  le  lieu  de  sa  trace  R  sur 
le  plan  xOy.  Donner  l’équation  de  la  surface  développable  qu’elle 
engendre. 

3°.  —  Déterminer  le  lieu  de  la  trace  Q  sur  xOy  de  la  droite  PQ  qui 
est  normale  à  la  courbe  au  point  P  et  qui  est  située  dans  le  plan  tangent 
POQ  au  cône  en  ce  point  P. 

510.  Autre  courbe  enroulée  sur  un  cône  de  révolution. 
Hélice  conique. 

1°.  —  Un  double  cône  circulaire  roule  sur  deux  droites  AR,  AC,  que, 
pour  précRer,  nous  supposons  d’abord  horizontales.  Sa  base  circulaire 
reste  dans  le  plan  vertical  passant  par  la  bissectrice  de  l’angle  ARC.  On 
demande  le  lieu  du  point  de  contact  de  l’un  des  cônes  avec  la  droite  AB 
ou  AC,  sur  lesquelles  il  roule  sans  glisser . 

c 


Montrer  que  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  l’arc  ds  de  la  courbe 
gauche  demandée,  est  d’être  proportionnel  à  la  variation  dz  (fig.  341). 

2°.  —  D’une  manière  générale,  la  courte  enroulée  sur  le  cône  circu¬ 
laire  a  pour  équations  : 

x  —  r  cos  0,  y  =  r  sin  0,  z  =  r  cotg  V. 

« 

Il  faut  définir  la  fonction  r  =  <p(0). 

Montrer  que  l’on  a  ici  : 


r  =  exp(ni0). 


« 


* 
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On  retrouve  les  courbes  étudiées  au  §  426  du  Cours  de  M.  G. 

On  construira  effectivement  le  double  cône  en  papier  et  on  tracera  la 
courbe  en  utilisant  pour  droites  AB,  AC,  les  bords  supérieurs  de  deux 
planches  dressées.  Il  suffira  de  les  imbiber  d’encre  et  de  faire  rouler  le 
double  cône. 

3°.  —  Déterminer  le  lieu  des  points  R  et  Q  (fig.  341).  Quelle  est  l’équa¬ 
tion  de  la  surface  développable  lieu  des  tangentes  à  la  courbe  gauche? 

4°.  —  On  sait  que  l’appareil  représenté  ligure  342  a  été  employé  dans 
l’enseignement  élémentaire  pour  démontrer  que  le  centre  de  gravité  tend 
toujours  à  s’abaisser.  Soit  B  l’angle  des  planchettes  formant  le  support; 
(3  est  l’angle  que  font  maintenant  avec  le  plan  horizontal  les  droites  AB, 
AC.  Soit  comme  plus  haut  V  le  demi -angle  au  sommet  des  deux  cônes. 
Déterminer  la  trajectoire  du  centre  de  gravité  et  les  conditions  d’équi¬ 
libre  du  double  cône  pour  un  angle  BAC  =  2a,  donné. 

• 

511.  Intersection  d’une  sphère  et  d’un  cône  de  révolution. 

Sur  un  cône  de  révolution,  on  prend  un  point  P  situé  à  la  distance  a 
du  sommet.  De  ce  point  comme  centre,  avec  une  ouverture  r  de  compas, 
on  décrit  une  courbe  C  (intersection  du  cône  avec  la  sphère  de  centre  P 
et  de  rayon  r). 

«j  * 

On  développe  le  cône.  Trouver  l’équation  de  la  courbe  C  devenue 
plane.  La  construire. 

Faire  varier  le  rapport  de  r  et  de  a. 

Effectuer  l’opération  sur  un  cône  de  carton. 


512.  i°.  —  On  considère  toutes  les  droites  qui  passent  par  un 
point  P  du  plan  xOy  et  sur  lesquelles  les  plans  rectangulaires  xOz  et  yOz 
interceptent  un  segment  de  longueur  constante  2 a. 

Montrer  qu’elles  forment  un  cône  du  quatrième  degré.  Déterminer  les 
traces  de  ce  cône  sur  les  plans  xOz  et  yOz  (courbes  C,  et  C2). 

On  supposera  le  point  P  sur  la  droite  D  : 

x  +  y  =  1. 

On  choisira  la  longueur  du  segment  2 a  et  on  tracera  la  famille  des 
courbes  Cl  et  C2,  obtenues  quand  le  point  P  occupe  toutes  les  positions 
possibles  sur  la  droite  D. 

2°.  —  Montrer  que  les  droites  sur  lesquelles  les  plam  rectnn notaires 
xOz  et  yOz  interceptent  un  segment  de  longueur  constat,  sont 

contenues  dans  un  plan  n,  enveloppent  une  hypocycloïde  à  quatre  rebrous¬ 
sements  (M.  G.,  §  131)  ou  une  courbe  parallèle. 


513.  Coniques  sphériques. 

i°.  —  On  coupe  la  sphère  : 

x~  +  y*  +  z“  =  1  ?  (i) 

par  le  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  03  et  ayant  pour  base 


l’ellipse  : 


X' 


_ .  y  —  i 

sin-  a  1  sin-  b 


-  (2) 


PROBLÈMES  DANS  L’ESPACE  375 

Les  points  F,  F',  sont  situés  dans  le  plan  xOz  à  une  distance  angulaire  : 


arc  PF  =  arc  PF'  =  c, 

définie  par  l’équation  : 

cos2  c  =  cos2  a  :  cos2  b. 

■  \ 

Joignons-les  à  un  point  M  quelconque  de  la  courbe  ci-dessus  obtenue. 
Montrer  qu’on  a  : 

.N 

arc  FM  +  arc  F'M  =  2a  (3) 

On  posera  : 

arc  FM  =  p,  arc  F'M  =  pf. 

Le  point  M  est  défini  par  sa  longitude  cp  et  sa  colatitude 


La  relation  (3)  permet  d’appeler  la  courbe  obtenue  une  ellipse  sphé¬ 
rique;  montrer  qu’on  peut  aussi  bien  l’appeler  une  hyperbole  sphérique. 

2°.  —  On  retrouve  les  propriétés  de  Veüipse  plane  quand  on  prend  a 
et  b  assez  petits. 

Chercher  les  projections  de  l’ellipse  sphérique  sur  les  plans  xOz  et  yOz. 

Cas  particulier  :  quelle  que  soit  la  distance  des  points  F;  F',  montrer 
que  la  courbe  définie  par  la  relation  : 

P  +  ?'  =  w, 

est  un  grand  cercle. 

3°.  —  Montrer  que  par  l’intersection  des  surfaces  (1)  et  (2),  on  peut 
mener  un  cône  du  second  degré  ayant  le  centre  de  la  sphère  pour  som¬ 
met  (M.  G.,  §  336, 5°).  Donc  les  coniques  sphériques  peuvent  être  définies 
comme  intersections  d’une  sphère  et  d’un  tel  cône. 
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514.  Polygones  sphériques. 

i°.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  dans  un  petit  cercle,  la  somme  de 
deux  angles  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

a  +  c  =  b.+  d. 

Que  devient  le  théorème  pour  les  quadrilatères  plans  (M.  G.,  §  74)? 

2°.  —  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  un  petit  cercle.  Les  points  A 
et  B  sont  fixes;  G  est  mobile.  Montrer  qu’on  a  : 

>  A  +  B  —  G  =  Constante. 

Que  devient  le  théorème  pour  le  triangle  plan? 


Fig.  344. 


515.  Joint  de  Cardan  {Mécanique  rationnelle,  §130). 

i°.  —  Sur  une  sphère,  deux 
points  A  et  B  parcourent 
deux  grands  cercles  PAP', 
PBB',  qui  font  entre  eux 
l’angle  V.  On  impose  la  con¬ 
dition  que  leur  distance 
angulaire  AB  soit  un  qua¬ 
drant.  On  demande  la  loi 
qui  régit  le  rapport  de  leurs 
vitesses  angulaires  a  et  {•/. 

On  trouve  immédiatement; 

0=  cos  a  cos  [3  +  sin  a  sin  (3  cosV, 

tg  a  tg  S  cos  V  -f- 1  =  0. 

_  a'  «_  1  —  sin2  a  sin2  V 

p~  Y~  cüs”V  • 


Entre  quelles  limites  varie  p?  Dans  quelle  position  relative  des  mobiles 
atteint-il  ses  limites? 

Calculer  la  valeur  moyenne  du  rapport  et  de  son  inverse  d’après  la 
définition  : 


2°.  —  On  peut  considérer  l’arc  AB  comme  un  solide  invariable  dont 
les  extrémités  sont  astreintes  à  glisser  sur  deux  grands  cercles  {Méca¬ 
nique  rationnelle ,  §  81). 

Montrer- que  l’axe  instantané  de  rotation  (qui  évidemment  passe  par  le 
centre  de  la  sphère)  passe  par  l’intersection  I  des  arcs  de  grands  cercles 
menés  par  A  normalement  à  PAP',  par  B  normalement  à  PBP'. 

On  remarquera  que  ces  arcs  de  grands  cercles  passent  respectivement 
par  les  pôles  a  et  b  des  grands  cercles  PAP',  PBP'. 

Étudier  le  lieu  du  point  I  et  discuter  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
d’après  la  connaissance  de  ce  lieu. 
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516.  Problème  de  Listing  :  rotations  de  l’œil  dans  son  orbite. 

i°.  —  Soient  deux  sphères  concentriques  de  même  rayon;  l’une  est 
•fixe,  l’autre  est  mobile. 

Supposons  qu’on  parte  de  la  position  primaire  et  qu’on  transporte  le 
point  A  de  la  sphère  mobile  au  point  G  (position  secondaire).  L’opération 
résulte  d’une  seule  rotation  ;  mais  le  pôle  de  cette  rotation  (trace  de  l’axe 
sur  la  sphère)  peut  occuper  une  position  quelconque  sur  le  grand  cercle 
normal  à  AG  et  mené  par  le  milieu  de  AC.  Nous  pouvons  donc  le  choisir 
arbitrairement  sur  ce  cercle.  Une  règle  détermine  notre  choix. 

Nous  poserons  (c'est  la  loi  énoncée  par  Listing  à  propos  des  rotations 
de  l’œil  dans  son  orbite, 

•c’est  du  reste  la  plus 
simple  possible)  que  la 
position  de  la  sphère  mo¬ 
bile  quand  le  point  A  est  /  /  i  \  C, 

venu  en  C,  est  celle  qui 
résulte  d'une  rotation  au¬ 
tour  dun  axe  OGt  normal 
au  plan  AOC. 

Pour  définir  le  point  G, 
nous  emploierons  les 
coordonnées  proposées 

par  Helmholtz. -Nous  fai-  \  D 

sons  tourner  l’équateur 
EAE'  autour  de  EE'  d’un 
angle  a  qui  est  V angle 
ascensionnel  ;  le  plan  EBE' 
obtenu  est  le  plan  du 
regard.  Puis  nous  dépla¬ 
çons  B  d’un  angle  fl  ( angle 
latéral)  sur  le  plan  du 
regard. 

Déterminons  les  traces  des  plans  EBE'  sur  un  tableau  normal  à  AO  : 
nous  trouvons  évidemment  des  droites  horizontales.  Les  méridiens  (plans 
menés  par  PP')  auront  pour  traces  des  droites  verticales;  les  grands 
cercles  quelconques  auront  pour  traces  des  droites  inclinées. 

Le  plan  lié  à  la  sphère  mobile  qui  coïncide  primitivement  avec  EAE' 
s’appelle  horizon  rétinien;  après  rotation  autour  de  OC1?  il  vient  en  CD. 
Il  fait  avec  le  plan  du  regard  un  angle  y  =  DCB,  qu’on  appelle  torsion. 

2°.  —  Ges  définitions  posées,  on  donne  a  et  j3. 

Calculer  l’angle  u.  définissant  le  plan  de  la  sphère  mobile  qui  reste  en 
coïncidence  avec  lui-même  pendant  la  rotation. 

Calculer  la  rotation  p=AC. 


\ 

\ 

\ 

N 

EV 

\p\' 

N. 

v/ 

/ 

Fig. 


345. 


Calculer  la  torsion  y.  Montrer  qu’on  a  tgy  = 


sin  a  sin  (3 


cos  a  -}-  cos  fl 


CD 
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3°.  —  On  donne  deux  petites  droites  Av,  A  h,  l’une  verticale,  l’autre* 
horizontale. 

On  demande  de  tracer,  sur  un  plan  normal  à  AO,  la  direction  que 
prennent  ces  petites  droites  lorsque  le  point  A  vient  en  G,  par  conséquent 
lorsque  le  point  du  tableau  A'  conjugué  de  A  vient  en  G'  conjugué  de  G. 
On  déplacera  G'  dans  le  tableau. 

4°.  —  Reste  à  définir  le  passage  d’une  position  secondaire  G  à  une- 
autre  position  secondaire.  Par  hypothèse,  la  torsion  est  la  même  dans  une 
position  secondaire  quel  que  soit  le  chemin  parcouru  pour  V atteindre;  elle 
est  la  même,  soit  qu’on  y  arrive  directement  en  partant  de  la  position  pri¬ 
maire,  soit  qu’on  y  arrive  en  passant  par  des  positions  secondaires  quel¬ 
conques1.  Autrement  dit,  la  torsion  y  pour  une  position  secondaire  (?.,  [3> 
est  complètement  définie  par  la  relation  (1). 

Montrer  que  les  axes  de  rotation  qui  permettent  de  passer  d’une  posi¬ 
tion  secondaire  G  à  toutes  les  autres,  sont  dans  un  plan  P. 

Déterminer  ce  plan. 

Il  est  évident  qu’il  passe  par  le  point  Gx  ;  il  sera  donc  complètement 
connu,  si  on  donne  l’angle  CC.2  que  fait  avec  G  le  point  C2  où  il  coupe  le 
grand  cercle  GA.  Montrer  que  cet  angle  est  :  (tt  +  p)  :  2. 

Connaissant  les  plans  P  et  ü  qui  correspondent  à  deux  positions  secon¬ 
daires  G  et  F,  trouver  l’axe  qui  permet  de  passer  de  G  à  r  ou  de  r  à  G. 

517.  Courbes  connodales  et  points  de  plissement. 

Étudier  la  surface 

z  =  x2  -j-  2 cixy2  +  by4,  (1) 

en  la  coupant  par  des  plans  de  niveau  z  =  z0. 

Résolvant  par  rapport  à  x ,  on  trouve  : 

x  =  —  ay~  dz  y/z  —  (b  —  a2)  y 4  . 

La  parabole  x  —  —  ay 2  joue  le  rôle  de  diamètre  des  cordes  paral¬ 
lèles  à  Ox. 

i°.  —  On  supposera  : 

b  —  a2  >  0. 

Chaque  courbe  de  niveau  admet  une  tangente  double  par  laquelle  passe 
un  plan  bitangent  de  la  surface  (1).  On  appelle  ligne  connodale  le  lieu  des¬ 
points  de  tangence  de  ces  plans  bitangents.  Montrer  que  la  projection  de* 
cette  ligne  sur  le  plan  xOy  est  la  parabole  : 

cix  =  —  by 2. 

On  appelle  courbe  spinodale  le  lieu  des  points  de  la  surîace  où  la  cour¬ 
bure  totale  est  nulle.  L’un  des  rayons  de  courbure  est  infini  (M.  G. * 
§§  461  et  478)  : 

rt  —  s2  =  0. 

On  trouve  la  parabole  : 

3  b  —  2a2  . 
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On  appelle  point  de  plissement  le  point  où  se  confondent  les  points  de 
tangence  du  plan  bitangent.  Ce  point  est  commun  à  la  spinodale  et  à  la 
connodale. 

2°.  —  On  supposera  : 

b  —  a2  <  0. 

Ce  cas  lui-même  se  divise  en  deux,  suivant  que  b  est  positif  ou  négatif. 

N.  B.  —  Nous  proposons  cet  exercice  parce  qu’en  Thermodynamique 
la  discussion  de  certains  états  d’équîlibre  se  ramène  à  l’étude  d’une 
courbe  connodale  et  de  son  point  de  plissement. 

518.  Lignes  d’ombre,  ombres  portées. 

On  suppose  un  corps  C  éclairé  par  un  point  à  distance  finie  (éclairage 
divergent)  ou  à  l’infini  (éclairage  parallèle).  Une  région  du  corps  reste 
dans  l’ombre;  on  appelle  ligne  d'ombre  la  courbe  qui  sépare  la  région 
obscure  de  la  région  éclairée.  C’est  le  lieu  des  points  de  tangence  des 
génératrices  d’un  cône  ayant  le  point  lumineux  pour  sommet;  ce  cône 
devient  un  cylindre  quand  le  sommet  s’éloigne  indéfiniment. 

On  appelle  ombre  portée  par  le  corps  C  sur  le  corps  C'  la  région  du 
corps  G'  située  à  l’intérieur  du  cône  ou  du  cylindre  définis  par  le 
corps  C.  L’ombre  portée  est  limitée  par  une  courbe  séparatrice. 

Il  est,  par  exemple,  évident  que  la  ligne  d’ombre  sur  une  sphère  est  un 
petit  cercle  pour  un  point  lumineux  à  distance  finie;  elle  devient  un 
grand  cercle  quand  le  point  s’éloigne  à  l’infini. 

La  détermination  de  la  ligne  d’ombre  revient  à  chercher  le  lieu  des 
points  de  la  surface  dont  les  plans  tangents  passent  par  un  point  donné 
ou  sont  parallèles  à  une  direction  donnée.  D’où  une  condition  qui,  jointe 
à  l’équation  de  la  surface,  détermine  une  courbe. 

La  détermination  de  l’ombre  portée  sur  un  plan  revient  à  chercher  la 
trace  des  plans  tangents  précédemment  déterminés  et  à  construire  l’enve¬ 
loppe  de  ces  traces.  Plus  généralement,  on  suppose  tracé  sur  la  surface 
un  faisceau  de  courbes  qu’on  projette  sur  le  plan  :  on  déterminç  l’enve¬ 
loppe  de  ces  projections.  Naturellement  le  choix  porte  sur  des  sections 
planes  ou  des  courbes  qu’on  peut  aisément  calculer,  celles  qui  dans 
nombre  de  cas  définissent  la  surface. 

519.  1°.  —  On  fait  tourner  une  sinusoïde  : 

=  a -j- sin  z,  _  (1) 

autour  de  l’axe  Oz.  L’équation  de  la  surface  obtenue  est  (M.  G.,  §  378)  : 

^x1  -j-  y'2  =  a  -j-  sin  z  ;  (2) 

le  paramètre  a  varie  de  0  à  oc. 

2°.  —  On  éclaire  la  surface  au  moyen  de  rayons  parallèles  dont  la 
direction  est  définie  par  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y.  On  demande  les 
équations  de  la  ligne  d'ombre. 
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Il  faut  écrire  qu’en  tous  ses  points  le  plan  tangent  à  la  surface  est  paral¬ 
lèle  à  la  direction  a,  p,  y;  d’où  l’équation  : 

ax  +  $y  =  y  xl  -f  y1  .  cos  z.  (3) 

Les  équations  de  la  ligne  d’ombre  sont  (2)  et  (3). 


Sans  particulariser  le  problème,  on  prendra  le  rayon  dans  le  plan  xO z; 
on  posera  :  p  =  0,  a  =  cos  9,  y  =  sin  ?• 

L’équation  (3)  devient  : 

x  .  cos  9  =  sin  9  yjx 2  -f  y-  .  cos  z.  (3') 

3°.  —  Tracer  la  projection  de  la  ligne  d’ombre  sur  le  plan  xOz. 

4°.  —  Déterminer  la  projection  de  la  ligne  d’ombre  sur  Je  plan  xOy. 

Examiner  le  cas  où  les  rayons  sont  parallèles  à  la  tangente  d’inflexion 
de  la  sinusoïde.  Par  un  choix  convenable  d’échelle,  réalisé  par  l’équa¬ 
tion  (1),  on  peut  faire  en  sorte  que  cette  tangente  soit  à  45°. 

On  trouve  alors  pour  la  projection  de  la  ligne  d’ombre  sur  xOy  : 

O2  +  if  zh  yf  =  a-(æ2  -f  y2)  ; 
c’est  l’équation  de  deux  limaçons  de  Pascal  (§  429). 


(4) 
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Discuter  l’équation  (4)  en  faisant  varier  a  de  0  à  oc. 

5°.  —  Déterminer  l’ombre  portée  par  la  surface  (2)  sur  un  plan  paral¬ 
lèle  à  yOz.  Quelle  relation  la  courbe  séparatrice  obtenue  a- 1- elle  avec  la 
projection  orthogonale  de  la  ligne  d’ombre  sur  le  même  plan? 

Déterminer  l’ombre  portée  par  la  surface  (2)  sur  le  plan  xOg. 

On  considérera  la  surface  comme  composée  d’une  infinité  de  parallèles 
obscures  qui  se  projetteront  suivant  des  ellipses  :  on  prendra  l’enveloppe 
de  ces  ellipses.  - 

On  peut  encore  considérer  la  ligne  séparatrice  de  l’ombre  portée  comme 
l’enveloppe  des  traces  des  plans  tangents. 


Volumes  et  aires. 

520.  Formule  des  deux  niveaux. 

i°.  —  Un  solide  est  engendré  par  le  déplacement  d’une  aire  plane  S 
qui  reste  parallèle  à 
elle-même  (translation). 

Elle  est  limitée  par  une 
courbe  qui  se  déforme 
pendant  le  mouvement 
etquiestseulementassu- 
jettie  à  la  condition  que 
l’aire  S  soit  une  fonction 
linéaire  de  la  distance 
de  son  plan  à  un  plan 
origine. 

Prenons  -  le  ppur  plan 
xOg ;  nous  avons  donc  : 

S  =  a-\-hz.  Fig.  347. 

Montrer  que  le  vo¬ 
lume  Y  du  solide  compris  entre  les  cotes  z0  et  zif  est  donné  par  la 
formule  : 

v  =  A(So  +  s,). 

h  =  z,  —  z0; 

S0  et  S,  sont  les  bases,  c’est-à-dire  les  aires  qui  correspondent  aux 
limites  z0  et  zv 

2°.  —  Énoncer  dans  quelles  conditions  la  proposition  s’applique  à  un 
-conoïde  droit  (M.  G.,  §  437).  On  prendra  pour  plan  directeur  le  plan  yOz 
par  exemple;  conformément  à  la  définition,  la  directrice  sera,  par 
exemple,  la  droite  AB. 

Peut-on  généraliser  pour  le  conoïde  oblique? 
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521.  Formule  des  trois  niveaux  ou  de  Simpson. 

i°.  —  Un  solide  est  engendré  par  le  déplacement  d’une  aire  S  qui  reste 


parallèle  à  elle-même  (translation), 
se  déforme  pendant  le  mouvement 


Elle  est  limitée  par  une  courbe  qui 
et  qui  est  seulement  assujettie  à  la 
condition  que  l’aire  S  soit  une 
fonction  du  second  degré  de  la 
distance  de  son  plan  à  un  plan 
■  origine. 

Prenons-le  pour  plan  xOy;  nous 
_  avons  donc  : 

S  ==  ci  -j-  bz  -j-  cz 2. 

Montrer  que  le  volume  V  du 
solide  compris  entre  les  cotes  z0 
et  zt  est  donné  par  la  formule  : 

V  =  4(S„  +  4M  +  S,). 

M  est  l’aire  pour  la  cote  moyenne  : 

(zo  +  zi)  •  2  ; 


on  a  comme  précédemment  :  h  =  zl  —  z0  ; 

$0  et  SfSont  les  aires  des  bases. 

La  fonction  S  ne  doit  pas  changer  de  signe  dans  l’intervalle  de  z0  à  zv 
2°.  —  Appliquer  le  théorème  à  la  pyramide,  au  cône. 

Les  aires  S  sont  des  polygones  ou  des  coniques  semblables. 

Montrer  qu’on  a  : 

V  =  -|  (S0  +  St  +  v^). 

3°.  —  Segment  sphérique  ;  volume  engendré  par  un  segment 

CIRCULAIRE. 

On  appelle  segment  sphérique  le  volume  limité  dans  une  sphère  par 
deux  plans  parallèles.  Montrer  qu’il  a  pour  expressions  équivalentes  : 


V=  A  p/is  +  3(S0  +  S,)]  =  Mh  —  . 


On  appelle  segment  circulaire  l’aire  limitée  dans  un  cercle  par  deux 
cordes  parallèles.  En  particulier,  montrer  que  le  volume  engendré  par 

le  segment  ABC  tournent  autour  de  l’axe  ZZ  a  pour  expression  : 

*  • 

V  =  4-*ABî. 

o 


Si  la  corde  AB  est  parallèle  à  ZZ,  le  volume  devient  :  V =Tth3  :  6. 

Le  rayon  de  la  sphère  a  disparu. 

4°.  —  Appliquer  au  cas  où  la  surface  latérale  limitant  le  solide  est  du 
second  degré. 
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Les  aires  S  sont  des  coniques  semblables. 

En  particulier,  quel  est  le  volume  d’un  ellipsoïde  de  demi-axes  a ,  b ,  c? 

522.  Jaugeage  des  tonneaux. 

i°.  —  On  assimile  le  tonneau  à  une  portion  d’ellipsoïde  de  révolution 
■et  on  applique  la  formule  de  Simpson.  Montrer  qu’on  a  pour  le  volume  : 

V  ==  0,2618 . 7i(2D2  +  d2), 

■en  appelant  h  la  distance  des  fonds,  d  le  diamètre  des  fonds  (jables )  et  D 
le  diamètre  du  cercle  central  (bouge). 

2°.  —  Quel  volume  obtient- on  en  considérant  le  tonneau  comme  un 
■cylindre  de  diamètre  (D  -f  d)  :  2  et  de  hauteur  /t? 

3 —  Quel  volume  obtient-on  en  considérant  le  tonneau  comme  deux 
troncs  de  cône,  c’est-à-dire  en  négligeant  la  courbure  des  douves  sup¬ 
posées  coupées  en  deux  dans  le  sens  de  leur  longueur? 

523.  Surfaces  réglées. 

4°.  —  Montrer  que  la  formule  des  trois  niveaux  s’applique  à  une  sur- 


Fig.  349. 


face  réglée  quelconque  (M.  G.,  §  428). 

On  donne  la  droite  génératrice  A  sous  la  forme  : 

x—lz  +  p,  y  —  mz  -f  q ; 

i,  m,  p,  q,  sont  des  fonctions  d’un  paramètre;  par  exemple,  on  prendra 
pour  paramètre  l’angle  a  que  fait  avec  Ox  le  vecteur  OA  allant  de  l’ori¬ 
gine  à  la  trace  A  de  la  droite  A  sur  xOy.  Si  l ,  m,  p,  g,  sont  des  fonc¬ 
tions  circulaires  de  a,  quand  on  revient  en  un  point  de  la  courbe  qui 
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limite  la  section  droite  dans  le  plan  xO y,  après  un  tour  complet,  on 
retrouve  la  même  génératrice. 

Exprimer  l’aire  S  de  la  section  de  la  surface  réglée,  pour  un  plan  de 
cote  z.  Montrer  qu’on  a  : 


/’tcS  /»2tc 

S  =  /  mdl z  /  (mdp  +  qdl)  +  /  qdp. 

Jo  J  o  J  o 

Peut -on  donner  à  S  une  autre  expression? 

2°.  —  Appliquer  à  la  surface  : 

x  =  (b  sin  a  —  a  cos  a)z  +  a  cos  a, 

y  =  (a  cos  a  —  b  sin  a)z  +  b  sin  a. 

Quelles  sont  les  formes  des  sections  parallèles  à  aQz/? 


524.  Coin  cône  de  Wallis. 

i".  —  Déterminer  le  volume  limité  par  le  conoïde  dont  les  génératrices 

s’appuient  sur  O  y  et  sur  un 
demi -cercle  de  rayon  b,  paral¬ 
lèle  à  yOz  et  dont  le  centre  est 
sur  Ox  à  une  distance  OA  =  a. 

2°.  —  Déterminer  l’aire  de  la 
surface. 

Remarque.  —  Le  coin  cône 
de  Wallis  est  un  cas  particulier 
de  la  voûte  d'arête  en  tour 
ronde  (M.  G.,  §  438). 

525.  Problème  de  Vi- 

Fig.  350.  viani. 

i°.  —  On  demande  d’évaluer 
Faire  de  la  portion  d’une  sphère  de  rayon  a  découpée  par  un  cylindre.  On 
prendra  la  section  droite  du  cylindre  comme  plan  xOy;  soient  r,  0,  les 
coordonnées  polaires  dans  ce  plan. 

S’appuyant  sur  les  formules  du  §  375  du  Cours  de  M.  G.,  commencer 
par  mettre  l’aire  à  évaluer  sous  la  forme  : 


Une  intégration  est  toujours  possible;  on  ramène  aisément-à  la  forme  : 


S  =  —  r2  .  dô. 


(1) 


2°.  —  Pour  aller  plus  loin,  il  faut  se  donner  la  section  droite  du 
cylindre. 


X 
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Par  exemple,  c’est  un  cercle  de  diamètre  a  passant  par  le  centre  0  de 
la  sphère  :  r  —  a  cos  0. 

Achever  l’intégration. 

3°. — Appliquer  à  la  courbe  (§245)  : 

r*  =  a2  cos  0. 

•  ^ 

4°.  —  On  remarquera  qu’en  intro¬ 
duisant  la  colatitude  ^  (M.  G.,  §  315), 
la  formule  (t)  devient  : 

S= —  J '  a^C0S'\/.dQ  =  a*J'J>  sin'}d'}cO, 

souvent -employée  pour  évaluer  des 
aires  limitées  par  des  courbes  don¬ 
nées  sur  la  sphère  en  coordonnées 
sphériques. 


Fig.  351. 


Problèmes  cl’ Astronomie  usuelle. 

Il  ne  s’agit  pas  ici  de  faire  en  quelques  pages  un  compendium  d’Astro- 
nomie.  Il  s’agit,  comme  exercices  de  Trigonométrie  sphérique ,  de  mettre 
en  équations  et  de  discuter  les  problèmes  élémentaires  de  Géographie  et 
d’Astronomie  que  chacun  de  nous  s’est  nécessairement  posés  et  qui,  dans 
les  traités  spéciaux,  sont  noyés  au  milieu  d’une  infinité  de  beaux  pro¬ 
blèmes  n’intéressant  que  les  techniciens. 

Nous  trouvons  qu’il  est  plus  amusant  d’apprendre  la  Trigonométrie 
sphérique  en  résolvant  quelque  problème  pratique  qu’en  s’escrimant  sur 
des  formules  in  abstracto.  Du  reste,  nous  n’espérons  pas  rallier  à  cette 
thèse  les  mathématiciens  de  métier;  ils  s’appuient  sur  des  principes 
pédagogiques  qui  n’ont  rien  de  commun  avec  les  nôtres. 

526.  Distance  de  deux  points  situés  à  la  surface  de  la 
Terre.  Aires  à  la  surface  de  la  Terre. 

1°.  —  Distance  de  deux  points  dont  les  latitudes  sont  X  et  X',  et  dont  la 
différence  des  longitudes  est  L. 

On  commencera  par  calculer  la  distance  angulaire  a  : 

cos  a  =  sin  X  sin  X'  -j-  cos  X  cos  X' .  cos  L.  (1) 

Appliquer  au  calcul  de  la  distance  entre  les  villes  suivantes  (en  kilo¬ 
mètres  et  en  milles  marins,  M.  G.,  §214). 

Latitude  Longitude  par  rapport  a  Paris 


t  Paris 

48° 

50' 

11" 

/  Toulouse 

43o 

36' 

45" 

0° 

52' 

45" 

(  Brest 

00 

0 

23' 

32" 

6° 

49' 

50" 

(  New- York 

0 

0 

41' 

- 

76° 

18' 

» 

(  Marseille 

43° 

18' 

17" 

3o 

3' 

24" 

{  Alger 

36° 

47' 

50" 

0° 

41' 

54" 

E>.9:cices  de  Malb. 

gOu’". 

-  H. 

Rouasse  et  É. 

Tubriére. 
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2°.  —  Pour  deux  points  situés  sur  le  même  parallèle,  la  formule  (1) 
donne  : 

cos  a  =  sin2  X  -j-  cos  L  cos2  X.  (2) 

Comparer  a  à  la  valeur  a '  comptée  sur  le  parallèle. 

On  a  : 

a'  =  LcosX.  (3) 

Ces  deux  valeurs  sont  évidemment  les  mêmes  pour  X  =  0  (équateur) 
et  pour  X  =  tt  :  2.  Pour  quel  angle  X  donnent-elles  les  valeurs  les  plus 
différentes? 

Assurer  la  discussion  par  le  calcul  de  la  distance  de  deux  points  de 
même  latitude  X  —  tt  :  4,  distance  comptée  soit  sur  l’arc  de  grand 
cercle,  soit  sur  le  parallèle,  L  variant  de  10°  en  10°. 

3°.  —  Aires  a  la  surface  de  la  Terre. 

Calculer  de  degré  en  degré,  de  latitude  l’aire  des  rectangles  sphériques 
comprenant  un  degré  en  longitude  et  un  degré  en  latitude. 

On  commencera  par  calculer  l’aire  d’une  zone  déterminée  par  deux 
parallèles  distants  d’un  degré  de  latitude.  On  divisera  le  résultat  par  360. 

On  fera  la  preuve  en  additionnant  les  nombres  obtenus  ;  on  doit  retrou¬ 
ver  la  1440e  partie  de  la  surface  terrestre  totale. 

4°.  —  L’État  du  Colorado  est  limité  par  un  contour  formé  par  deux 
parallèles  de  latitudes  37°  et  41°,  et  par  deux  méridiens  dont  les  longi¬ 
tudes  diffèrent  de  7°. 

Calculer  la  surface  de  cet  Éïat  assimilable  à  un  trapèze  curviligne. 

Elle 'est  évidemment  égale  au  7  :  360  d’une  zone  de  hauteur  connue 
(M.  G.,  §  75). 

Comparer  cette  aire  au  résultat  obtenu  en  supposant  le  trapèze  plan  et 
ayant  des  côtés  de  même  longueur. 

Le  rayon  terrestre  est  6366  kilomètres  approximativement. 

Partant  de  là,  comment  évaluer  la  superficie  d’un  pays  tel  que  la 
France  ? 

527.  Problème  des  routes,  connaissant  le  chemin  parcouru. 

D’après  la  connaissance  du  nombre  de  tours  de  l’hélice,  ou  encore 
d’après  les  indications  du  loch  ou. d’un  appareil  analogue,  on  sait  qu’un 
navire  a  parcouru  un  chemin  s  (évalué  en  milles  marins)  correspondant 
à  un  arc  a  de  grand  cercle  (évalué  en  radian). 

La  route  fait  avec  le  méridien  géographique  un  angle  moyen  A  (évalué 
à  l’aide  de  l’indication  de  la  boussole  et  de  la  connaissance  de  la  décli¬ 
naison  magnétique). 

On  connaît  la  latitude  du  point  de  départ.  On  demande  des  formules 
d’approximation  donnant  la  variation  AX  de  latitude  et  AL  de  longitude. 
On  poussera  l’approximation  jusqu’à  c3  inclusivement. 

528.  Parallaxe. 

1°.  —  Par  le  centre  de  la  Terre  et  un  point  P  de  la  surface,  menons  un 

rayon  :  c’est  la  verticale  du  lieu  (très  approximativement).  Soit  A  un 

-  • ,  ^  \  •  « 


J 
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astre;  pour  un  observateur  situé  au  centre  de  la  Terre,  l’angle  AOZ  —  z 
est  la  distance  zénithale. 

Discuter  la  loi  de  variation  de  la  différence  z' —  z  entre  la  distance 
zénithale  z'  déterminée  au 
point  P,  et  la  distance  s  pré¬ 
cédemment  définie.  L’angle 
p  =  OAP  s’appelle  paral¬ 
laxe  de  hauteur. 

On  appelle  parallaxe 
l’angle  sous  lequel  le  rayon 
terrestre  est  vu  du  centre 
de  l’astre  A.  Comment  inter¬ 
vient-elle  dans  le  problème 
ici  posé? 

Montrer  que  de  la  diffé¬ 
rence  z'  —  z,  on  peut  dé¬ 
duire  la  distance  r  de  l’astre 
au  centre  de  la  Terre. 

3°.  —  Les  erreurs  de 
parallaxe  (mot  qui  signifie 
changement  en  grec)  se  retrouvent  à  chaque  instant  en  Physique.  Par 
exemple,  quand  on  observe  le  niveau  de  la  colonne  d’un  thermomètre 
ou  d’un  baromètre  par  rapport  à  une  graduation  gravée  sur  le  verre, 
la  position  de  l’œil  influe  sur  la  lecture. 

529.  Mouvement  du  Soleil  sur  l’écliptique;  mouvement  de 
sa  projestion  sur  l’équateur. 

i°.  —  Le  Soleil  se  meut  sur  un  plan  ( écliptique )  qui  fait  avec  l’équateur 
un  angle  w  (=23°  environ).  Sa  position  sur  l’écliptique  est  à  chaque 
instant  définie  par  la  longitude  L.  Les  coordonnées  rapportées  à  l’équa  - 
leur  et  à  la  ligne  des  pôles  sont  V ascension  droite  Æ.  et  la  déclinaison  D. 

Dans  le  triangle  rectangle  yS^'  (fig.  353),  on  a  : 

sin  D  =  sin  w  .  sin  L, 
tg  /R  =  cos  O) .  tgL. 

Si  L  est  connu  en  fonction  du  temps,  il  en  est  donc  de  même  pour  A\ 
et  D.  ^ 

3°.  —  Le  jour  vrai  est  l’espace  de  temps  qui  sépare  deux  passages  con¬ 
sécutifs  du  Soleil  au  méridien  d’un  lieu.  Supposons  que  la  Terre  fasse  un 
tour  complet  autour  de  son  axe  (jour  sidéral)  dans  le  sens  de  la  flèche  F. 
Si  au  début  de  ce  jour  le  Soleil  est  dans  le  méridien  de  ce  lieu,  à  la  fin  il 
n’y  sera  pas  revenu  ;  il  s’èst  déplacé  d’un  certain  arc  dans  le  sens  de  la 
flèche  f. 

Donc  le  jour  solaire  vrai  est  plus  grand  que  le  jour  sidéral,  puisque,  le 


Fig.  352. 
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jour  sidéral  achevé,  il  faut  un  certain  temps  pour  que  le  méridien  du  lieu 
rattrape  le  Soleil. 

Ceci  posé,  admettons  que  la  longitude  L  varie  proportionnellement  au 
temps. 

Déterminer,  dans  cette  hv- 
pothèse,  comment  varie  le 
jour  vrai  en  fonction  de  L. 

3 °.  —  Supposons  un  Soleil 
fictifs  se  mouvant  sur  V équa¬ 
teur  avec  une  vitesse  angu¬ 
laire— constante  et  revenant 
en  même,  temps"  que  le 
Soleil  S'  aux  solstices  (cercle 
de  déclinaison  F-S”S2,  où  la 
déclinaison  est  maxima  ou 
minima). 

Appelons  équation  du  temps 
le  temps  moyen  au  midi 
vrai,  c’est-à-dire  l’heure  mar¬ 
quée  par  une  horloge  réglée 
sur  le  temps  moyen,  au  mo¬ 
ment  où  se  produit  le  midi 
vrai. 

C  • 

Déterminer  la  loi  de  variation  de  l’équation  du  temps.  Elle  est  évidem¬ 
ment  nulle  aux  deux  solstices  et  maxima  aux  équinoxes  (passage  sur  la 
droite  d’intersection  de  l’écliptique  et  de  l’équateur).  Montrer  que  pen¬ 
dant  les  six  premiers  mois,  l’heure  de  temps  moyen  du  midi  vrai  est 
midi  +  quelque  chose;  que  pendant  les  six  derniers  mois,  elle  est 
midi  —  quelque  chose. 

Calculer  l’équation  pour  une  obliquité  w  =  23°,  et  un  nombre  de  jours 
égal  à  365. 

4°.  —  En  réalité,  le  problème  astronomique  réel  est  compliqué  par  la 
non-uniformité  du  mouvement  sur  l’vécliptique.  Le  Soleil  s’y  déplace  sui¬ 
vant  la  loi  des  aires  (M.  G.,  §  177,  3°).  On  ne  s’éloigne  pas  beaucoup  de  la 
vérité  en  posant  : 


Fig.  353. 


L  = 


2nt  .  2ti£ 

-tjt-  +  a  sin  ~y~; 


T  est  la  période  (année)  ;  a  est  un  coefficient  qu’on  calculera,  sachant  que 
les  déplacements  angulaires  sont  pour  un  jour  : 

au  solstice  d’hiver  (que  nous  confondons  avec  le  périgée)  :  1°  1'  11” 

au  solstice  d’été  :  57'  12” 

5°.  —  Admettant  le  mouvement  uniforme  sur  l’écliptique  et  les  nombres 
approchés  23°  et  365  jours,  déterminer  l’ordre  de  grandeur  journalier  et 
horaire  des  variations  de  la  déclinaison  solaire  D. 
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530.  Trajectoire  quotidienne  apparente  du  Soleil  dans  le  ciel. 

i°.  —  Le  Soleil  est  assez  éloigné  pour  que  nous  puissions  sans  erreur 
sensible  nous  supposer  au  centre  O  de  la  terre;  POP'  est  la  ligne  des 
pôles;  EEE'  est  l’équateur.  La  direction  OZ  est  notre  zénith;  le  plan 
normal  HSJU  est  notre  horizon. . 

Pour  un  jour  donné,  le  Soleil  semble  approximativement  se  mouvoir 
sur  un  petit  cercle  défini  par  l’angle  D  qu’il  fait  avec  l’équateur;  ü  est  la 
déclinaison.  L’angle  D  est 
variable  d’un  instantà  l’autre; 
si  nous  opérons  dans  un  in¬ 
tervalle  assez  petit,  nous  le 
pouvons  considérer  comme 
invariable.  L’amplitude  de  la 
variation  périodique  annuelle 
est  de  zb  23°  environ. 

A  chaque  instant  la  posi - 

tion  du  Soleil  est  définie  par 
l’angle  horaire  Al  qui  va¬ 
rie  proportionnellement  au 
temps  et  qui,  en  fait,  mesure 
l’angle  de  rotation  de  la 
Terre.  ' 

Le  Soleil  est  visible  pour 
nous  quand  il  est  au-dessus 
de  notre  horizon,  c’est-à-dire  Firr  35^ 

lorsque  sa  dis'ance  zénithale 

z  =  ZS  est  inférieure  à  tt  :  2.  Cette  distance  est  minima  au  midi  vrai 


(z  =  ZS,)  ;  elle  est  maxima  au  minuit  vrai  (z  =  ZSi). 

2°.  —  Ceci  posé,  on  demande  la  trajectoire  apparente  du  Soleil. 
Le  problème  est  résolu  par- la  formule  : 


cos  z  =  sin  X  sin  D  +  cos  X  cos  D  cos  Æ,  (1) 

qui  s’applique  au  triangle  sphérique  PZS  (M.  G.,  §  (39);  X  est  la  latitude 
du  lieu  d’observation.  ^ 

Discuter  cette  formule. 

3 °.  —  La  formule  (1)  ne  résout  pas  encore  le  problème.  En  effet,  spon¬ 
tanément  nous  projetons  les  astres  sur  un  cylindre  circulaire  dont  notre 
verticale  est  l’axe  (fig.  355). 

Une  génératrice  de  ce  cylindre  est  repérée  par  l’angle  A  que  fait  le 
plan  vertical  passant  par  elle  avec  le  plan  méridien;  cet  angle  s’appelle 
azimut. 

La  hauteur  angulaire  au-dessus  de  l’horizon  est  mesurée  par  une  lon¬ 
gueur  proportionnelle  à  cS  et  par  suite  à  cotg  z.  Les  cordonnées  cylin¬ 
driques  de  la  trace  apparente  du  Soleil  sont  donc  : 

h  =  cotg  z ,  A. 
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Étudier  la  forme  de  cette  trace  après  développement  du  cylindre. 

On  utilisera  la  formule  : 

si n  A  _  sin  Aï^ 

cos  D  sin  z 

En  particulier,  déterminer  sous  quel  angle  SB?  la  trajectoire  de  l’astre 

émerge  de  l’horizon.  On 
remarquera  que  le  résultat 
est  absolument  opposé  à  la 
croyance  ordinaire  que  les 
astres  sortent  normalement 
à  l’horizon. 

La  trajectoire  apparente 
est  l’intersection  d’un  cône 
de  révolution  avec  un 
cylindre  de  révolution. 

4°.  —  On  demande  la  tra- 

( 

jectoire  sur  un  plan  horizon¬ 
tal  de  l’ombre  de  l’extrémité 
d’une  tige  verticale.  Les 
coordonnées  polaires  sont 
maintenant  : 

T  =  t  o'  r  A 

‘On  se  trouve  ramené  à  la 
théorie  du  cadran  solaire 
horizontal. 

C31.  Inégalités  des  jours  et  des  nuits. 

i°.  —  Au  §  530  nous  avons  \\x  que  la  distance  zénithale  solaire  z 

s’exprime,  en  fonction  de  la. latitude  X,  de  la  déclinaison  D  et  de  l’angle 

% 

horaire  Al ,  par  la  formule  : 

cos  z  =  sin  À  sin  D  +  cos  X  cos  D  cos  Aï. 

Montrer  que  le  commencement  et  la  fin  du  jour  (abstraction  faite  de 
la  réfraction  atmosphérique)  correspondent  à  la  condition  : 

cosz  =  0,  co s  Al  = —  tgXtgD. 

Discuter  cette  formule. 

2°.  —  Que  se  passe-t-il  pour  les  points  compris  entre  les  petits  cercles 
dits  polaires  (sur  ces  cercles  la  latitude  est  90°  —  w;  w  est  l’inclinaison 
de  l’écliptique  sur  l’équateur,  c’est-à-dire  le  maximum  de  la  déclinai¬ 
son  D)? 

On  calculera,  par  exemple,  la  longueur  du  plus  grand  jour  et  du  plus 
petit  jour  pour  Paris  (X  =  48(,50r).  On  posera  :  a>  =  23°27'. 

3°.  —  Que  se  passe-t-il  à  l’intérieur  des  cercles  polaires,  en  particulier 
tur  le  cercle  (X  =  90°  —  w),  et  au  pôle  (X  =  90°)? 

Montrer  que,  pendant  une  partie  de  l’année,  le  jour  ou  la  nuit  sont  per¬ 
manents. 
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532.  Détermination  de  la  latitude  géographique. 

i°  —  Le  sextant  et  les  appareils  similaires  permettent  de  déterminer 
la  hauteur  d’un  astre  au-dessus  de  l’horizon,  c’est-à-dire  le  complément 
de  la  distance  zénithale.  Quand  l’astre  (Soleil  ou  Lune)  a  un  diamètre 
apparent  sensible,  une  correction  estuiécessaire  pour  déterminer  la  hau¬ 
teur  du  centre  de  l’astre  ;  il  faut  savoir  quel  est  le  diamètre  apparent,  par 
conséquent  connaître  (au  moins  approximativement)  l’heure  actuelle, 
puisque  le  diamètre  apparent  est  variable. 

Le  problème  que  les  marins  ont  journellement  à  résoudre  est  la  déter¬ 
mination  de  la  latitude. 

2°.  —  Latitude  par  le  passage  au  méridien  d’une  étoile  circum¬ 
polaire. 

La  ligne  des  pôles  conservant  une  inclinaison  à  peu  près  invariable,  la 
déclinaison  d’une  étoile  est  une  constante  caractéristique.  Autrement 
dit,  une  étoile  décrit  à  peu  près  rigoureusement  un  petit  cercle  AA'  de  la 
sphère  (fig.  354). 

Déterminons  les  distances  zénithales  maxima  et  minima  ZA'  et  ZA  de 
cette  étoile. 

•  •- 

On  a  évidemment  : 


On  a  de  plus  : 


Z- A'  -f-  ZA _ 7777 


=-ZP  = 


7C 

2 


d'où  À. 


1 


d’où  la  déclinaison  D  de  l’étoile. 

Une  fois  cette  déclinaison  connue,  elle  peut  servir  à  déterminer  la  lati¬ 
tude  par  une  seule  observation  méridienne  : 

FZ^PÂ  +  ÂZ,  ÂZ  =  D  —  X. 

3°.  —  Latitude  par  des  observations  circumméridiennes  solaires. 

En  mer,  il  existe  une  grande  difficulté  à  observer  l’horizon  la  nuit.  On 
préfère  déterminer  la  latitude  par  des  observations  solaires  circumméri¬ 
diennes.  Mais  il  faut  connaître  la  déclinaison  moyenne  au  moment  des 
observations,  d’où  la  nécessité  de  conserver  l’heure  d’un  lieu  donné. 

On  a  donc  des  chronomètres  étudiés  qui  donnent  à  tout  instant  l’heure 
de  Paris  ou  de  Greenwich. 

Nous  savons  que  la  déclinaison  solaire  est* boréale  et  égale  à  23f)27'  au 
solstice  d’été,  australe  et  de  même  valeur  au  solstice  d’hiver,  nulle  aux 
équinoxes.  C’est  alors  qu’elle  varie  le  plus;  sa  variation  est  voisine  de  24' 
par  jour,  de  4'  par  heure.  Comme  la  minute  d’angle  est  pratiquement  la 
limite  de  ce  que  donnent  les  sextants,  on  voit  que  l’approximation  sur 
’heure  n’a  pas  besoin  d’être  grande. 

On  supposera  effectuer  des  observations  des  hauteurs  solaires  pendant 
10  minutes  avant  le  passage  au  méridien  et  10  minutes  après  le  passage. 
On  demande  d’étudier  la  loi  de  variation  approchée  de  la  hauteur  H 
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(complément  de  la  distance  zénithale)  en  fonction  du  temps  au  voisinage 
du  maximum. 

4°.  —  Latitude  par  des  observations  extra -méridiennes. 

Le  Soleil  peut  être  invisible  au  midi  du  lieu  où  l’on  se  trouve.' 

Montrer  qu’ij  est  possible  de  déterminer  la  latitude  au  moyen  de  deux 
distances  zénithales  (ZS  et  ZS')  déterminées  en  dehors  du  méridien, 
pourvu  que  l’on  connaisse  le  temps  qui  s’est  écoulé  entre  les  observa¬ 
tions.  On  suppose  connue  la  déclinaison  moyenne  solaire.  Gomment  au 
besoin  pourra- 1- on  tenir  compte  de  sa  variation? 


533.  Détermination  du  midi  vrai  d’un  lieu. 

Le  méridien  d’un  lipu  est  le  plan  passant  par  la  verticale  du  lieu,  choisi 
de  sorte  que  les  astres  y  aient  leur  plus  grande  hauteur,  leur  plus  petite 
distance  zénithale.  11  résulte  de  là  qu’il  est  impossible  de  déterminer 
directement  la  position  du  méridien  ;  car  la  hauteur  de  l’astre,  y  devenant 
maxima,  varie  peu  au  voisinage;  l’instant  du  maximum  est  mal  connu. 

Au  contraire,  nous  venons  de  voir  que  la  valeur  de  la  hauteur. maxima 
est  facile  à  obtenir.  Si  la  déclinaison  du  Soleil  est  connue,  de  cette  valeur 
maxima  on  déduit  la  latitude. 

Mais  la  formule  fondamentale  résolue  par  rapport  à  Æ  devient  : 


cos  Æ  = 


cos 


sin  X  sin  D 


ce 


cos  X  cos  D 

Quelque  temps  avant  ou  après  le  passage  au  méridien  (deux  heures 
par  exemple),  déterminons  la  hauteur  z.  Si  la  déclinaison  D  du  Soleil  est 
connue,  ainsi  que  la  latitude  (par  exemple,  au  moyen  d’observations  cir- 
cumméridiennes),  nous  pourrons  calculer  l’angle  horaire  au  moyen  de 
la  formule  (1). 

Connaissant  l’angle  horaire  et  l’heure  de  l’observation  à  un  chrono¬ 
mètre  réglé  comme  garde-temps,  nous  pouvons  déterminer  l’heure  (à  ce 
chronomètre)  du  midi  vrai  pour  le  lieu  où  nous  sommes,  c’est-à-dire 
l’heure  du  passage  du  Soleil  au  méridien  de  ce  lieu. 

On  admet  que  (dans  de  bonnes  conditions)  le  midi  vrai  d’un  lieu  peut 
être  déterminé,  avec  un  sextant  et  dans  les  conditions  ordinaires  de  la 
navigation,  à  20  secondes  de  temps  près.  En  effet,  outre  que  les  appareils 
ne  sont  pas  d’une  précision  extrême,  il  faut  tenir  compte  du  déplacement 
du  navire  et  de  diverses  autres  corrections  sur  lesquelles  il  est  inutile 
d’insister. 


534.  Détermination  de  la  longitude  d’un  lieu  (  particulière¬ 
ment  en  mer). 

i°.  —  La  longitude  d’un  lieu  est  l’angle  compris  entre  le  méridien  de 
ce  lieu  et  un  méridien  origine.  Pour  la  déterminer,  on  s’appuie  sur  l’uni¬ 
formité  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe.  En 
24  heures  sidérales,  le  ciel  parait  faire  un  tour;  les  divers  cercles  de 
déclinaison  tracés  sur  la  sphère  céleste  viennent  successivement  coïncider 
avec  les  divers  méridiens. 
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La  détermination  de  la  longitude  se  ramène  donc  à  la  mesure  du  temps 
qui  s’écoule  entre  le  passage  d’une  étoile  au  méridien  origine  (Paris  ou 
Greenwich);  360°  correspondent  à  24  heures  sidérales ,  15°  à  une  heure, 
1o  d’angle  à  1  minute  de  temps,  15"  d’angle  à  1  seconde  de  temps. 

Ainsi  la  longitude  de  Greenwich  est  2°20'9",40  ouest;  elle  correspond 
en  temps  sidéral  à  9m2Ûs, 63. 

Si  la  mesure  de  l’intervalle  est  faite  en  temps  moyen  et  non  plus  en 
temps  sidéral ,  on  se  rappellera  que  le  jour  moyen  est  au  jour  sidéral  dans 
le  rapport  1,002  •  738.  Cela  revient  à  dire  qu’un  jour  moyen  vaut  un  jour 
sidéral  plus  3m56s,55  de  temps  sidéral.  On  a  construit  des  tables  qui  per¬ 
mettent  de  calculer  en  temps  moyen  un  intervalle  quelconque  de  temps 
sidéral  ou  inversement. 

Il  est  clair  que  le  soleil  vrai  parcourt  360°  en  24  heures  de  temps  vrai, 
que  le  soleil  moyen  parcourt  360°  en  24  heures  de  temps  moyen ,  qu’enfîn 
une  étoile  parcourt  360°  en  24  heures  sidérales.  La  réduction  est  néces¬ 
saire  quand  nous  évaluons  en  temps  moyen  le  temps  que  met  une  étoile 
à  passer  d’un  méridien  à  l’autre. 

2°.  —  Ceci  posé,  la  détermination  de  la  longitude  d’un  lieu  se  ramène 
à  la  connaissance  simultanée  des  heures  du  méridien  origine  et  du  méri¬ 
dien  local.  Autrement  dit,  nous  possédons  un  chronomètre  ejar de-temps, 
c’est-à-dire  réglé  de  manière  que  son  aiguille  tourne  d’un  tour  en  12  heures 
sidérales  ou  12  heures  de  temps  moyen,  peu  importe.  Il  n’est  même  pas 
nécessaire  qu’elle  tourne  exactement  d’un  tour  en  12  heures,  pourvu  que 
l’avance  ou  le  retard  soit  calculable.  Déterminons  l’heure,  à  ce  chrono¬ 
mètre,  du  passage  d’une  étoile  au  méridien  :  nous  connaîtrons  la  longitude 
du  lieu  si  nous  avons  l’heure  du  passage  de  cette  étoile  au  méridien  ori¬ 
gine  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  nous  avons  Vheure  de  ce  méridien. 

Quand  le  télégraphe  relie  les  stations,  on  l’utilise  pour  envoyer  l’heure  ; 
un  signal  prévient  du  passage  d’un  astre  déterminé  au  méridien  origine. 
Les  navigateurs  emploient  la  télégraphie  sans  fil  ;  on  expédie  de  la  tour 
Eiffel  à  des  heures  connues  des  trains  d’onde  qu’ils  reçoivent. 

La  solution  la  plus  usuelle  consiste  à  avoir  des  chronomètres  gardant  à 
peu  près  rigoureusement  l’heure  du  méridien  origine. 

Grâce  à  ces  procédés,  on  peut  admettre  que  le  navigateur  connaît 
l’heure  du  méridien  origine.  Il  ne  lui  reste  qu’à  déterminer  son  heure 
locale  (§  533). 

Nous  avons  vu  que,  par  des  hauteurs  solaires,  il  y  parvient  avec  une 
précision  de  l’ordre  de  20  secondes  de  temps.  Gela  correspond  à  une 
approximation  de  5'  d’angle,  de  5  milles  marins,  de  9,3  kilomètres 
environ. 

535.  Détermination  de  la  longitude  par  la  position  de  la 
Lune  relativement  aux  étoiles. 

La  Lune  se  déplace  par  rapport  aux  étoiles;  elle  fait  un  tour  du  ciel 
en  27  jours  environ.  Sa  distance  angulaire  à  une  étoile  voisine  de  son 
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écliptique  varie  donc  d’à  peu  près  360°  :  27  par  jour  ;  cela  fait  environ  13°, 3, 
soit  800'  de  variation  quotidienne. 

Supposons  que  pour  un  lieu  donné  (Paris  ou  Greenwich),  on  ait  dressé 
*  des  tables  de  la  Lune,  c’est-à-dire  qu’on  ait  calculé  sa  position  par  rap¬ 
port  aux  étoiles,  de  3  heures  en  3  heures  par  exemple,  pour  un  certain 
nombre  d’années  à  venir.  Gomme  la  Lune  est  à  une  distance  de  la  Terre 
comparable  au  rayon  terrestre  (60  rayons  terrestres),  elle  ne  se  projette 
pas  au  même  endroit  du  ciel  suivant  le  point  de  la  Terre  d’où  on  l’observe. 
Les  positions  lunaires  sont  donc  calculées  pour  l’observateur  placé  au 
centre  de  la  Terre;  il  est  nécessaire,  pour  chaque  lieu,  de  faire  une  cor¬ 
rection  de  parallaxe  (§528).  Peu  importe,  du  reste,  pour  comprendre 
l’essentiel  de  la  méthode. 

Commençons  par  déterminer,  pour  le  lieu  où  nous  sommes,  le  midi 
vrai,  c’est-à-dire  l’heure,  à  notre  chronomètre  (utilisé  comme  simple 
garde-temps) y  du  passage  du  Soleil  au  méridien.  Un  temps  connu  avant 
•ou  après  ce  passage,  déterminons  la  position  de  la  Lune  dans  le  ciel, 
soit  complètement  (position  par  rapport  à  deux  étoiles),  soit  en  nous 
limitant  à  une  seule  distance  angulaire. 

Les  tables  de  la  Lune  nous  permettent  de  calculer  pour  quelle  heure 
du  méridien  origine  (Paris  ou  Greenwich)  a  lieu  le  phénomène  que  nous 
venons  d’observer.  Nous  savons  donc  à  quelle  heure  du  méridien  origine 
correspond  l’heure  locale  que  nous  supposons  déterminée  (§  533). 

Le  calcul  de  la  longitude  s’ensuit  immédiatement. 

On  remarquera  que  cette  méthode  ne  suppose  pas  un  chronomètre 
■déplaçable  et  conservant  l’heure  du  méridien  origine.  Il  est  donc  naturel 
qu’elle  ait  été  proposée  au  commencement  du  xvne  siècle,  bien  avant 
qu’on  eût  des  chronomètres  à  ressort  spiral  acceptables.  Ce  n’est  que 
vers  1760  que  ceux-ci  devinrent  assez  précis,  c’est-à-dire  plus  d’un  demi- 
siècle  après  l’application  du  pendule  au  réglage  des  horloges  fixes. 

Mais,  à  moins  d’utiliser  des  appareils  très  perfectionnés  qui  ne  se  ren¬ 
contrent  que  dans  les  observatoires,  la  méthode  est  assez  grossière.  Il  est 
difficile,  avec  un  sextant,  d’obtenir  une  approximation  supérieure  à  la 
minute.  Une  erreur  de  1'  sur  la  distance  de  la  Lune  à  une  étoile  corres¬ 
pond  évidemment,  dans  les  cas  les  plus  favorables,  à  une  erreur  de  l’ordre 
de  27'  sur  la  longitude,  soit,  près  de  l’équateur,  à  une  erreur  sur  la  dis¬ 
tance  de  27  milles  marins,  soit  50  kilomètres. 

Nous  avons  raisonné  sur  les  positions  de  la  Lune  par  rapport  aux 
étoiles.  II  est  clair  que,  si  des  tables  nous  donnent  aussi  la  position  du 
Soleil  par  rapport  aux  étoiles,  ou  encore  directement  les  distances  du 
Soleil  à  la  Lune,  la  détermination  de  la  distance  luni -solaire  pour  une 
heure  locale  connue  permettra  de  déterminer  la  longitude  par  rapport 
au  méridien  pour  lequel  les  tables  ont  été  calculées. 

536.  Courbes  magnétiques  théoriques  à  la  surface  de  la  Terre. 

i°.  —  Par  deux  droites  OP15  OP2,  faisant  l’angle  2 a,  on  faitser  pas  des 
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plans  déterminant  des  grands  cercles.  On  demande  le  lieu  des  points  de 
la  surface  de  la  sphère  tels  que  l’angle  des  grands  cercles  y  soit  constant. 

Il  nous  importe  peu  d’avoir  l’équation  générale  du  lieu.  Il  s’agit  de 
trouver  l’allure  des  courbes  (qui  sont  les  courbes  d’égale  déclinaison  dans 
le  cas  théorique  d’un  aimant  cen¬ 
tral).  Pour  assurer  la  discussion, 
on  divisera  le  problème  en  plu¬ 
sieurs  autres. 

Soit  P  le  point  équidistant  de  Pt 
et  de  P2.  / 

'2°. —  Comment  varie  l’angle  A, 
lorsque  le  point  A  décrit  le  grand 
cercle  normal  à  OP? 

On  prendra  pour  variable  la 
longitude  L  =  KÂ,  comptée  sur 
ce  cercle. 

Comment  varie  l’angle  A, 
lorsque  le  point  A  décrit  le 
.grand  cercle  passant  par  OP  et 
situé  dans  un  plan  normal  à  Fig.  356. 

*\OP2?  _ 

On  prendra  pour  variable  la  latitude  TA  =  X. 

Il  est  du  reste  évident  que  les  arcs  PiP2  et  PlP2  correspondent  à  A  =  u, 
que  les  arcs  PiPdP2,  P2SPl,  correspondent  à  A  =  0. 

Déterminer  le  lieu  des  points  tels  qu’on  ait  :  A  =  -k  :  2,  A  =  2a. 

Ces  préliminaires  effectués,  on  déduit  sans  ambiguïté  l’allure  des 
courbes. 
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Différences  finies. 

Le  Calcul  des  Différences  finies  est  fondamental  pour  le  physicien  et 
l’ingénieur.  On  suppose,  en  effet,  que  la  fonction  est  donnée  non  par  une 
expression  analytique,  mais  par  une  série  de  valeurs  numériques  corres¬ 
pondant  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable.  Ce  n’est  que  pour  sim¬ 
plifier  et  parvenir  à  des  formules  commodes  qu’on  suppose  ces  valeurs 
également  espacées.  Nous  sommes  donc  précisément  dans  les  conditions 
expérimentales. 

537.  Différences  de  divers  ordres. 

i°.  —  Soient  des  quantités  a0,  ctl ,  cq,  ...  auxquelles  nous  donnons  les 
numéros  d’ordre  0, 1,  2,  3,  ...  Dressons  le  tableau  des  différences  A1,  A2, ... 


X 

N 

A1 

A2 

_  A3 

0 

a0 

--- 

\ 

cq  a0 

1 

al 

cq  —  2 cq  -f  cq 

cq  —  ai 

a3  —  3cq  -J-  3a  t  —  a0 

2 

cq 

a3  —  2cq  -f-  al 

Ct/ 3  " 

Cf4  —  3 a3  -f-  3ct2  —  cq 

3 

a3 

cq  —  2 a3  -j- 

a  a  a3 

4 

a4 

«5  —  2«4  +  a3 

- 

cq —  cq 

- 

5 

a5 

-  ■ 

a  6  — 2a5  +  cf4 

ci  g  a3 

■ 

6 

«6 

4 

; _ . 

Les  différentes  colonnes  se  déduisent  les  unes  des  autres  comme  la 
seconde  de  la  première. 
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2°.  —  Montrer  que  la  différence  du  nième  terme  et  du  premier  terme  de 
la  pième  colonne,  est  égale  à  la  somme  des  (n — 1)  premiers  termes  de  la 
( p  -f-  l)ième  colonne. 

Par  exemple,  on  a  : 

«3  —  «o  =  ( ai  —  ao)  +  («a  —  «i)  +  («3  —  O- 

D’où  il  résulte  que  chercher  la  somme  des  termes  d’une  colonne  jusqu’à 
un  rang  quelconque  revient  à  chercher  le  terme  général  de  la  série  for¬ 
mée  par  les  nombres  de  la  colonne  précédente. 

Nous  pouvons  exprimer  le  résultat  précédent  par  la  formule  : 

•  «  'n  • 

1 

3°.  —  Inversement,  prenons  arbitrairement  la  colonne  des  différences 

^ièmes 

Montrer  que  nous  pourrons  remplir  complètement  le  tableau,  à  la  con¬ 
dition  de  nous  donner  un  terme  de  chacune  des  colonnes  'précédentes . 

Il  n’y  a  qu’un  terme  de  chacune  d’elles  qui  soit  arbitraire. 

En  particulier,  les  différences  nièmes ,  que  nous  nous  donnons,  peuvent 
être  constantes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  différences  (n  +  l)ièmes 
peuvent  être  nu  11  es. 

4°.  —  On  remarquera  que  la  progression  arithmétique  est  telle  que  la 
différence  première  des  nombres  qui  la  forment,  soit  constante. 

Nous  reviendrons  plus  loin  là-dessus. 

538.  —  Calculer  les  différences  successives  de  : 

y  —  cx,  pour  Aæ  =  l. 

On  a  : 

\y  =  ex  + 1  —  ex  =  ex(e  —  1). 

A°-y  =  ex  +  2  —  2ex  + 1  +  ex  =  ex  (e2-2e-j-i)  =  ex(e  —  l)2. 

Continuer  le  calcul.  Démontrer  qu’on  a  : 

Any  =  ex(e  —  l)n. 

539.  Théorème  fondamental. 

1°.  —  Soit  la  fonction  y  =  Axm. 

Calculer  Ay,  A 2y,  ...  A my,+  la  variation  Aæ  de  x  étant  supposée  égale  à  1. 

Donner  les  expressions  générales. 

En  particulier  on  a  : 

Amy  =  m  !  A ,  par  suite  Am  +  ly  —  0. 

2°.  —  On  conclut  de  là  que  toute  suite  de  nombres  ai9  a2,  tt3, ...  dont 
les  différences  mièmes  sont  constantes,  par  suite  les  différences  (m  -f  l)ièmes 
sont  nulles,  est  formée  par  les  valeurs  que  prend  une  fonction  entière 
f(x )  de  degré  m,  quand  on  substitue  à  x  les  numéros  d’ordre  : 

P,  P  +  î,  P  +  2, 


•  •  • 
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Le  coefficient  de  xm  dans  f(x)  est  égal  à  la  différence  constante  divisée* 
par  m  ! . 

3°.  —  Ceci  posé,  montrer  que  'pratiquement  toute  fonction  dévelop¬ 
pable  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  peut  être  calculée  dans  un 
intervalle  assez  petit  en  admettant  que  la  différence  3ièmc  ou  4ièrae  est 
constante.  On  ramène  ainsi  les  calculs  à  des  additions. 


540.  Autre  forme  du  théorème  fondamental. 

Si  nous  donnons  la  valeur  y0  de  la  fonction  pour  æ  =  0,  ainsi  que  les 
quatre  premières  différences  A1?/,  A2?/,  A3;/,  A4?/  (la  cinquième  étant 
supposée  nulle,  c’est-à-dire  la  quatrième  constante),  nous  pouvons  dres¬ 
ser  un  tableau  donnant  par  des  additions  successives  la  valeur  de  la  fonc¬ 
tion  pour  un  ordre  x  quelconque.  Donc  il  doit  être  possible  d’établir  une 
formule  exprimant  yn  en  fonction  de  x  et  des  quatre  premières  différences 
calculées  au  moyen  des  valeurs  y0,  yi ,  y%9 ... 

Pour  simplifier  l’écriture,  posons  : 

Xxy  =  a  f  Xhy  —  b,  A3*/  =  c,  A  Ay  =  d. 

Nous  pouvons  dresser  le  tableau  suivant. 


X 

y 

A  hy 

A2!/ 

A  »y 

0 

y  9 

a 

6 

c 

d 

1 

I/o  4-  et 

a  - p  6 

6  -P  c 

c.  +  d 

d 

2 

■  I/o  -1 -  2a  -f-  & 

a  -p  26  +  c 

6  -p  2c  -p  d 

c  -p  2  d 

d 

3 

I/o  -p  3a  +  3 6  -p  c 

a  -p  36  -P  3c  +  d 

6  -p  3c  -P  3  d 

c  -p  3d 

d 

4 

i/o  -p  4a.-}-  66  -j—  4 c  -f-  d 

a  -p  46  -p  Ce  -p  4 d 

6  -p  4c  +  6 d 

c  -p  4d 

d 

5 

yQ  -j-  5 a  -j-  10  b  +  10c  -p  5 d 

a  -P  56  -P  10c  -P  10 d 

b  -p  5c  -p  1  Od 

c  -P  bd 

d 

6 

y, j  -j-  6a  -p  156  -p  20c  -p  15 d 

a  +  66  +  15c  -P  20 d 

6  ~p  6c  -P  lad 

c  -p  6d 

d 

On  vérifiera  aisément  la  formule  : 


.  x  ,  x(x 

yx  —  yo  +  ^  y  \ 


-1)  a2  .  x(x  —  i)(x  —  2)  Ao  . 

!  A  y  ~ — 1.2.  3. -  A y  + 


qu’on  met  sous  la  forme  : 

Vx  =  (i  + 

Après  développement  par  la  formule  du  binôme  (M.  G.,  §  12),  on  change 
l’acception  de  la  lettre  A  qui,  de  quantité,  devient  le  symbole  d’une  opé¬ 
ration. 

Nous  supposons  dans  notre  tableau  ANy  identiquement  nulle,  A4*/  cons¬ 
tante  ;  la  formule  est  évidemment  générale. 

541.  Calcul  des  valeurs  d’un  polynôme.  Résolution  des 
équations  numériques. 

i°.  —  Calculer  les  valeurs  du  polynôme  : 

y  =  f(x)  =  æ3  —  5æ2  -f-  6x  —  1,  (1) 

x  —  — 10,  —  9,  —  8,...  8,  9,  10. 


pour 


/ 
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D’après  la  proposition  fondamentale,  la  troisième  différence  est  cons¬ 
tante  et  égale  à  6.  On  calculera  directement  les  valeurs  de  f(x)  pour  un 
nombre  de  valeurs  de  x  permettant  de  calculer  une  valeur  de  1-y.  Il  faut 
évidemment  pour  cela  connaître  deux  valeurs  consécutives  de  \y,  trois 
valeurs  consécutives  de  x  (§  537).  Ceci  fait,  on  calculera  les  autres  valeurs 
de  y  au  moyen  des  différences. 

2°.  —  On  appliquera  la  formule  du  paragraphe  précédent.  Il  est  clair 

qu’on  retrouvera  le  polynôme  (1)  dont  on  est  parti. 

! 


542.  Construction  d’une  table  de  logarithmes. 

On  demande  de  calculer  une  table  de  logarithmes  népériens  à  cinq 
décimales  : 

y  =  lo  g  X, 

pour  x  =  600,  601,  602,...  698,699,700. 

Pour  cela  on  partira  des  formules  (voir  le  tableau  du  §  537,  et  M.  G., 
§  256 )  : 

111 

ày  =  log  (x  +  1)  —  log  x  =  —  —  +  3^5-  —  ...  ; 

i2j/  =  log  (x  +  2)  —  2  log  (x  +  l)  +  logx  =  —  (^r  —  -Jr  +  •••), 


A 3y  =  log  (x  -f-  3)  —  3  log  {x  -f-  2)  -f-  3  log  ( x  +  1)  —  log  x  = 


X' 


On  calculera  ces  différences  pour  æ  =  650,  par  exemple,  nombre 
pour  lequel  on  posera  : 

y  —  6,47697. 

On  s’arrêtera  à  la  différence  qui  paraîtra  négligeable.  Cela  revient  à 
considérer  la  différence  précédente  comme  constante. 

Par  exemple,  si  l’on  pose  N3 y  —  0,  A2*/ =  Constante,  on  effectue  le 

calcul  de  la  table  dans  l’hypothèse  que  la  fonction  y  =  \ogx  peut  être 
assimilée  à  un  arc  de  parabole  autour  de  la  valeur  æ  =  65Ü. 


543.  Construction  d’une  table  de  sinus. 

i°.  —  On  admettra  la  formule  : 


sin  a  =  a  — 


(1) 


a  est  évalué  en  radians. 

Changeant  de  variable  et  appelant  x  le  nombre  de  degrés,  on  transfor¬ 
mera  l’équation  (1).  Cela  revient  à  poser  : 


Qc  =  kx ,  sin/»:æ  =  Aa;  —  Bæ3.  (2) 

Calculer  la  valeur  de  k  et  les  coefficients  A  et  B. 

Par  hypothèse,  la  différence  troisième  est  constante.  Construire  le 
tableau  des  différences,  par  suite  des  sinus,  pour  les  trente  pre¬ 
miers  degrés.  Comparer  avec  une  table  de  sinus  naturels. 
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2°.  —  Pour  bien  montrer  au  lecteur  avec  quelle  précision  il  faut 
calculer  la  différence  supposée  constante  pour  obtenir  des  nombres 
raisonnables,  voici  la  copie  de  fragments  d'une  table  de  sinus  naturels 


à  7  décimales. 

- 

- 

sinus 

A3 

0®  N 

0 

174524 

1 

0174524 

- 

53 

174471 

53 

2 

'  0348995 

'  ; 

106 

~  r~v  ; 

174365 

54 

3 

0523360 

160 

• 

174205 

53 

4 

0697565 

213 

173992 

— 

5 

0871557 

i 

- 

- 

10 

1736482 

■- 

171608 

11 

1908090 

581 

*» 

171027 

52 

12 

2079117 

633 

170394 

53 

13 

2249511 

686 

169708 

14 

2419219 

- 

" 

20 

3420202 

•  -  • 

* 

♦  '  ^  ’ 

V 

163  477 

21 

3583679 

162337 

1090 

52 

22 

3746066 

1142 

161245 

48 

23 

3907311 

1190 

i 

160055 

24 

.4067366 

La  différence  troisième  n’est  pas  absolument  constante  entre  0  et  24°. 
La  moyenne  est  1190  :  23  =  51,7,  approximativement  0,000  •  005  •  2. 


544.  Changement  d’intervalle  pour  la  variable  ;  formule  de 
Taylor  et  de  Maclaurin. 

1°.  —  On  suppose  qu’une  série  conduit  à  des  différences  nièmes  cons¬ 
tantes  pour  des  variations  égales  de  la  variable.  On  demande  d’intercaler 
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entre  chaque  terme  de  cette  série  m  nouveaux  termes,  en  admettant  que 
les  nouvelles  différences  nièmes  seront  encore  constantes. 

Que  deviendront  ces  différences? 

Voici  la  marche  à  suivre.  Reportons-nous  au  tableau  du  §  540. 
Supposons  Vouloir  intercaler  deux  termes  entre  les  termes  de  la  pre¬ 
mière  série;  la  troisième  différence  est  constante  par  hypothèse.  Posons 
que  le  tableau  du  §  540  correspond  à  la  nouvelle  série. 

Les  termes  de  l’ancienne  et  leurs  différences  sont  donc  : 


Vo 

y0  -f  3a  -f-  3  b  -\-  c 

3a  +  3b  +  c 

y0  -f  6a  -f- 15 b  -j-  20 c 

3 a  -f- 12  b  -f-  19c 

9  b  -f  18c 

y0  -f-  9a  -f-  36b  +  84c 

3a  +  216  -f  04c 

96  -j-  45c 

27c. 

Connaissant  les  différences  y0,  a b'}  c pour  l’ancienne  série,  nous 
aurons  donc  à  écrire  : 

c' —  27c,  b'  =  96  +  18  c,  a!  =  3a  +  36  -f-  c, 

équations  qui  se  résolvent  immédiatement  par  rapport  aux  inconnues  a, 
b ,  c. 

Effectuer  le  même  travail  en  prenant  constante  la  quatrième  diffé¬ 
rence. 

Effectuer  le  même  travail  en  prenant  constante  la  troisième  différence 
et  en  intercalant  trois  termes. 

On  suppose  constante  la  nième  différence;  on  intercale  m  termes. 

Montrer  que  la  différence  constante  est  divisée  par  ( m  +  l)n. 

2°.  —  Les  formules  donnant  les  autres  différences  sont  moins  simples. 
Mais  il  est  très  intéressant  de  constater  que  si  le  nombre  m  des  termes 
intercalés  croît,  les  valeurs  des  nouvelles  différences  de  tous  ordres  sont 
de  plus  en  plus  exactement  égales  aux  premières  différences  divisées 
par  mn,  de  sorte  que  le  produit  Nny  .  mn,  tend  vers  une  limite  qui  est  pré¬ 
cisément  la  dérivée  nième  : 


lim  (A ny  .  mn)  =  lim  (A ny  :  Nxn)  =  dny  :  dxn. 

Montrer  que  la  formule  du  §  540  : 

.  x  vl  ,  x(x  —  1)  .2  ,  x(x  —  i)(x  —  2)  . 

y*  =  2/o  +  —  A  }J  H — i  .2  A  y  +  ~  i  t» % — iA3;/  +  ... 


1.2.3 


(qui  vaut  seulement  pour  æ  =  0,  1,  2,...),  s’applique  aux  valeurs  con¬ 
tinûment  variables  de  x  et  devient  la  formule  de  Maclaurin  ( M.  G.,  §  255), 
quand  on  intercale  entre  chaque  terme  un  nombre  m  indéfiniment  crois¬ 
sant  d’intermédiaires. 

Du  reste,  c’est  ainsi  que  la  formule  de  Taylor  a  été  découverte;  les 
différences  finies  se  présentent  bien  plus  naturellement  à  l’esprit  que  les 
différences  infiniment  petites. 

Exercices  de  Math.  gén,c\  —  H.  Bouasse  et  É.  Turriére. 


op 
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545.  Calcul  d’ordonnées  intermédiaires. 

—  On  donne  trois  ordonnées  yi9  y3,  i/5,  correspondant  à  des  varia¬ 
tions  égales  de  l’abscisse.  On  demande  les  ordonnées  intermédiaires  y yA . 

Il  est  clair  que  le  problème  n’est  déterminé  que  si  l'on  impose  la  forme 
de  la  courbe. 

On  choisira  la  courbe  parabolique  : 

y  =  y{  +  ax  -f  bx 2  -f*  ex3 

en  limitant  le  nombre  des  termes  de  manière  que  les  coefficients  puissent 
être  déterminés  avec  les  données  du  problème.  Cela  revient  à  admettre 
que  la  dernière  des  différences  qu’on  peut  déterminer  avec  les  nombres 
donnés,  est  constante  ;  nous  retombons  sur  le  problème  du  paragraphe 
précédent. 

On  vérifiera  les  formules  : 

1 

y 2  =  -g  (3;/i  +  — vù, 

yt  =  (— Vt  +  %  +  3  y5). 

2°.  —  Reprendre  le  problème  pour  quatre  ordonnées  équidistantes. 
On  trouve  : 

1 

y 2  =  4g  (15ÿt  +  -45i/3  — 15 ys  +  3 y,), 

= -jg  (— 3(/j  +  27y3  +  27j/5  — 

1 

y»  =  4g  (3ÿ,  — 1%3  +  45«/5  + 15?/,). 

5°.  —  Reprendre  le  problème  pour  cinq  ordonnées  équidistantes. 

On  trouve  : 

V 2  =  -^4  (105?/1  -f-  420 y3  —  210 y5  -f  84 y.  — 15 y9). 

Va  =  -3^4  (  —  +  180^/3  -f  270*/5  — 60 y1  -f  9*/9)j 

y 6  =  3g4  (%i  —  +  180î/7  — 15 y9), 

y 8  =  -3^4  (  — 1  +  84 1/3  —  210?/5  +  420*/7  +  105*/9). 

546.  Sommation  des  termes  d’une  série. 

On  s’appuiera  sur  la  proposition  démontrée  au  §  537  :  la  somme  d'un 
certain  nombre  de  différences  premières  A  y  est  égale  à  la  différence  de 
deux  valeurs  convenablement  choisies  de  la  fonction  y. 

1°.  —  Considérons  la  fonction  : 
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Z'' 


On  a  : 

D’où  le  tableau  : 

y  =  i  a 


A  y  =  a: 


+  1  —  nx  — :  nx(  n.  — 


a*=  a-T(a  —  1). 


C) 

•  «- 


cr 


cr 


Ay=  (a  —  1)  a(a  —  1)  a1  {a  —  1)  a3  (a —  1) 
Déduire  de  là  la  formule  : 

1  +  a  -f-  et2  -f-  •  ♦  •  +  n'1  ~ 1  = 

2°.  —  Considérons  la  fonction  : 


an  —  1 

a  —  1 


y  =  sin  (ax  —  +  b). 


où  x  prend  les  valeurs  0,  1,  2,... 

Calculer  Ay.  Déduire  la  formule  (M.  G.,  §  233)  : 

cos  b  +  cos  (a  -f-  &)  +  •••  +  cos  [(n  —  l)a  4-  b]  = 

n  —  1 


va 

sin  -T)— .  cos 


a  +  bj j  :  sin 


a 


2  1  7J  •  2  * 

5°.  —  Considérons  la  fonction  : 

y  =z  cos  ^  ax  —  ~  4-  ^  y 

où  x  prend  les  valeurs  0,  1,  2,... 

Calculer  A  y.  Déduire  la  formule  : 

sin  b  4-  sin  (a  4*  b)  +  ...  4-  sin  [(n  —  1  )a  +  b]  — 


i 


na  .  I n — 
sin  .  sin 


(JL2^‘  a  +  b)]: 


sin 


a 
2  * 


a4  (a  —  1) 


547.  Sommation  d’une  progression  arithmétique;  nombres 
polygonaux. 

i°.  —  Somme  des  nombres  entiers  successifs. 

Dressons  le  tableau  des  nombres  cherchés,  de  leurs  différences  pre¬ 
mières  (nombres  entiers  successifs)  et  de  leur  différence  seconde  (cons¬ 
tante  et  égale  à  1).  Soit  x  le  numéro  d’ordre. 


X 

s,.. 

a. 

a* 

1 

1 

~ 

2 

3 

2 

3 

G 

3 

1 

4 

10 

4 

1 

5  .. 

15 

5 

1 

6 

21 

6 

1 
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Nous  sommes  assurés  que  les  nombres  St  sont  exprimables  par  une 
fonction  quadratique  de  x.  Démontrer  qu’elle  est  : 

c  _  x(x  + 1) 

2°.  —  Construire  le  même  tableau  pour  une  progression  arithmétique 
dont  le  premier  terme  est  a  et  la  raison  a. 

Montrer  qu’on  a  pour  la  somme  des  x  premiers  termes  : 

Sd  =  ax-\ - ~  «• 

3°.  —  Nombres  polygonaux. 

Appliquer  successivement  à  a  =  1,  a  =  l,2,3,... 

On  'trouve  le  tableau  suivant  : 


Nombres  triangulaires 

1 

3 

6 

10 

15 

21 

—  quarrés 

1 

4 

9 

16 

25 

30 

—  pentagonaux 

1 

5 

12 

22 

35 

51 

—  hexagones 

1 

6 

15 

28 

45 

66 

548.  Somme  des  carrés,  des  cubes,...  des  nombres  entiers 

successifs. 

i°.  —  Soit  à  calculer  la  somme  S2  des  carrés  N  des  nombres  successifs. 
Nous  développons  le  calcul  comme  exemple. 

Calculons  un  nombre  suffisant  de  ces  carrés. 

Nous  obtenons  une  série  de  termes  dont  x  est  numéro  d’ordre. 


x 

s2 

a, 

1 

1 

- 

.  4  . 

- 

2 

5 

.....  9  . 

5 

.  2 

3 

14 

7 

0 

....  16  . 

.  2 

4 

30 

....  25  . 

9 

o 

Û 

5 

55 

....  36  . 

11 

.  2 

0 

6 

91 

....  49  . 

13 

.  7 

140 

D’après  le  §  539  nous  pouvons  poser  : 

S2  =  Aas3  +  B#2  4  Cx  4-  D  =  f(x). 

Ni=f{x  4-1)  —  f(x)  =  3Ax2  4-  3A#  4-  A  4~  2Bx  4  B  4  G. 
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Or  on  a  : 

fin  + 1)  —  f(pc)  =  (x  +  l)2. 

Identifions  les  deux  membres  de  cette  équation  ;  il  vient  : 

3A  =  1,  3A  4~  2B  =  2,  A  +  B  +  C  =  l. 


S2  =  —o-  + 


æ3  /y* 

•  tA/  |  iv 


3  1  2 

3°.  —  Voici  des  résultats  qu’on  trouve  aisément  par  la  même  méthode  : 


S,= 


x 


X 


2  2  ’ 


/y»  3  /y*  2 

Q  _  «A/  |  «A/ 

~3  2~ 


+  - 
^  b  9 


/y»4  /y»3  /y»  2 

.«.v  .  iv  |  tV 

^3  —  “4“  i  ~2~  ‘  “4“ > 


Si—  5 


æ5  /y»  4  /y. 3  /y» 

■  tv  ■  IV  IV 

»  2  *  ^  qh  > 


30 


SK  = 


■,6 


yi 4  /yî 

+  iv  t  t/iv  tv 

~ô  i  ^  O 


6  1  2  1  12  12  * 

4°.  —  Comme  limite,  quand  x  devient  très  grand  : 

(n  +  1  )Sn=  +  b 

Le*lecteur  tracera  la  courbe  y  =  xn  et  considérera  l’intégrale  : 


/X 

nr-Tl  +  1 

ydx=K+\ 


11  représentera  les  quantités  S„  et  Hn  pour  les  valeurs  de  x  égales  à  1,  2, 
3,...  et  les  comparera. 


549.  Piles  de  boulets,  de  bouteilles. 

1°.  —  Appliquer  les  résultats  précédents  à  la  sommation  des  piles  de 
boulets  complètes  ou  incomplètes. 

Voici  les  résultats. 

Pile  complète  a  base  carrée. 

On  retrouve  évidemment  la  somme  des  carrés  S  =  S.2. 

Une  pile  tronquée  est  la  différence  de  deux  piles  complètes. 

Pile  complète  a  base  réctangle. 

Appelons  y  + 1  le  nombre  de  boulets  composant  la  tranche  supé¬ 
rieure  (qui  est  une  simple  file)  et  x  le  nombre  des  tranches.  On  trouvera  : 

S  =  S.2+æ(x  +  1)  y. 

Pile  complète 
On  trouve  : 


a  base  triangulaire. 


S  =  - 


xc 


6 


ar  ,  x 
'  ~2~  ‘  ~3 
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2°.  —  Appliquer  les  résultats  précédents  aux  piles  d’obus  ou  de  bou¬ 
teilles,  c’est-à-dire  aux  piles  d'objets  qui  sont  cylindriques  dans  la  partie 
servant  de  support. 

550.  Remplacement  d’une  intégrale  par  une  somme  finie; 
passage  à  la  limite. 

Comme  application  des 
formules  des  §§  547  et 
548,  on  résoudra  les  pro¬ 
blèmes  suivants. 

*  i°.  —  Aire  d’un  tri- 

« 

angle  considéré  comme 
somme  de  rectangles  de 
même  hauteur  et  de 
bases  variables  (fig.  357). 

2°.  —  Aire  d’une  para-~- 
bole,  considérée  égale- 
Fig.  357.  ment  comme  somme  de 

rectangles. 

3°.  —  Volume  du  cône  et  de  la  pyramide  considérés  comme  formés  ^ 
de  cylindres  de  même  hauteur. 


551.  Calcul  approché  d’un  nombre  fini  ou  infini  de 
termes  d’une  série  au  moyen  d’une  intégrale  (M.  G.,  §  252). 

Pour  que  le  nombre  des  termes  sommés  puisse  être  infini,  la  somme 
restant  finie,  il  faut  que  la  série  soit  convergente. 

i°.  —  Calculer  la  somme  (formée  par  les  mille  premiers  termes  de  la 
série  harmonique)  : 


On  trouve  : 


111 


1 

1000  • 


S  =  7,4855. 

2°.  —  Calculer  la  somme  : 

log2  .  log  3  .  loglOO 

4  "*■  9  10000  * 


On  utilisera  la  formule  . 

log  x  __  d  /  log  x  i_  c;te 
x2  dx  \  x  ‘  x  ' 

3°.  —  Calculer  la  somme  : 


111*  1 
=  J3-+  2^-+ 33-+  •••  +.  ibcF* 


On  utilisera  la  formule  : 
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4°.  —  Calculer  la  somme  : 

s=W+W+W+"'  +  N^ô' 

5°.  —  Calculer  la  somme  : 


111  1 

^  2  log  2  31og3  41og4  1000  log  1000* 

On  utilisera  la  formule  :  . 


1  _  d 

x  log  x  dx 


(log  log  x  -f-  Cte). 


Dans  tous  ces  exemples,  on  se  gardera  bien  d’appliquer  la  formule  aux 
premiers  termes.  On  décomposera  la  série  en  deux  parties  : 


S  =  St  +  Sa; 

4 

ce  n’est  que  pour  la  seconde  que  l’intégration  donne  un  résultat  assez 
approché. 


Décomposition  en  produits. 

✓ 

Nous  savons  que  tout  polynôme  f(x)  de  degré  m  peut  être  décomposé 
en  m  facteurs  linéaires  (M.  G.,  §229).  Si  les  coefficients  du  polynôme  sont 
réels,  les  facteurs  imaginaires  sont  conjugués;  en  les  groupant  convena¬ 
blement,  on  fait  apparaître  des  facteurs  trinômes  à  coefficients  réels. 


552.  Partant  du  §  227  du  Cours  de  M.  G.,  trouver  les  facteurs  tri¬ 
nômes  de  la  forme  : 

a2  —  2 ax  cos  cp  -j-  x2 , 
qui  entrent  dans  l’expression  de  : 


an  db  xn. 


On  a  par  exemple  : 


a6  +  x*  =  ^  a2  —  2 ax  cos  +  x 2^  (a2  —  2ax  cos  -f-  x ^ 

(a?  —  2cix  cos  +  x2^. 

4 

♦ 

553.  Démontrer  les  formules  : 

sin  2æ  =  —  2  sin  x  .  sin  (x  —  , 

sin  Sx  =  4  sin  x  .  sin  (x  —  sin  (x  —  , 

sin  4æ  =  —  8  sin  x  .  sin  (x  —  .  sin  - .  sin  fcc  —  , 
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cos  2æ  =  2  sin  (x  —  sin  (x  — 


cos  3x  =  —  4  sin  (x  — sin  (x  — sin  ^  x  — 


cos4æ  =  8sin  [x —  sin  (x - ^  sin  (x - sin  ^ - -^pj. 

On  peut  obtenir  ces  formules  de  proche  en  proche  en  partant  des 
relations  : 

sin  2æ  =  2  cos  x  sin  x  =  2  sin  x  sin  ^  —  scj9 

cos  2x  =  sin  —  2a^  =  2  sin  (^~  —  x^j  cos  —  x^j 
—  2  sin  —  x'j  sin  (^~  -f-  x\. 


554.  Produit  d’une  infinité  de  facteurs. 

2°.  —  Considérons  le  produit  : 

P  =  (1  +  oq)  (1  +  a.2)  (1  -f  «3)  ••  •  )  (1) 

contenant  un  nombre  indéfini  de  termes.  Il  est  clair  que  si  le  produit  P 
doit  conserver  une  valeur  finie  lorsque  le  nombre  des  termes  augmente 
indéfiniment,  il  faut  que  les  termes  tendent  vers  l’unité,  par  conséquent 
que  les  nombres  a  tendent  vers  0. 

On  remarquera  que  l’étude  du  produit  infini  P  se  ramène  immédiate¬ 
ment  à  l’étude  de  la  série  : 

logP  =  log(l  +«,)  +  log(l  +  ï2)  +  •••;  (2) 

ce  qui  rend  évidente  la  proposition  qui  vient  d’être  énoncée  (M.  G.,  §  249). 
Mais  la  condition,  nécessaire,  n’est  pas  suffisante. 

2°.  —  A  partir  de  la  formule  (M.  G.,  §  255,  2ü)  : 

1  x 2 

l0g(l  +  X)  =  X  —  -ô 

où  6  est  compris  entre  0  et  1 ,  montrer  que  si  les  deux  séries  : 

al  ~Ka2  +  a3  H"  •  •  •  >  (3) 

a?  +  «2  +  <*1  +  . . .  >  (4) 

sont  convergentes,  le  produit  P  tend  vers  une  valeur  finie  différente  de  0. 
Si  la  première  est  convergente  et  la  seconde  divergente,  P  tend  vers  0. 

D’où  le  corollaire  :  si  tous  les  a  sont  de  même  signe,  et  si  la  série  (3) 
est  convergente,  le  produit  P  tend  vers  une  valeur  finie  différente  de  0. 


555.  Développement  d’une  série  sous  forme  de  produit  infini  ; 
application  aux  sinus  et  cosinus  circulaires  et  hyperboliques. 

Une.  série  infinie  peut  avoir  une  infinité  de  racines  réelles  ;  c’est 
aussi  bien  un  polynôme  de  degré  infini.  On  a  donc  cherché  à  lui  appli- 
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quer  le  théorème  rappelé  au  §  552,  par  suite  h  la  mettre  sous  forme 
d'un  produit  infini. 

;K —  Par  exemple,  sin  x  admet  les  zéros  0,  ±ltz,  ±2*,... 

Pour  de  petites  valeurs  de  x,  il  est  remplaçable  par  x.  On  a  donc  posé  : 


sin*  =  *(l— f)(l  +  f)(l 


De  même  on  a  posé  : 


cosx=(i--ir)(i  +  ir)(i 


/ 


On  mettra  les  séries  sous  la  forme  : 


Vérifier  que  ces  produits  tendent  généralement  vers  une  valeur  finie. 
Utiliser  ces  formules  pour  calculer  sin  (71  :  4),  cos  (71  :  4). 

2°.  —  Supposons  qu’on  ait  l’identité  : 

1  -f-  Ax  +  Bx2  +  Cx3  +  ...  =  (1  +  aæ)  (1  +  f>x)  (1  -f-  Y®)  ... 


Identifions  les  coefficients  de  x  dans  les  deux  membres. 
O11  utilisera  les  séries  : 

51  =  a  +  P  +  Y+--* 

52  =  a2  +  p2  +  Y2  +  ... 

53  =  a3  +  (î3  +  Y3  +  ... 

On  trouvera  aisément  les  formules  : 


Sf  =  A, 

S^AS.-âB, 
v3  =  Ai]2  —  BSj  +  30, 

S4  =  AS3  —  BS.  +  CSj  — 4D, 


Identifier  les  développoments  de  sinx*  et  de  cosx  sous  forme  de  pro¬ 
duit  infini  et  de  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  la  variable.  On  trouvera  une  infinité  d’expressions  du  nombre  w. 
On  les  vérifiera  par  le  calcul  direct. 

3°.  —  Partant  des  formules  (M.  G.,  §  232)  : 

cosix  =  coshx,  sin  ix  =  i  sinh  x, 

donner  le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques  sous  forme  de  produits. 

4°.  —  Appliquant  les  mêmes  principes,  mettre  sous  forme  de  produits 
d’un  nombre  infini  de  facteurs  les  quantités  : 

cos  x  —  cos  a  cos  x  +  cos  a  sin  a  -)-  sin  x 
1  —  COS  a  9  1  +  COS  x  9  sin  a 
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556.  Formule  de  Wallis. 

i °.  —  Donner  l’expression  de  : 


sin 


mr. 

2  n  9 


eos 


m  7: 

~2 TT9 


sous  forme  de  produits  (§  555,  i°). 

Trouver  une  seconde  forme  des  mêmes  quantités  en  s’appuyant  sur  les; 
identités  : 


Diviser  ces  formes  l’une  par  l’autre.  On  obtient  la  célèbre  formule  : 


«  _  2 . 2 . 4 . 4 . 6 . 6 . 8 . 8 . 10  : 10 . 12  ... 

2  3.3.5.5.7.7.9.9.11.11...  * 

2°.  —  A  partir  des  formules  précédemment  trouvées,  développer  : 


mit 
fer - 

°  2  n 


cotg 


m  7r 
2  n 


Décomposition  des  fractions  rationnelles. 
Séries  qui  en  résultent. 


557.  Décomposition  des  fractions  rationnelles. 

1°.  —  L’opération  que  nous  allons  étudier  est  la  généralisation  de  celle 
qui  est  utilisée  aux  §§  208  et  209  du  Cours  de  M.  G.  auxquels  le  lecteur 
se  reportera.  Il  relira  également  le  §  85  du  présent  volume. 

Voici  son  énoncé. 

Soit  le  quotient  f(x)  :  cp(æ),  de  deux  polynômes  à  coefficients  réels.. 

Nous  pouvons  d’abord  supposer  que  le  degré  de  f(x)  est  inférieur  au 
degré  de  cp(æ).  Sinon  nous  effectuons  la  division  algébrique  :  f(x)  est  lo 
reste  de  cette  division. 

Appelons  a,  b,  c,-...  les  racines  de  l’équation  <p(æ)  =  0.  Le  théorème* 
consiste  à  dire  que  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  peut  poser  :  . 

f(x).  __ — A - , - B , _ C _ ,  /|\ 

cp(cc)  x  —  a  '  x — b'x  —  c  '  ^  * 


où  A,  B,  C,...  sont  des  constantes  convenables.  Soit  m  le  degré  de  o(x)  ^ 
le  second  membre  contient  m  termes,  par  suite  m  constantes  arbitraires^ 
Elles  sont  nécessaires  pour  que  l’identification  soit  possible. 

2°.  - —  Supposons  que  a  soit  une  racine  multiple  d’ordre  p;  le  second 
membre  doit  contenir  les  termes  : 


+ 


A' 


(x  —  a)  (x — a)‘ 


+  •••  + 


A  p- 


(æ  —  ay  ’ 


Nous  retrouvons  ainsi  les  m  constantes  arbitraires  nécessaires. 

3°.  —  Enfin  supposons  qu’il  existe  deux  racines  imaginaires  a  et  b ^ 
Elles  sont  nécessairement  conjuguées,  c’est-à-dire  de  la  forme  : 

a  =  a  -f-  b  =  a  —  pi  ;  d’où  :  ab  =  a2  -f-  p2. 
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Nous  sommes  quilles  pour  réunir  les  deux  termes  correspondants  de 
l’expression  (1). 

Us  fournissent  le  terme  : 

Mæ  -f-  N 


(*__.)*  +  p*  • 

Le  nombre  des  constantes  arbitraires  n’est  pas  changé. 

Nous  nous  garderons  bien  de  démontrer  in  genere  cette  proposition. 
Le  lecleur  la  retrouvera  de  lui-même  en  effectuant  les  exercices  qui 
suivent. 

558.  Séries  qui  proviennent  des  termes  de  la  forme  : 

1  :  (  1  —  qx)p. 

i°.  —  Pour  trouver  le  développement  en  série  d’une  telle  expression, 
on  posera  : 

1  =  (1  —  (Jx)p(i\q  -j-  A\X  -f-  A^x2  -p  . ..), 

et  on  égalera  à  0  les  coefficients  des  puissances  successives  de  x. 

Montrer  qu’on  a  : 

1  =  (1  —  qz){\  +  qz  +  r/z2  -f  q3z 3  +...)?  (1) 

1  =  (1  —  gz)2(' 1  +  2 qz  -p  3^2z2  -P  4 q3z3  +  ...), 

1  =  (1  — <p)3(l  +  3 qz  -P  Qq2z-  ~p  10 q3z3  -f*  15çf4z4  -p  ...). 

Le  coefficient  d e'zn  dans  la  pième  série  est  : 

p(p  -f  1)  ...  (p  -P  n  —  1)  . 

1 .2.3  ...n 

Le  développement  (1)  étant  connu,  on  obtient  les  autres  en  l’élevant  au 
carré,  au  cube,... 

2°.  —  Pour  développer  en  série  les  expressions  de  la  forme  f(x)  ;  o(x), 
où  f(x)  et  cp(cc)  sont  des  polynômes  entiers  en  x ,  on  additionne  les  déve¬ 
loppements  qui  correspondent  aux  termes  obtenus  dans  la  décomposition 
précédemment  étudiée.  On  obtient  aisément  le  terme  général.  On  pro¬ 
cède  de  même  pour  les  racines  imaginaires;  les  quantités  imaginaires 
disparaissent  d’elles -mêmes  dans  l’addition  des  deux  développements, 
correspondant  aux  racines  conjuguées. 

559.  Applications. 

i°.  —  Montrer  qu’on  a  ; 

=  1  +  2xs  +  2x3  +  6x4  +  lOx5  +  2-2;e6  +  42x’  +  ... 

Le  terme  général  est  : 

2n  dz  2  _ 

_ _  ,  /y »IC  • 

3  ’ 

t  *  . 

il  faut  prendre  le  signe  4~  si  n  est  pair,  le  signe  —  si  n  est  impair. 
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On  procédera  de  deux  manières  : 
en  identifiant  la  série  A0  +  Ajcc  -f-  ...  avec  la  fraction  donnée  ; 
en  décomposant  la  fraction  en  facteurs. 

2°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

=  1  +  ix  +  14æ2  +  46x3  +  146x‘  4-  ... 

1  —  üx  +  bxz  1  1 

Le  terme  général  est  : 

(2 . 3n  —  2n)xn. 

3°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

■-1  Lt  -V  =  1  +  3x  +  4x2  +  7x3  +  iix*  +  18æ5  +  ... 

Le  terme  général  est  : 


4°.  —  Effectuer  les  développements  précédents  soit  par  identification 
(voir  le  i°  du  paragraphe  précédent),  soit  directement  par  division  algé¬ 
brique. 


560.  Applications  (suite). 

1°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

(1  æ)2(l  l~æ)~  ~  1  +  x  +  <%x~  -f-  2x3  -f-  3#4  -j-  3vC5  -f-  4 x6  +  4x7  -f-  ... 

Le  terme  général  est  : 

2n  +  3  dz  1  n 


Il  faut  prendre  +  si  n  est  pair,  —  si  n  est  impair. 
2°.  —  Développer  en  série  le  quotient  : 

_ A  -f~  B ax _ 

1  —  2 a  cos  <p  •  x  +  a~x2  * 


Montrer  que  le  terme  général  est  : 

A  sin  (n  -j-  \)o  -f-  B  sin  n<p 
s  in  cp 


cinxn. 


On  s’appuiera  sur  la  relation  : 

cos  no  =  2  cos  o  cos  (n  —  l)cp  —  cos  (n  —  2)?. 

561.  A  l’aide  de  l’identité  : 


1  1  =  1 

x  x  +  1  x(x  -f  1)  9 

montrer  qu’on  a  : 


111 

+  “Ô — q"  +  *Q — T  +  •••  + 


1.2 


x(x  +  1)  (x  -j-  l)(x  +  2) 


2.3  1  3.4 
1 


n  (n  -j-  1  ) 

+  •••  + 


+  ...  =  1, 


_ 1 _  .  =1 

(x  +  n){x  -f-  n  + 1)  '  ce  * 
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562.  1°.  —  Soient  deux  cercles  égaux  A  et  B  tangents  entre  eux 
et  à  la  droite  XX.  On  trace  le  cercle  Ci  tangent  à  A,  à  B  et  à  XX  ;  puis  C., 
tangent  à  A,  B,  C1  ;  puis  C3  tangent  à  A,  B,  C.2,  ...  et  ainsi  de  suite.  On 
obtient  ainsi  une  série  infinie  de  cercles. 

On  prendra  pour  unité  le  rayon  commun  aux  cercles  A  et  B. 


Déterminer  de  proche  en  proche  la  loi  de  récurrence  donnant  les  dia¬ 
mètres  successifs  des  cercles.  On  appellera  n  leur  numéro  d’ordre. 

On  trouve  la  série  : 


oo 


2 


n(n  +  1)  1.2 


+  '273"  +  '374  + 


On  en  a  calculé  la  somme  dans  l’exercice  précédent. 
Le  résultat  est- il  évident? 

2°.  —  Calculer  la  somme  des  aires  : 


s=  «  y _ i _ 

4  n\n  -j-  l)2  * 

î 

On  appliquera  l’identité  : 

*  1  =  _1_4 _ 1  2’ 

n-(n  -f  l)2  ri1  ”**  (n  -f-  l)2  n  ( n  1)  9 

et  on  utilisera  les  résultats  donnés  au  §  252  du  Cours  de  M.  G,  ou  ceux 
qui  résultent  des  calculs  du  §  555,  2°. 

3°.  —  Calculer  la  somme  des  volumes  des  sphères  engendrées  par  la 
rotation  des  cercles  Cn  autour  de  la  droite  EF. 

On  appliquera  l’identité  : 

1  __  1 _ 1  3 

n3(n  +  l)3  n3  ( n  -f- 1)3  n2(n  +  l)2  * 

4°.  —  Calculer  le  moment  d’inertie  du  volume  précédent  (supposé 
homogène  et  de  densité  1)  par  rapport  à  EF. 
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Le  moment  d’inertie  d’une  sphère  de  rayon  R  par  rapport  à  un  dia¬ 
mètre  est  (  Cours  de  Mécanique  Rationnelle ,  §  18)  : 

8^R3  :  15. 

On  est  donc  ramené  à  sommer  la  série  : 


00 


8tt  _ 1 

15  /  î  n5(?i  - 


Posons  : 


n5(n  + 1)5  n 


+ 1>5  • 


=  A,  A  +  _Ç,  A  ,  A 

AA  '  AA  2  I  AA  3  *  AA  4  1  AA  5 


a 


n- 

c 


n ' 


rr 


i _ a. _ I _ ^  |  ___f _ | _ f]_ _ i  ^ _ 

n  +  1  (n  4"  l)2  '  (n  +  l)3  ‘  (?i  -j-  l)4  ‘  (n  -f-  l)5  * 
Identifions  les  deux  membres.  Nous  verrons  que  l’identification  est 


possible  à  la  condition  de  poser  : 

A  =  70 

a  = — 

70 

B  =  — 35 

b  =  — 

35 

C  =  15 

c  —  — 

15 

D==  —  5 

d  =  — 

o 

E  =  1 

c  =  — 

1. 

Montrer  que  le  problème  est  maintenant  résolu. 

563.  Intégration  des  fractions  rationnelles. 

La  décomposition  du  §  557  est  commode  pour  intégrer  les  fractions 
•rationnelles.  C’est  du  reste  ainsi  que  nous  avons  procédé  aux  §§  208  et 
209  du  Cours  de  M.  G. 

-f°.  —  En  appliquant  les  résultats  précédents,  calculer  les  intégrales  : 


/' 


dx 


dx 


dx 


x~(x  l)4  ’  /  x3(x  4"  l)3  J 

2°.  —  Calculer  de  même  les  intégrales  : 

rdx  I  dx 

x^{x  4~  l)4  5  J  — 


x5(x  4- 1)5  ' 


Qu’arrive-t-il  lorsque  a  est  très  petit? 


Lois  de  récurrence  linéaire  à  coefficients  constants. 
564.  Définition. 

Soient  M,  N,  P,  Q,  ...  les  termes  d’une  série. 

On  dit  qu’il  existe  une  loi  de  récurrence  linéaire  à  coefficients  cons 
tants ,  lorsqu’on  a  : 

aM  4-  pN  4-  yP  4-  SQ  4-  ...  =  0,  (1) 


a,  (3,  y,  o, . . .  étant  des  constantes. 
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Le  nombre  des  termes  consécutifs  entrant  dans  la  relation  (1)  est  essen¬ 
tiellement  fini,  généralement  égal  à  2,  à  3,  ou  à  4. 

Supposons- le  égal  à  4.  Si  M,  N,  P,  sont  connus,  la  relation  : 

aM  -J-  (5  N  -J-  y  P  -f-  £Q  =  0, 

'permet  de  calculer  Q.  Puis  la  relation  : 

aN  — f-  (5*P  — l-  ïQ  SR  =  0 , 

permet  de  calculer  R.  Ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche. 

Si  p  est  le  nombre  des  termes  de  la  loi  de  récurrence,  il  est  clair  qu’il 
existe  p  —  1  termes  consécutifs  arbitraires.  Une  fois  connus,  on  pourra 
•calculer  tous  les  termes  suivants  et  précédents  de  la  série. 

565.  Somme  des  termes  de  même  ordre  de  deux  progres¬ 
sions  géométriques.  Séries  dont  la  formule  de  récurrence  est  à 
deux  termes. 

i°.  —  Soit  une  série  dont  le  terme  général  est  :  * 

M  =  Aax  +' Bô*;  (1) 

est  la  suite  des  nombres  entiers.  Soient  M,  N,  P,  trois  termes  consécutifs. 
Montrer  qu’on  a  : 

P  =  —  afrM  -f-  (a  -f  &)N,  .  (2) 

quelles  que  soient  les  constantes  A  et  B. 

2°.  —  Inversement  soit  une  série  dont  la  relation  de  récurrence  est  : 

P  =  aM  +  pN.  (3) 

Montrer  qu’on  peut  considérer  ses  termes  comme  la  somme  des  termes 
de  même  ordre  de  deux  progressions  géométriques.  Les  coefficients  A 
et  B  sont  déterminés  par  la  connaissance  des  deux  premiers  termes  de  la 
série  (3)  qu’on  peut  choisir  arbitrairement. 

Pour  déterminer  a  et  b,  il  faut  résoudre  une  équation  du  second  degré. 
3°.  —  Appliquer  aux  séries  : 

1  1  2  3  5  8  13... 

1  3  4  7  11  18  29... 

qui  satisfont  toutes  deux  à  la  relation  : 

P  =  M  +  N. 

Appliquer  à  la  série  : 

1  3  7  15  31  63... 

qui  satisfait  à  la  relation  : 

P  =  3N  —  2M.  - 

4°.  —  Trouver  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  série 
dont  la  formule  de  récurrence  est  : 

A 

P  =  aM  +  |3N. 

v  * 

Appliquer  aux  trois  séries  numériques  ci-dessus  données. 
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566.  Somme  des  termes  de  même  ordre  de  trois  progressions 
géométriques.  Séries  dont  la  formule  de  récurrence  est  à  trois 
termes. 

i°.  —  Soit  une  série  dont  le  terme  général  est  : 

M  =  A ax  4-  Bbx  +  Ce*  ;  (1) 

x  représente  un  nombre  entier. 

Soient  M,  N,  P,  Q,  quatre  termes  consécutifs.  Montrer  qu’on  a  : 

Q  =  abcM  —  (ctb  +  bc  +  ca)  N  +  (a  +  b  +  c)P ,  (2) 

quelles  que  soient  les  constantes  A,  B,  G. 

2°.  —  Inversement  soit  une  série  dont  la  formule  de  récurrence  est  : 

Q  =  «M  4-  pN  4-  tP-  (3) 

Montrer  qu’on  peut  considérer  ses  termes  comme  la  somme  des  termes 
de  même  ordre  de  trois  progressions  géométriques.  Les  coefficients  A,  Bx 
G,  sont  déterminés  par  la  connaissance  des  trois  premiers  termes  de  la 
série  (3)  qu’on  peut  prendre  arbitrairement. 

Pour  déterminer  a,  b ,  c,  il  faut  résoudre  une  équation  du  troisième 
degré. 

3°.  —  Appliquer  à  la  série  : 

6  10  20  46  116  310  860... 

dont  la  formule  de  récurrence  est  : 

Q  =  6M  —  11N  +  6P. 

Trouver  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  de  cette  série. 

567.  Développement  d’une  fraction  rationnelle  suivant  les 
puissances  entières  croissantes  de  la  variable. 

1°.  —  La  méthode  la  plus  rapide  est  celle  des  coefficients  indéterminés 
(§  548).  On  pose  : 

f  ( x )  =  Ao  4"  Aix  4"  A 2^4  4~  •  •  •  4~  A nxn  4~  •  •  • 

On  ramène  les  deux  membres  au  même  dénominateur.  Enfin  on  iden¬ 
tifie  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres. 

2°.  Développer  la  fraction  : 

- — -r — +  - 9  =  Ao  4"  A \X  -f- . •  •  4~  A nxn  4- ... 

a  bx  ex 1  1  1 

Montrer  que  les  coefficients  A  (les  deux  premiers  exceptés)  satisfont  à 
la  formule  de  récurrence  (dans  nos  précédentes  notations)  : 

cM  4-  &N  4-  aP  =  0. 

Pour  c  =  p  =  0,  on  aurait  eu  : 

èN  4"  ^P  ==  0. 

Généraliser  pour  une  expression  : 

^  «  4-  [Le  4-  • .  •  4~  ~ 1 

a  4-  bx  4- ...  4" nxtn  *' 
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3°.  Appliquer  aux  expressions  : 

1  1  -4-  2x 

1  +  x’  1— 3æ  +  2xs  * 

4°.  —  Inversement,  étant  donnée  la  formule  de  récurrence  d’un  déve¬ 
loppement  en  série,  déterminer  la  fraction  rationnelle  qui  l’a  produite. 

D’où  le  moyen  d’obtenir  la  somme  des  termes  d’une  série  dont  la  for¬ 
mule  de  récurrence  est  connue  ;  on  reviendra  à  la  fraction  rationnelle  et 
on  calculera  sa  valeur  pour  la  valeur  de  x  donnée. 

568. 1°.  —  Chercher  la  fraction  rationnelle  d’ou  provient  la  série  : 
1  +  3x  +  4ar  -j-  lx3  +  llæ4 

dont  les  coefficients  satisfont  à  la  relation  (§  565,  3°)  : 

P  =  M  +  N. 

2°.  —  Développer  en  série  la  fraction  rationnelle  : 

1  —  2#  +  2æ2 
1  —  3x  +  4x*  —  3xA  +1?  * 

La  formule  de  récurrence  est  : 

M  —  3N  -f  4P  —  3Q  -f.  R  —  0. 

Montrer  que  l’on  obtient  comme  cas  particulier  (x  =  l)  : 

1  1  1  2  4  6  7  7  7  8  10  12  13  13  13... 

3°.  —  Développer  en  série  la  fraction  rationnelle  : 

♦ 

2x  -f-  x 2 
1  -j-  2.c*  —  xA  " 

La  formule  de  récurrence  est  : 

M  —  2N  —  Q  =  0. 

Pour  x  =  i,  on  obtient  la  série  : 

0  2  1  —4  0  9  —4  —18  +17... 

569.  i°.' —  Montrer  que  la  série  : 

y  =  x  +  2ac2  +  3æ3  +  4æ4  +  . . .  +  nxn  +  ...  (1) 

provient  du  développement  de  : 

y  =  (-1  —  x y  •  . 

Quelle  est  la  formule  de  récurrence  des  coefficients  des  puissances 
de  x? 

Entre  quelles  limites  la  série  (1)  est- elle  convergente? 

2°.  —  Calculer  la  valeur  exacte  (2)  et  les  valeurs  de  plus  en  plus  appro¬ 
chées  (1)  de  y  pour  : 

_  1  1  1  1 
x~  2’  10’  10’  2  ' 
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27 


418  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


3°.  —  Construire  la  courbe  (2).  Calculer  dy\dx  et  d^y/dx*. 

La  courbe  présente-t-elle  un  maximum  ou  un  minimum?  déterminer 
les  valeurs  x,  y ,  correspondantes. 


Fig.  359. 


Présente-t-elle  un  point  d’inflexion?  déterminer  les  valeurs  x}  y ,  cor¬ 
respondantes. 

4°.  —  Calculer  l’expression  du  rayon  de  courbure. 

En  particulier,  quel  est  le  rayon  de  courbure  à  l’origine? 

Peut-on  le  calculer  à  l’aide  de  la  série  (1)? 

570.  1°.  —  Montrer  que  la  série  : 

y  =  x  +  4x2  +  9x3  +  ...  -f-  n2xn  +  ...,  (1) 


DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES.  SOMMATION  DES  SÉRIES 


419 


provient  du  développement  de  : 

x(i  4-  x) 
y  —  “(î^^)r  • 


Entre  quelles  limites  la  série  (1)  est-elle  convergente? 

Donner  la  formule  de  récurrence  des  coefficients  des  puissances  de  x . 
2°.  —  Construire  la  courbe  représentative  de  (2). 

Calculer  dyjdx  et  d^y/dx2. 

Déterminer  à  l’origine  O  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure. 
Déterminer  les  maximums,  les  points  d’inflexion. 

N.  B.  —  La  figure  360  ne  représente  que  l’allure  générale  de  la  courbe. 
Le  lecteur  devra  la  tracer  conforme  à  son  équation. 


571.  Développements  après  dérivation. 

i°.  —  Nous  savons  qu’il  est  très  facile  de  développer  en  série  une  fonc¬ 
tion  rationnelle  de  la  variable,  ou  d’employer  la  formule  du  binôme. 

On  peut  immédiatement  utiliser  ce  procédé  si  l’une  des  dérivées  de  la 
fonction  à  développer  est  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  ou  une 
puissance  d’un  binôme.  On  développe  cette  dérivée  et  on  intègre  confor¬ 
mément  au  §  293  du  Cours  de  M.  G.  Voici  quelques  applications. 

2°.  —  Montrer  qu’on  a  : 

/y>2  /y>4 

log(l  +x)  =  x — 2~  +  V - T  +  •" 

/V>3  /y»5  /V»7 

.  g  tO  |  tAy  %As  I 

arc  tgx  =  æ - - 

3°.  —  Montrer  qu’on  a  : 


arc  sin  x  =  x  -f- 


1  x3  .  1 . 3  as5  .  1. 3. 5  æ7  , 

2  ~3  •  2  4  5  *  “2  4  6  7~  ■ 


•  •  • 


La  série  est  convergente  pour  x  —  \  ; 


d’où  : 


*_i  ,  il  ,  JLl  1  +  , 

2  —  >2  3*2  45*2467**" 


Utiliser  cette  série  pour  calculer  7r  :  elle  est  fort  peu  convergente. 
Mais  on  a  : 


sin  (tt  :  6)  =  1  :  2. 

*  __A  ,  1  1  JL  ,  1.3  1  1  ,1.3.5  1  1  , 
3  1  *  2  3  4  '"2.4  5  16'  ^  2.  4. 6 7  64  ‘ 


Cette  deuxième  série  est  beaucoup  plus  convergente. 
4°.  —  Développer  (M.  G.,  §  219)  : 

log(x+yJl+^). 

On  trouve  : 


log  (x  -f-  y^I  4-  x1  )  =  x  — 


1_  x*_  1.3  x 5 

2  3  +  274*  ~5 


In  ^  7 

•  •  >  a. 

2.4.6  "7  "* 


•  •  t 
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Ce  développement  ressemble  beaucoup  à  celui  de  l’arc  sinus. 

En  chercher  la  raison.  On  s’appuiera  sur  les  formules  (M.  G.,  §  231)  : 

log(cos?/-f*  ^sin  y)  =  iy , 
log  (ix  -f  yl  —  x*)  —  i  arc  si n  x. 


572.  i°.  —  Développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  la 

fonction  : 


y  =  arc  tg 


x  sin  0 
1  —  X  cos  0 


On  trouve  aisément  : 


dy  _ __ _ sin  Q _ 

six  1  —  2x  cos  0  -f-  x2  ' 

On  est  ramené  au  cas  précédemment  visé.  On  trouve  (§  560)  : 

2  3 

y  =  xsin  0  +  ^-sin  20  +  ^|-sin  30  -f  ... 

ê°,  —  On  obtient  évidemment  le  même  résultat  en  développant  en  série 
de  Fourrier  la  fonction  y  considérée  comme  fonction  périodique  de  6. 
Déduire  de  là  les  valeurs  d’une  série  d’intégrales  définies. 

573.  1°.  —  Par  les  mêmes  méthodes,  développer  en  série  la 
fonction  : 

y  =  log  \f  1  —  2x  cos  6  -f-  x2 . 


On  trouve  aisément  : 


dy _ 

dx  ’ 


x  —  cos  0 


1  —  2x  cos  0  -f 


D’où  d’après  le  §  560  : 


y  = 


æcos0+  cos 26  4-  cos  30  -f- . j, 


2°.  —  Développer  en  série  la  fonction  : 

y  =  log  (1  +  s). 

On  est  ramené  à  développer  (§  259  M.  G.)  : 


dy _  1 

dz  1  -j"  * 


574.  i°.  —  Calculer  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  : 

_  ift 

log  (1  -P  z),  pour  z  —  —  xe 
On  s’appuiera  sur  la  formule  (§  2:30  M.  G.)  : 

elCj  =  cos  0  +  1  sin  0. 

On  procédera  ensuite  comme  au  §  231  du  même  Cours. 

On  trouve  aisément  : 

_ _ _ _ _  nç  s;}  n  Q 

log  (1  +  «)  =  V 1  —  2x  eos  0  -h  X-  -fi  aretg  j-—x  C03  o  • 
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2°.  —  Retrouver  par  cette  voie  les  développements  des  deux  para¬ 
graphes  précédents. 

575.  Loi  de  récurrence  donnant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  d’un  arc. 

1°..  —  Au  §  225  du  Cours  de  M.  G.,  nous  donnons  le  moyen  de  calculer 
lès  sinus  et  cosinus  des  multiples  d’un  arc. 

On  vérifiera  les  relations  suivantes  : 

sin  (n- f- 1)  oc  =  2  cos  oc  .  sin  nx  —  sin  (n  —  1  )x, 

« 

cos  (n  +  1)  x  =  2  cos  x  .  cos  nx  —  cos  (n  —  1)  x. 

Soient  M,  N,  P,  trois  termes  consécutifs  de  séries  formées  par  les 
sinus  ou  cosinus  des  multiples  des  arcs.  On  a  : 

P  =  2  cos  x  .  N  —  M . 

2°.  —  Soient  cinq  termes  consécutifs  de  la  série  des  sinus  des  mul¬ 
tiples  des  arcs  :  M,  N,  P,  Q,  R. 

Montrer  qu’on  a  : 

R  =  (2  —  4  sin2  x)  P  —  M . 

On  obtient  une  nouvelle  loi  de  récurrence  ne  donnant  plus  les  termes 
que  de  deux  en  deux. 

Développements  en  série.  Calculs  d’approximation. 


576.  Développements  du  sinus  et  du  cosinus. 

On  partira  des  formules  : 


cos  (x  +  y)  +  cos  (x  —  y)  —  2  cos  x  .  cos  y ,  (1) 

cos  (oc  -j -y)  —  cos  (oc  —  ?/)  =  —  2  sin  oc  .  sin  y,  (2) 

et  de  l’hypothèse  qu’il  est  possible  de  trouver  des  développements  de  la 
forme  : 

cos  oc  =  1  -j-  cqoc  -j-  UjjOC2  -j-  a3oc3  -{-... 
sin  oc  =  b  je  -f  b2oc2  -f  fr3oc3  +  . . . 


On  substituera  dans  les  équations  (1)  et  (2).  On  écrira  qu’elles  sont 
vérifiées  identiquement.  On  déterminera  ainsi  tous  les  coefficients  a  et  b 
en  fonction  de  l’un  d’eux,  de  b{  par  exemple. 

Pour  avoir  la  valeur  numérique  de  ces  coefficients,  on  s’appuiera  sur 
les  inégalités  : 


sin  oc 


VI  —  snP  x 


>  oc  >  sin  oc. 


577.  Développer  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
la  fonction  : 


y  =  ex  sin  oc. 

i°.  —  On  utilisera  la  multiplication  des  séries  représentant  ex  et  sin  oc 
(M.  G.,  §§256  et  257). 
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2°.  —  On  utilisera  la  formule  de  Maclaurin,  en  observant  que  la 
fonction  y  satisfait  à  l’équation  différentielle  : 

y"  —  2*/'  -f-  2y  —  0. 

(Voir  M.  G.,  §290.) 

3°.  —  On  a  (M.  G.,  §230)  : 

e(l  +  i)x  __  ex  '  eix  __  ea:(Cos  X  +  i  Sin  x). 

Déduire  de  là  les  développements  de  : 

y  =  ex  sin  x,  y  =  ex  cos  x. 

578.  Construire  la  courbe  : 

y  — 2.x  —  x2.  (1) 

A  chaque  valeur  suffisamment  petite  de  y  correspondent  deux  valeurs 
réelles  de  x. 

On  demande  de  développer  en  série,  suivant  les  puissances  entières, 
positives  et  croissantes  de  y,  celle  des  fonctions  de  x  qui  s’annule  pour 
y  =  0.  Chaque  branche  de  la  courbe  (1)  au  voisinage  de  y  =  0,  peut 
en  effet  être  considérée  comme  une  fonction  distincte. 

On  posera  : 

x  =  ay  -f-  by-  -f  cy3  -[-  ... 

On  substituera,  dans  l’équation  : 

x~  —  2x  -f*  y  =  0 , 

et  on  déterminera  les  coefficients  a,  b,  ...  de  proche  en  proche. 

579.  Étant  donnée  l’équation  : 

x 3  —  5x-\-y  =  0,  (1) 

développer  en  série,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la 
variable  y ,  la  fonction  x  que  définit  cette  équation. 

i°.  —  Pour  bien  comprendre  le  sens  du  problème,  on  commencera  par 
construire  la  courbe  : 

y  =  5x  —  x 5.  (2) 

On  vérifiera  que  pour  des  valeurs  assez  petites  de  y,  la  courbe  est 
coupée  en  trois  points  par  une  horizontale.  On  peut  dire  qu’il  existe  trois 
fonctions  distinctes  x  =  f(y),  pour  de  petites  valeurs  de  y.  Elle  corres¬ 
pondent  aux  trois  branches  de  courbe. 

2°.  —  On  demande  de  développer,  suivant  les  puissances  de  y ,  celle 
•de  ces  trois  fonctions  qui  s’annule  avec  y . 

Pour  cela,  on  posera  : 

x  =  ay-+by*  +  cy*  +  ... 

On  substituera  dans  (1)  et  on  déterminera  les  coefficients  de  proche  en 
proche. 

o°.  —  Partant  des  résultats  approximatifs  donnés  par  la  construction 
de  la  courbe  (2),  on  demande  de  calculer  les  racines  de  l’équation  (§91)  : 

x5  —  5x  -}-  1  =  0, 


V 
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580.  1°.  —  Établir  l’identité  : 

tg  x  =  cotg  x  —  2  cotg  2x. 

2°.  —  En  déduire  la  somme  y  de  la  série  : 

1,  x  .  i  ,  x  .  1  ,  x  . 

V  o"  tg  -çy  +  x  t  +  £■  tg  -g-  +  . . . 
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pour  n  — 1,2,... 


2  °  2 

dont  le  terme  général  est  : 

1  .  x 

- tnr  - 

On  sera  conduit  à  prouver  que  : 

1  x  1 

—  cotg  —  =  — ,  pour  p  suffisamment  grand. 

p  p  x 

3°.  —  On  trouve  pour  résultat  du  2°  : 

1 

y=—— cotg  æ. 

Construire  la  courbe  représentative;  la  comparer  à  y  =  —  cotgx. 
En  particulier,  étudier  ce  qui  arrive  au  voisinage  de  x  =  0. 

581.  On  connaît  (M.  G.,  §  259)  le  développement  convergent  de  arc  tg  x 
pour  x2  <  1.  Partant  de  la  relation  (qu’on  démontrera;  M.  G.,  §  60)  : 

arc  tg  -i-  =  ~  —  arc  tg  x, 

trouver  le  développement  de  arc  tgx  pour  de  grandes  valeurs  de  x  : 

(*2>1). 

Le  résultat  est  : 

.  w  1  ,  1  1  , 

arclg*  =  î--  +  -gSf— 

582.  Retour  des  suites. 

i°.  —  Voici  quel  problème  on  désignait  jadis  sous  cette  rubrique. 

On  donne  la  série  : 

y  =  ax  +  bx2  -j-  ex3  + ...  .  (1) 

On  demande  de  développer  x  en  fonction  de  y  : 

x  =  Ay  +  B  y2  +  Cy3  +  ...  (2) 

La  méthode  consiste  à  substituer  (2)  dans  (1)  et  à  identifier. 

2 °.  —  Appliquer  à  la  série  : 

/y»  /y»  2  /y»  3 

iv  t  «x  !  iXy 


z  —  ®x— 1  +  tt  +  2> 


+  3  j  4“  ••• 


On  trouve  ainsi  le  développement  de  x  en  fonction  des  puissances 
croissantes  de  y  =  z  —  1  (M.  G.,  §  256).  Comparer  au  résultat  du  §  571. 

583.  i°.  —  Développer  en  série  entière  de  x  la  fonction  (§  348). 

_ _ 1  —  x2 _ 

^  1  —  2x  cos  0  -j-  x2  * 
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Appliquant  la  méthode  générale  rappelée  au  §560,  et  s’appuyant  sur 
les  résultats  du  §  225  du  Cours  de  M.  G.,  on  trouve  : 

y  =  1  -p  2x  cos  0  -j-  2x2  cos  20  +  Str3  cos  30  -j-  . , . 

Le  développement  n’est  convergent  que  si  la  valeur  absolue  de  x  est  <  1 . 
2°.  —  Retrouver  le  même  résultat  en  considérant  y  comme  fonction 
périodique  de  0  et  en  développant  suivant  la  formule  de' Fourrier  (M.  G., 
§  265). 

On  est  ainsi  ramené  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme  : 


pour  n  entier. 


cos  nO 

—  2 a  cos  0  -j-  a2 


s  in  n6 

1  —  2a  cos  6  -f- 


584.  Quadrature  du  cercle,  rectification  de  la  circonférence. 

J°.  —  Connaissant  la  longueur  du  rayon  R,  on  peut  déterminer  avec 
telle  approximation  qu’on  désire  la  longueur  C  =  2-R,  de  la  circonfé¬ 
rence,  et  l’aire  A  =  ^R%  de  l’espace  qu’elle  limite.  En  effet,  la  valeur 
de  t.  est  connue  avec  quelques  centaines  de  décimales. 

Les  problèmes  historiques  de  la  quadrature  du  cercle  sont  tout  dif¬ 
férents.  Il  s’agissait  de  trouver  avec  la  règle  et  le  compas ,  et  à  partir  du 
rayon,  une  ligne  telle  que  le  carré  construit  sur  elle  ait  rigoureusement  A 
pour  aire,  ou  encore  une  ligne  dont  la  longueur  soit  rigoureusement  égale 
à  C.  Montrons  que  ces  deux  problèmes  n’en  font  qu’un. 

En  effet,  supposons  qu’une  opération  graphique  à  partir  du  rayon  donne 
une  droite  de  longueur  C.  Déterminons  une  moyenne  proportionnelle  M 
entre  cette  ligne  C  et  la  moitié  du  rayon,  ce  qui  est  graphiquement  pos¬ 
sible  avec  la  règle  et  le  compas  (§  41). 

On  a  par  définition  : 

2M*  =  CR  =  2*R.R  =  2tcR*,  M  =  \/^. 

Le  carré  construit  sur  M  a  la  même  aire  que  le  cercle. 

On  a  démontré  l'impossibilité  de  la  quadrature  *du  cercle  ou  de  la  rec¬ 
tification  de  la  circonférence  au  sens  qui  vient  d'être  précisé. 

Tous  les  ans,  principalement  au  printemps,  des  inventeurs  envoient 
de  prétendues  solutions  à  l’Académie  des  Sciences,  qui  depuis  cent  ans 
ne  se  donne  même  plus  la  peine  de  les  examiner.  Ces  inventeurs  ne 
savent  pas  comment  le  problème  se  pose  ;  ils  donnent  des  méthodes  pour 
déterminer  -  avec  la  règle  et  le  compas,  mais  approximativement. 

2°.  —  Si  la  solution  rigoureuse  est  impossible,  il  existe  une  infinité  de 
solutions  approchées.  En  définitive,  le  problème  revient  à  trouver,  avec 
la  règle  et  le  compas  et  à  partir  du  rayon  R,  une  longueur  plus  ou  moins 
voisine  de  : 

M  =  R  y  z  =  R  x  1,772  •  454... 

Montrer  qu’on  a  une  solution  très  approchée  grâce  à  la  construction 
suivante. 
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Perpendiculairement  au  diamètre  AB,  on  élève  la  tangente  AT. 
A  partir  du  centre  O,  on  prend  OG  égal  à  R  :  6;  à  partir  du  point 
C  ainsi  déterminé,  on  prend  CT  =  4R.  On  joint  TB;  on  détermine 
ainsi  le  point  D.  Démontrer  la  relation  : 

ÂD  =  Rx  1,772 •  450  ... 


Il  est  clair  que  pratiquement  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  est 
ainsi  résolu  avec  une  approxima¬ 
tion  que  les  constructions  gra¬ 
phiques  n’ont  pas  la  prétention 
d’atteindre.  Mais  le  problème 
théorique  de  la  quadrature  ne  l’est 
pas  et  ne  peut  Vôtre. 

Montrer  que  AE  est  égal  au 
•quart  de  la  circonférence, 

3°.  —  Prenons  le  rayon  pour 
unité.  Montrer  qu’à  une  approxi¬ 
mation  de  1  *150  environ,  tt  est 
égal  à  la  somme  des  côtés  du  tri¬ 
angle  équilatéral  et  du  carré  ins- 
•crits. 

Effectuer  la  construction. 

4°.  —  Il  n’est  pas  impossible  de 
quarrer  absolument  un  espace 
limité  par  deux  arcs  de  cercle 
(lunule),  c’est-à-dire  de  trouver 
avec  la  règle  et  le  compas  une 
figure  rectiligne  limitant  rigou¬ 
reusement  la  même  aire. 

Le  lecteur  démontrera  aisément 
le  théorème  célèbre  d’Hippocrate. 

Sur  les  côtés  d’un  triangle  rec¬ 
tangle  comme  diamètres,  on  décrit 

des  demi -circonférences  :  la  somme  des  aires  des  deux  lunules 
formées  est  égale  à  la  surface  du  triangle. 

Chercher  ce  qui  arrive  quand  le  triangle  rectangle  est  isescèle. 


Fi°* 

1  ir>* 


361. 


ainsi 


585.  Calcul  approché  du  nombre  ir. 

Appliquer  les  développements  de  arctgæ  et  arcsinæ  (M.  G.,  §  259). 
On  prendra  l’arc  de  30°  dont  on  connaît  la  tangente  et  le  sinus  : 

tg30°  =  l  :  sin  30°  =  1:2. 

On  sait  de  plus  que  arc  30°  =  tt  :  0. 

Calculer  u  à  l’aide  de  ces  deux  méthodes. 
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i°.  —  Déterminer  un  point  P 
tel  que  le  joignant  au  point  o, 
extrémité  du  diamètre  C$  paral¬ 
lèle  à  AD,  on  ait  : 

AD  =  arc  Ao. 

2°.  —  Le  point  P  connu,  dé¬ 
terminer  l’approximation  avec 
laquelle  on  peut  poser  pour 
un  point  B  quelconque  : 

AB  =  arc  Âp . 

On  exprimera  AB  en  fonction 
de  l’arc  6  et  de  ses  lignes  tri- 


P 


gonométriques  qu’on  dévelop¬ 
pera  en  série. 

3°.  —  On  utilisera  cette 
construction  pour  inscrire  dans 


la  circonférence  un  polygone  régulier  de  7  côtés  (§>590). 


587.  Aire  approchée  du  segment,  longueur  d’un  arc. 


1°.  —  Montrer  que  l’aire  du  segment  de  cercle  de  rayon  1  qui  cor¬ 
respond  à  l’angle  2a,  a  pour  expressions  exacte  et  approchée  : 


Ceci  posé,  on  demande  de  trouver  une  expression  approchée  qui  uti¬ 


lise  les  lignes  AE  =  sin  a,  EB  =  1  — cos  a, 
la  corde  AB,  ou  encore  la  ligne  AF,  le 
point  F  étant  choisi  de  telle  sorte  que 


EF  =  FB. 


Par  exemple,  on  posera  : 


S  =  (m  xVE  -f  n  AB)EB . 
Déterminer  au  mieux  m  et  n  qui 


doivent  rester  entiers  ou  fractionnaires. 


k  • 

2°.  —  On  mène  les  tangentes  en  A  et  A'; 
elles  se  rencontrent  en  T. 


Fig.  363. 


Montrer  qu’on  a  sensiblement  : 


3  arc  ABA'  =  (AT  +  AT)  -f  2AA'. 


Généraliser  pour  une  courbe  quelconque. 

On  peut  encore  poser  le  problème  en  sens  inverse.  Déterminer  des 


nombres  entiers  ou  fractionnaires  m  et  n  tels  qu’on  ait  au  mieux  : 


arc  ABA'  =  m  (AT  +  AT)  -f  n  AA ' . 
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588.  Ordonnée  moyenne  d’un  arc  parabolique. 

i°.  —  Soit  un  arc  de  courbe  OAB  rapporté  à  sa  tangente  Ox.  Posons  : 

y  =  Ax2  -f-  Bx3.  (1) 

Divisons  l’abscisse  du  point  terminal  B  en  deux  parties  égales. 

Les  ordonnées  sont  donc  : 

yx  =  A  a2  -f  Ba3,  pour  le  point  A; 

y.2  =  4Aa2  -f-  8Ba3,  —  B. 

Soit  ; 

J''  (->  2x 

ydx,  l’aire  limitée  par  la  courbe  (1). 
o 

*  '  N  I 

Posons  : 

S  =  2aY  —  2a(myl  -f-  *m/2). 

Par  définition,  Y  est  Vovdonnée 
moyenne  (M.  G.,  §  155). 

Déterminer  m  et  n. 

2°.  —  On  peut  généraliser. 

Soit  un  arc  OABG;  posons  : 

y  =  Ax2  -j-  Bx3  -j-  Cx4. 

Divisons  l’abscisse  du  point 

terminal  C  en  trois  parties.  '  „ 

1  O  a  2  a  Sa 

Posons  : 

S  =  3a Y  =  3 a(myx  -f-  ny2  py 3).  t’ig.  3  4. 

Déterminer  m,  n ,  p. 

3°.  —  Inversement,  montrer  comment  ces  formules  permettent  de  trou¬ 
ver  une  aire  par  approximation. 

589.  i° .  —  Appliquant  les  formules  du  §  225  du  Cours  de  M.  G.,  on 
trouvera  sans  peine  : 

,  cos  56  =  cos50  — 10  cos3  0  sin20  -f  5  cos  6  sin4  0, 

sin  50  =  5  cos4  0  sin  0  — 10  cos2  0  sin3  Q  +  sin5  0.  (1) 

Refaire  ces  calculs  à  partir  de  la  formule  de  Moi'vre  : 

(cos  0  -f  i  sin  0)5  =  cos  50  +  i  sin  50. 

2°.  —  Soit  à  calculer  le  cosinus  des  angles  au  centre  d’un  pentagone 
régulier  (convexe  ou  étoilé).  Il  satisfait  évidemment  à  la  condition  : 

sin  50  =  0. 

D’où  posant  x  =  cos  0,  on  arrive  aisément  à  l’équation  bicarrée  : 

16x4  —  12x,2-fl  =  0.  (2) 
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Calculer  les  angles  tels  que  æ  =  cosO,  x  étant  une  des  racines  de 
l’équation  (2). 

A  quoi  correspondent  les  quatre  solutions  de  cette  équation? 

Comment  se  sont-elles  introduites? 

3°.  —  On  pourrait  encore  poser  : 

cos  50  =  1. 

Diminue-t-on  l’indétermination  en  associant  l’équation  (2)  et  l’équa¬ 
tion  (3)  déduite  de  cette  dernière  condition? 

590.  Heptagone  régulier. 

i°.  —  On  commencera  par  vérifier  expérimentalement  que  le  côté  H  de 
l’heptagone  régulier  est  sensiblement  égal  à  la  moitié  du  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit. 

Prenons  le  rayon  pour  unité;  on  a  par  suite  : 
pour  le  côté  du  triangle  : 

y/3  =1,7320, 

pour  le  côté  de  l'heptagone  : 

H  =  0,8660.  (1) 

i 

2°.  —  Le  côté  de  l’heptagone  a  pour  expression  : 

H  =  2  sin  u,  avec  la  condition  7  u  =  it.  (2) 

On  calculera  H  au  moyen  d’une  table  des  sinus  ;  on  comparera  la  valeur 
approchée  (1)  à  la  valeur  exacte. 

3°.  —  Appliquant  la  formule  de  Moivre  (§  225  M.  G.)  : 

cos  lu  -j-  i  sin  lu  —  (cos  u  -f-  i  sin  u)\ 

calculer  les  valeurs  de  cos  lu  et  de  sin  7m. 

Écrivons  que  sin  lu  =  0,  conformément  à  la  condition  (2). 

Posons  :  * 

y  =  cos2  u,  æ  =  sin -  u,  — 

I 

On  vérifiera  que  x  et  y  sont  donnés  par  les  équations  équivalentes  : 

—  64jc3  + 1 12^2  —  56æ  +  7  =  0, 

6%3  —  80i/2  -f  24i/  — 1  =  0.  ' 

Résoudre  ces  équations. 

A  quoi  correspondent  les  six  solutions  obtenues  pour  cos  u  ou  sin  u? 

591.  Fractions  continues. 

1°.  —  Soit  à  évaluer  sous  forme  de  fraction  et  d'une  manière  approchée 
le  quotient  de  deux  nombres  très  grands  A  et  B.  On  posera  : 

B__  J)‘  C_ E 

C  ‘  '  G  ’  D  T  ‘  D 


A  _  .  C 

B~  — a  ‘  B"J 
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r 

où  a,  p,  y,...  sont  des  entiers  positifs.  Eliminant,  il  vient  : 


=  *  + 


B 


?+ 


y-f 


«  + 


«  + 


£  +... 


qu’on  écrit  pour  simplifier  la  typographie 


1 


B 


=  a 


B  +1 

y  +J_ 

o  +  ... 

En  s’arrêtant  plus  ou  moins  loin,  on  obtient  le  quotient  A  :  B  sous 
forme  de  fractions  simples  mais  approchées.  Par  exemple,  soit  à  évaluer 
sous  forme  de  fractions  approchées  mais  plus  simples  le  quotient  : 

1783  :  807  =  2,2094... 


On  posera  : 


1783 

807 


2  + 


1 

4+1 

1  +1 

3  +  1 

2  +  \ 

4  +  1 


Les  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  sont  les  suivantes  au-dessous 
desquelles  on  a  écrit  les  valeurs  décimales  pour  faciliter  les  comparai¬ 
sons  : 

2  9:4  11  : 5  42  :  19  95 : 43 

2,0000  2,2500  2,2000  2,2105  2,2093. 

2#.  —  Loi  de  récurrence. 


Soient  : 
A 


Al 

0  B,* 

Montrer  qu’on  a  : 


o  - 

B,  ’ 


A. 

HT’- 


les  valeurs  successives  de  la  fraction. 


A  0  =  <x 


B0  =  l 


A1==A03+1 
A2  =  A,y  +  A0 
A3  =  Aào  +  At 
A4  =  A3£  +  A2 


B2  =  B,y  +  Ba 
B3  =  +  B, 

B4  =  B.,£  +  B2.  - 
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Montrer  qu’on  a  : 

AnBn  _  i  A„  _  i  Bn  —  zt  1  , 


A  n  A  n  _ 


B 


Bn  - 1  Bn  Bn  _  i 

Partant  de  là,  montrer  que  la  différence  entre  deux  fractions  consécu¬ 
tives  va  toujours  en  diminuant. 

Interpréter  le  double  signe.  Représenter  le  résultat  du  calcul  du 
i°  complètement  effectué. 

On  peut  généraliser  en  supposant  que  parmi  les  nombres  p,  y,...  il  y 
en  a  de  négatifs.  On  peut  toujours  en  rendre  un  négatif  en  forçant  d’une 
unité  le  précédent. 

3°.  —  Appliquer  à 

/ô  a  f  \  r  .  o  i  144 ' 421 
— 1,414-21—  10ü.0üq  • 


On  trouve 


v'2=1+  2  +  ± 

2 


4°.  —  Appliquer  à  : 
On  trouve  : 


2  etc. 
T:  =  3,14159. 


1 


7C" 3  7+1 


15  + J_ 

1+  1 


25  +  etc. 

Calculer  les  fractions  approchées.  Représenter  les  résultats. 

5°.  —  L’année  tropique  est  de  3651 5h 48ra 49s  ;  l’année  commune  est  de 
365  jours.  L’écart  est  de  20929  secondes.  On  demande  de  réduire  la 
fraction  : 

86400 


20929 


=  4+  1 


7  +  1 

i+ i_ 

3  + A 

i+  î 


D’où  les  fractions  approchées 


A 

1 


29 

7 


33 

8 


128  161 

31  39 


16  +  etc. 


2704 

655 


L’intercalation  la  plus  simple  est  de  1  jour  tous  les  4  ans  (années 
bissextiles);  une  solution  plus  précise  est  d’intercaler  7  jours  tous  les 
29  ans. 
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592.  Fractions  continues  périodiques. 

i°.  —  Toute  fraction  continue  périodique  (c’est-à-dire  dont  les  déno¬ 
minateurs  sont  toujours  les  mêmes  ou  se  reproduisent  périodiquement) 
indéfiniment  continuée,  est  la  racine  d’une  équation  du  second  degré. 
Soit  : 

.  1 

v  x  =  a  + 


6+  1 

&  +  1 

b  -j-  ... 


On  peut  écrire  : 


x  —  a  = 


b  +  x  —  a 


6+1  . . 

b+  1 

b  +  ... 

x  est  donc  la  racine  de  l’équation  : 

» 

(x  —  a)  (b  +  x  —  a)  =  1 ,  ( x  —  a)2  +  b  (x  —  a)  — 1=0, 

qu’on  peut  écrire  : 

y*  +  by  — 1  =  0. 

2°.  —  Appliquer  le  même  procédé  de  raisonnement  à  la  fraction 
continue  : 

c  +  ^ 

6  +  1 

c  +  etc. 

3°.  —  Mettre  la  racine  positive  de  l’équation  : 

æ2  — Tr  — 8  =  0,  (1) 

sous  forme  de  fraction  continue  périodique. 

Résolvant  on  trouvera  immédiatement  : 


x  —  5  -j - , 

y ’ 

où  y  est  un  nombre  positif  supérieur  à  1.  On  substituera  dans  (1),  on 

mettra  y  sous  la  forme  : 

» 

1 

y  =  2-| — :  et  ainsi  de  suite. 
z 

On  trouvera  aisément  : 

x  =  5  +  1 

2+_l_ 

6  +  J_ 

2  +  etc. 

Faire  le  même  travail  pour  la  racine  négative. 
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COMBINAISONS,  ARRANGEMENTS... 

éléments  du  calcul  des  probabilités 

Nous  nous  proposons  de  donner  ici  un  aperçu  de  la  Théorie  des  Proba¬ 
bilités  qui  apparaît  implicitement  ou  explicitement  dans  un  grand  nombre- 
de  théories  physiques.  Elle  amène  à  poser  certaines  hypothèses.  Les- 
Physiciens  français,  qui  l’ignorent  généralement,  ont  une  idée  fausse  de 
la  nature  de  sa  certitude.  Mieux  vaudrait  le  plus  souvent  pour  le  Physi¬ 
cien  poser  les  hypothèses  auxquelles  elle  conduit,  purement  et  simple¬ 
ment,  sans  aucune  autre  espèce  de  preuves  que  la  convenance  de  leurs 
conséquences  avec  les  faits,  que  de  laisser  croire  à  des  pseudo-démons¬ 
trations  absolument  inexistantes. 

La  Théorie  des  Probabilités  est  parfaitement  sûre  et  rigoureuse  au  sens 

OÙ  LE  SONT  TOUTES  LES  THÉORIES  MATHÉMATIQUES  I  je  pose  ceci ,  il  en 
résidte  cela ,  ce  qui  ne  démontre  pas  que  j'aie  le  droit  de  poser  ceci. 

L’étude  de  cette  théorie  est  nécessaire  pour  montrer  l’absurdité  de  ces 
erreurs  probables ,  de  ces  erreurs  moyennes,  avec  lesquelles  on  cache  l’im¬ 
perfection  des  expériences.  Nous  ne  saurions  répéter  avec  trop  d’insis¬ 
tance  que  ces  calculs  sont  une  mauvaise  plaisanterie  :  rien  ne  les  légitime 
que  le  désir  de  jeter  de  la  poudre  aux  yeux.  Aucun  raisonnement,  pour 
subtil  qu’il  soit,  serait- il  signé  d’un  nom  illustre,  ne  prévaut  contre 
l’expérience  qui  est  avec  nous.  Nous  ne  disons  pas  que  les  faits  contre¬ 
disent  des  raisonnements  inattaquables  ;  nous  disons  que  ces  raisonne¬ 
ments  sont  attaquables  dans  leur  application  aux  faits,  puisque  les 
faits  les  contredisent.  Du  reste,  il  n’est  généralement  pas  difficile  do 
trouver  le  défaut  de  la  cuirasse,  quand  on  raisonne  sans  parti  pris. 

Nous  ne  nous  attardons  pas  sur  les  démonstrations  des  propositions 
énoncées;  nous  les  laissons  au  lecteur  comme  exercices;  nous  indiquons 
seulement  la  marche  à  suivre. 

Notre  exposé  est  naturellement  divisé  en  trois  parties. 

Dans  la  première,  nous  étudions,  sous  le  nom  de  permutations,  d’arran¬ 
gements,  de  combinaisons,  ...,  les  divers  groupements  qu’on  peut  impo¬ 
ser  a  un  certain  nombre  d’objets,  avec  ou  sans  répétition,  en  tenant 
compte  seulement  de  la  nature  des  objets  ou  en  considérant  leurs  posi¬ 
tions  relatives. 
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Dans  la  seconde  partie,  nous  définissons  la  probabilité  et  montrons  com¬ 
ment  on  la  calcule  :  nous  sommes  naturellement  conduits  à  utiliser  les 
résultats  précédents  qui  permettent  le  dénombrement  facile  de  tous  les 
cas  possibles  et  des  cas  favorables.  Il  n’y  a  dans  tout  cela  rien  que  de  très 
clair,  à  la  condition  de  négliger  les  questions  subjectives  et  morales  que 
soulèvent  les  'paris,  l’espérance  mathématique,  les  partis  des  joueurs  : 
elles  nous  sont  parfaitement  indifférentes.  Au  surplus,  chaque  fois  qu’on 
introduit  les  mathématiques  dans  des  questions  morales,  on  dit  des 
bêtises  ;  elles  n’ont  pas  été  inventées  pour  cela. 

Dans  la  troisième,  nous  abordons  les  formules  d’approximation,  la  théo¬ 
rie  des  erreurs  et  les  probalités  a  posteriori.  Quand  le  lecteur  verra  sur 
quelles  hypothèses  pratiquement  invraisemblables  ces  raisonnements 
reposent,  il  comprendra  l’équité  du  jugement  ci-dessus  énoncé;  il  en 
approuvera  la  sévérité. 

593.  Permutations  linéaires  et  circulaires. 

1°.  —  Permutations  linéaires. 

On  possède  m  objets  : 

a,  b ,  c,  cl,  ... 

On  demande  de  combien  de  manières  on  peut  les  ranger  de  sorte  que 
tous  les  groupes  soient  différents.  On  les  utilise  tous  à  la  fois. 

Par  exemple,  pour  deux  objets  on  a  les  groupes  : 

ab,  ba  ; 

pour  trois  objets  : 

abc,  cicb,  cab  ;  bac,  bca,  cba. 

Le  nombre  des  permutations  est  : 

Pm  =  'l.  2.  3.  ...  m  =  m  !  (factorielle  m). 

On  démontre  aisément  la  proposition  en  remarquant  qu’un  des  groupes 
étant  donné,  abc  par  exemple,  l’adjonction  d’une  quatrième  lettre  per¬ 
mettra  d’en  déduire  quatre  nouveaux  groupes  : 

ctbc.d,  cib.d.c,  a.d.bc ,  d.abc. 

D’où  la  loi  de  récurrence  : 

P/n  —  P/n  —  1  •  m  • 

2°.  —  Une  remarque  est  essentielle. 

Nous  rangeons  nos  m  objets  suivant  une  série  linéaire,  parce  que  c’est 
commode;  mais  le  raisonnement  ne  suppose  rien  de  tel.  Voici  comment 
il  faut  se  représenter  les  choses  :  nous  avons  m  balles  et  m  pots  marqués 
de  signes  qui  les  distinguent,  m  personnes  et  m  chaises  de  constructions 
différentes,  m  fonctionnaires  et  m  fonctions  dissemblables,  ... 

Ces  pots,  ces  chaises,  ces  fonctions,...  sont  distribués  comme  on  vou¬ 
dra  dans  l’espace  ou  dans  la  hiérarchie.  Nous  nous  proposons  de  savoir 
combien  de  spectacles  différents  nous  pouvons  nous  offrir.  . 
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3°.  —  Permutations  circulaires. 

Nous  demandons  combien  de  dispositions  m  personnes  peuvent  occu¬ 
per  autour  d'ime  table.  Le  problème  est  incomplètement  posé. 

Si  les  places  sont  marquées  sur  la  table  (par  exemple  avec  des  lettres  A, 
B,  C,...),  nous  revenons  au  problème  précédent  :  la  solution  est  POT. 

Mais  si,  indépendamment  de  la  place  en  position  absolue,  nous  deman¬ 
dons  combien  de  groupes  sont  possibles  avec  la  condition  que  Vnn  des 
voisins  d'une  personne  au  moins  soit  modifié,  en  d'autres  termes  si  nous 
demandons  le  nombre  de  permutations  circulaires  possibles,  la  solution 
est  différente.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer. 

Si  nous  considérons  comme  différent  d’avoir  un  même  voisin  à  sa 
droite  ou  à  sa  gauche,  le  nombre  des  arrangements  Pm  est  : 

Pm  =  Pm  —  i  =  (m-4)L 

Si  nous  considérons  comme  indifférent  d’avoir  un  même  voisin  à 
sa  droite  ou  à  sa  gauche,  le  nombre  des  arrangements  P„  est  moitié 
moindre  : 

P«  =  Pm-1:2— fw  — 1)!  :  2. 

La  démonstration  est  calquée  sur  celle  du  i°. 

Par  exemple,  trois  perso  mie  s  autour  d’une  table  peuvent,  dans  le  pre¬ 
mier  cas,  se  disposer  de  deux  façons  différentes;  dans  le  second,  il  n’v  a 
qu'une  disposition  :  chaque  convive  est  toujours  obligé  d’avoir  les  deux 
autres  comme  voisins. 

Est- il  nécessaire  de  montrer  que,  même  avec  ces  restrictions,  on  a 
généralement  le  choix?  Dans  le  second  cas,  8  personnes  dînant  ensemble 
peuvent  changer  de  voisin  : 

(1.2. 3. ..7):  2=  2520  fois, 
de  quoi  occuper  les  soirées  pendant  sept  ans. 

594.  Dérangements  ou  inversions. 

Avec  deux  lettres  a  et  6,  on  forme  les  permutations  linéaires  : 

ab ,  '  ba. 

Dans  la  première,  les  lettres  sont  dans  leur  ordre  naturel;  dans  la 
seconde,  il  y  a  dérangement  ou  inversion. 

Pour  passer  à  la  permutation  de  trois  lettres,  nous  écrivons  d’abord  : 

abc ,  bac  ; 

nous  n’avons  introduit  aucune  inversion  nouvelle.  Nous  écrivons  ensuite  : 

cicb  ,  bca  ; 

acb  contient  une  inversion;  bca  en  contient  deux,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  compter  le  nombre  des  inversions,  on  peut  procéder  de  deux 
manières  équivalentes.  On  détermine  pour  chaque  lettre  le  nombre  des 
ettres  qu’elle  commande  (qui  sont  à  sa  droite)  et  qu’elle  ne  devrait  pas 
commander,  puis  on  fait  le  total  des  nombres  ainsi  déterminés;  ou  déter- 
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mine  pour  chaque  lettre  le  nombre  des  lettres  qu’elle  subit  (qui  sont  à  sa 
gauche)  et  qu’elle  ne  devrait  pas  subir,  puis  on  t'ait  le  total  des  nombres 
ainsi  déterminés. 

Ainsi,  dans  bca ,  b  et  c  commandent  a  qui  vient  avant  eux  dans  L’al¬ 
phabet  :  il  y  a  deux  inversions. 

On  marque  positivement  les  termes  de  la  permutation  où  le  nombre 
des  inversions  est  pair,  négativement  ceux  où  le  nombre  des  inversions 
est  impair.  Les  termes  positifs  et  négatifs  sont  en  même  nombre,  ce  qu’on 
vérifiera  immédiatement. 

Faisons  le  tableau  des  permutations  de  deux,  trois  et  quatre  lettres 
en  mettant  les  signes  convenables. 


• 

-f-  ab 

-<• 

.  —  ba 

~j—  abc 

—  acb 

-f-  cab 

—  bac 

-f  bca 

—  cbci 

-f-  abcd 

—  acbd 

-f*  cabd 

—  bacd 

+  b  cad 

—  cbad 

—  abdc 

-f-  acdb 

—  cadb 

4*  badc 

—  bcda 

4*  cbda 

-j-  adbc 

—  adcb 

-f-  cdab 

—  bdac 

-f-  bdca 

—  cdba 

—  dabc 

-f-  dacb 

—  dcab 

4-  dbac 

—  dbca 

4-  dcba 

Soit  à  déterminer  le  signe  de  bdca  :  la  lettre  b  donne  une  inversion , 
d  donne  deux  inversions,  c  en  donne  une;  en  tout  quatre;  le  terme  est 
positif. 

On  peut  procéder  en  sens  inverse  :  la  lettre  a  donne  trois  inversions, ^ 
c  en  donne  une  ;  en  tout  quatre. 

On  vérifiera  immédiatement  que  l’échange  de  deux  termes  placés 
n’importe  comment  change  le  signe  du  terme.  Si  bdca  est  positif,  adcb 
est  négatif  :  les  lettres  a  et  b  ont  été  échangées. 

595.  Déterminants. 

i°.  —  Soit  le  tableau  de  m2  quantités  rangées  suivant  m  lignes  et  m 
colonnes  : 


ai 

hl 

ct  .. 

.  K 

i. 

a  ^ 

K 

c,  .. 

h 

• 

U  m 

bm 

Cnx  •  •  . 

On  appelle  déterminant  la  somme  des  produits  obtenus  en  prenant  ces 
quantités  m  à  m,  de  manière  que  toutes  les  lettres  et  tous  les  indices 
soient  représentés.  Autrement  dit,  considérons  le  terme  ( principal )  : 

«i02c3d4. . .  /OT; 

laissons  les  lettres  fixes  et  permutons  les  indices;  nous  obtenons  ; 

.2 .3...  m 
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termes  qui  seront  affectés  de  signes  convenables  et  dont  la  somme 
algébrique  constituera  le  déterminant. 

Le  signe  de  chaque  terme  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  nombre 
des  inversions  est  pair  ou  impair.  Pour  les  compter,  on  commence  par 
mettre  les  lettres  dans  l’ordre  de  l'alphabet,  puis  on  compte  le  nombre 
des  inversions  sur  les  chiffres;  il  revient  au  même  de  mettre  les  indices 
dans  l’ordre  naturel  et  de  compter  les  inversions  sur  les  lettres. 

Voici  quelques  exemples. 

5°.  —  Déterminant  a  2'2  termes. 

Le  développement  est  composé  de  deux  termes. 


=  afi.2 —  a.2br 


Déterminant  a  32  termes. 

Le  développement  est  composé  de  six  termes. 


A  = 


av 

a2 

C(o 


c» 


=  cilb2c3  —  afiaCç  -f-  a3&tc2  —  a^c, 

+  a2b3ci  —  a3b.2cv 


On  remarquera  qu’il  serait  possible  d’écrire  : 


+  a3 


Les  déterminants  à  quatre  lettres  s’appellent  déterminants  mineurs. 

En  définitive,  les  déterminants  permettent  de  mettre  sous  forme  abrégée 
les  termes  parfois  très  nombreux  de  certaines  permutations. 

3°.  —  Équations  du  premier  degré. 

Les  racines  des  équations  du  premier  degré  se  mettent  sous  la  forme 
de  déterminants  où  entrent  les  quantités  connues  et  les  coefficients  des 
inconnues.  Comme  exercice,  le  lecteur  résoudra  le  svstème  : 

'  «i 


atx  +  bxy  -j-  c±z  =  dA, 
ci.2x  -f-  b2y  +  c2z  =  d.2, 

<*3X  +  h3lJ  +  C3Z  =  d3- 


Il  trouvera  que  les  racines  sont  le  quotient  de  deux  déterminants.  Le 
dénominateur  commun  est  le  déterminant  A  à  six  termes  calculé  plus 
haut;  les  numérateurs  s’obtiennent  en  remplaçant  dans  A  les  coefficients 
de  x,  de  y  ou  de  z  par  les  seconds  membres  correspondants. 

On  a  par  exemple  : 


d1 

at 

b, 

ci 

A,= 

G 

h 

C2 

,  A  = 

a2 

h 

d3 

K 

C3 

a3 

h 

C2 

Mais  dans  la  pratique  (qui  seule  nous  intéresse),  on  ne  trouve  aucun 
avantage  à  ce  procédé  de  résolution. 

Comme  il  est  rare  d'avoir  à  résoudre  des  systèmes  de  3,  4,  5,  ...  équa¬ 
tions  où  ne  s’introduit  aucune  simplification,  il  est  pratiquement  plus 
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rapide  d’utiliser  ces  simplifications  pour  éliminer  successivement  les 
inconnues.  Au  surplus,  la  résolution  d’un  système  de  quatre  équations 
sans  simplifications  est  un  labeur  qu’il  faut  essayer  pour  en  connaître 
la  difficulté  pratique. 

Les  déterminants  ne  servent  réellement  que  dans  la  démonstration  de 
propositions  théoriques  que  jamais  personne  n’a  songé  à  utiliser. 


596.  Permutations  quand  les  objets  ne  sont  pas  tous  dis¬ 
semblables. 

Supposons  que  les  m  objets  se  divisent  en  n  objets  A  semblables  entre 
eux,  et  m —  n  objets  B  semblables  entre  eux  et  différents  des  précédents. 
On  demande  le  nombre  des  permutations  distinctes. 

Si  les  objets  étaient  dissemblables,  le  nombre  des  permutations  serait 
PnJ  =  ?n  !.  Mais  il  y  a,  d’une  part,  n  objets  A  qui  sont  semblables  entre 
eux  ;  de  ce  chef,  le  nombre  des  permutations  Pm  est  divisé  par  le  nombre 
Pn  des  permutations  de  ces  n  objets  qui  ne  peuvent  plus  se  distinguer. 
De  même,  Pm  est  divisé  par  le  nombre  Pm_n  des  permutations  des  m  —  n 
objets  B  qui  sont  indistinctes.  Le  nombre  cherché  est  donc  : 

Pm  _  1.2.3.;.  m  _  m! 

P„  .  Pm  _  „  1.2...n.l.2...  (m  —  n)  n  !  ( m — n)  ! 


La  règle  est  générale.  S’il  y  a  trois  groupes  composés  de  p,  q ,  r,  objets 
respectivement  semblables,  le  nombre  des  permutations  est  : 

Pm  m  !  ,  . 

n  tV '"  = 1 j r >  p  q  -\-  T  —  m. 

PpLqPr  p  1  q  l  r !  9  1  1  1  1 

Bemarque. 

On  a  : 

m  !  _  m(m  —  1) ...  (n  -f- 1)  m ( m  —  1)  ...  (m  —  n-\~  1) 

n  !  (m — n)\  (m  —  n)  !  n! 

Introduisant  une  notation  que  nous  trouverons  plus  loin  (à  propos  des 
combinaisons,  §  598),  nous  pouvons  poser  : 


m 


P/i  •  Pm  -  n 


Cn  _ pm  —  n 

m  -  Cl/; 


597.  Arrangements. 

On  a  m  balles  différentes  et  seulement  n  trous  (n<wt);  on  prend 
les  balles  n  à  n  de  manière  à  remplir  tous  les  trous;  on  demande  combien 
de  spectacles  différents  il  est  possible  d’obtenir. 

Pour  simplifier,  utilisons  la  représentation  linéaire;  opérons  sur  trois 
objets  a ,  b ,  c;  arrangeons- les  un  à  un,  deux  à  deux,  trois  à  trois. 

On  obtient  les  figures  : 

a,  b ,  c; 

aby  ba,  ac ,  ca,  bc ,  cb\ 

abc,  acby  cab ,  bac ,  bca ,  cba\ 

résultat  que  nous  exprimons  par  les  symboles  : 

Aj  =  3>  Ai5  =  0,  Ai  =  6. 
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On  démontre  aisément  la  formule  : 

A",  =  m  (m  —  1) ...  (m  —  n  +  1). 

598.  Combinaisons.  Triangle  de  Pascal.  Nombres  figurés- 

i°.  —  Les  combinaisons  diffèrent  des  arrangements  en  ceci  que  deux 
groupes  ne  sont  considérés  comme  distincts  que  s’ils  diffèrent  au  moins 
par  un  objet.  Dans  les  combinaisons,  on  n’a  pas  égard  à  la  disposition  des 
objets;  on  veut,  par  exemple,  réunir  en  excursions  m  personnes  n  à  n  > 
de  manière  que  les  groupes  diffèrent  par  une  personne  au  moins. 

Il  est  évident  que  si,  ayant  le  nombre  Cm  des  combinaisons,  nous  per¬ 
mutons  ensuite  dans  chaque  groupe  de  n  les  personnes  de  toutes  les 
manières  possibles,  nous  aurons  le  nombre  des  arrangements. 

D’où  la  relation  : 


*  n  ri/i  n  c'a _  m  (  ni  1)  ., 

. .  (m  —  n 

+  D 

■«-m - •  a  n  >  '->m - 

1.2. 

o  ....  n 

• 

2°.  —  On  appelle  Triangle  de 

Pascal  ou 

Triangle  arithmétique  la 

figure  : 

Unités  1  1 

1  1  1 

1  1 

1  1 

1 

1 

Nombres  naturels  1 

2  3  4 

5  6 

7  8 

9 

10 

—  triangulaires 

13  6 

10  15 

21  28 

36 

45 

—  pyramidaux 

1  4 

10  20 

35  56 

84 

120 

—  triangulo- pyramidaux 

1 

5  15 

35  70 

126 

210 

1  6 

21  56 

126 

252 

1 

7  28 

84 

210 

1  8 . 

36 

120 

1 

9 

45 

1 

10 

1 

Un  nombre  est  égal  au  précédent  sur  la  même  ligne,  ajouté  à  celui  qui 
est  au-dessus  de  ce  dernier  dans  la  même  colonne.  Soit  : 

...  (i  b  c  d  ... 

...  e  f  g  h  ... 

un  fragment  du  triangle.  On  a  : 

/  =  e  -f  a,  gz=zf-\-b,  h~g-\-c, 

3°.  —  Remarque  I.  —  Les  colonnes  successives  du  triangle  sont  les 
coefficients  des  puissances  successives  de  x  dans  le  développement  de 

(x  -f  a)m  =  xm  +  -^xm-'la+  m  ~  ÏLxm-W  +  ... 

Remarque  II.  —  Supprimons  du  triangle  la  première  ligne.  La 
mième  colonne  de  la  figure  restante  renferme  toutes  les  combinaisons 
de  m  objets  làl,  2  à  2,  ...,  m  à  m.  Par  exemple,  les  combinai¬ 

sons  de  4  objets  pris  1  à  1,  2  à  2,  ...  sont  au  nombre  de  : 

4,  6,  4,  1. 
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Il  résulte  de  là  les  formes  suivantes  du  terme  général  pour  : 
ia  seconde  ligne,  la  troisième,  la  quatrième, 

-  -  /  m  (m  —  1  )  m  (m  —  1  )  (m  —  2) 

~f’  TT2  ’  17273  5  ••• 

On  commencera  à  utiliser  ces  expressions  à  partir  du  nombre  m  qu 
donne  1  pour  résultat. 

On  remarquera  que  la  somme  de  deux  nombres  triangulaires  consé¬ 
cutifs  est  un  carré  parfait 

4°.  —  Voici  un  exemple  qui  apprendra  le  sens  de  certains  termes. 

L’ancienne  Loterie  telle  qu’elle  existait  en  France  avant  1835  (elle  sub¬ 
siste  presque  semblable  en  Italie)  comprenait  90  numéros.  11  en  résultait  : 

90  extraits  =  Ci 

(90 . 89)  :  (  1 . 2)  =  4005  ambes  =  Ci 

(90 . 89 . 88)  :  (1 . 2 . 3)  =  117  *  480  ternes  =  Câ 

(90 . 89 . 88 . 87)  ^  (1 . 2 . 3 . 4)  =  2  *  555  •  190  qaaternes  =  Ci 
et  ainsi  de  suite. 

Si  le  jeu  consiste  à  ne  tirer  qu’un  numéro,  le  preneur  a  donc  une 
chance  contre  90  de  voir  sortir  un  extrait  donné,  une  chance  contre 
4005  de  voir  sortir  un  ambe  donné,  une  chance  sur  117  *480  de  voir 
sortir  un  terne  donné,  ... 

En  fait,  5  numéros  sortaient  à  chaque  tirage.  Ils  correspondaient  à  : 

5  extraits  =  Cj 

(5.4):  <1 . 2)  =  10  ambes  Gg 

(5 . 4 . 3)  :  (1  .  2 . 3)  =  10  ternes  —  Ci 

'  (5 . 4 . 3 . 2)  :  (1 . 2 . 3 . 4)  =  5  quaternes  —  C| 

D’où  une  chance  de  sortie 

contre  18  pour  un  extrait  donné, 

400  .  ambe  . , 

11*748  .  terne  . , 

511*038  .  qùaterne . , 

On  voit  qu’il  fallait  être  né  coiffé  pour  gagner  un  terne  à  la  loterie  ; 
a  fortiori  un  qùaterne. 

599.  Nombre  des  combinaisons  d’ordre  pair  et  d’ordre  impair. 

La  formule  du  binôme  donne  : 

( x  -f-  a)m  —  xm  +  -y-  axm  ~ 1  -f-  ... 

Faisons  x  =  a  =  1;  il  vient  : 

2"  — 1  =  -”-  -t-  m(m~ 1)  +  _ 

Donc  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  2C"  ,  pour  m  donné  et  n 
variant  de  1  à  m,  est  égale  à  2m  —  4. 
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Faisons  x  =  i, 


il  vient  : 

m  (m  —  1  ) 

"T 

1  •  +* 


+ 


D’où  les  équations  : 

G1  +  G2  +  C3  +  . . .  +  Cm  =  2m  —  1 , 

G1  — C2  +  C3-f  ...  ±  Cm  —  1  ; 

C1  +  G3+  '...=2m-1,  G2  +  C4  -f  CG  +  . . .  =  2m  - 1  —  1 . 


600.  Combinaisons  avec  répétition. 

i°.  —  On  donne  m  objets  a,b,c,...l. 

On  derran  le  le  nombre  de  groupes  de  n  objets  qu’il  est  possible  de 
former,  en  admettant  comme  distinctes  les  combinaisons  qui  différent 
par  les  lettres  employées,  ou  par  l’ordre  dans  lequel  elles  le  sont;  on 
tolère  les  répétitions.  ■ 

Pour  comprendre  à  quoi  correspond  le  problème,  soient  données  3  pièces 
de  monnaie  A,  B,  G.  Appelons  a  les  faces,  b  les  piles.  Nous  lançons  les 
trois  pièces  simultanément,  et  nous  demandons  le  nombre  des  combinai¬ 
sons  possibles.  Il  peut  y  avoir  répétition,  puisque  les  trois  piles  peuvent 
se  présenter.  D’ailleurs,  les  combinaisons  cibb,  bab ,  bba ,  sont  dis¬ 
tinctes  si  l’on  convient  d’écrire  d’abord  le  résultat  pour  la  pièce  A,  ensuite 
le  résultat  pour  la  pièce  B,  enfin  le  résultat  pour  la  pièce  G. 

En  définitive,  on  vérifiera  qu’il  y  a  :  23  =  8  combinaisons  possibles  : 

aaa,  ciab ,  aba,  bact,  abb ,  bab ,  bba,  bbb. 

Un  raisonnement  analogue  montre  que  le  nombre  des  combinaisons 
ci-dessus  définies  est  : 

T"  =•  mn. 

Le  nombre  n  peut  être  supérieur  ou  inférieur  à  m. 

Par  exemple,  avec  deux  dés  (m  =  G,  n  =  2),  on  obtient  62  =  36 
combinaisons  possibles;  avec  trois  dés,  on  en  obtient  G3  =  216. 

On  peut  considérer  ce  genre  de  combinaisons  comme  fourni  par  n  phé¬ 
nomènes  admettant  m  déterminations  également  possibles. 

2°.  —  Alphabet  Morse. 

Nous  trouvons  une  intéressante  application  de  ce  qui  précède  dans 
V alphabet  Morse  usité  dans  la  télégraphie.  Nous  ne  di-posons  que  de 
m  =  2  signaux  différents,  le  point  et  le  trait. JS ous  convenons  d’utiliser 
des  groupes  de  n  —  1,  2;  3,  4  signaux.  Nous  demandons  le  nombre  total 
des  signaux  différents  ainsi  obtenus.  Il  est  : 

2'  2-  -f  23  +  24  =  30. 

Ce  nombre  est  insuffisant  parce  qu’aux  vingt-six  lettres  de  l’alphabet 
français,  il  faut  ajouter  certains  signes  et  groupes  des  alphabets  étran¬ 
gers  tels  que  : 

a,  ô,  v,  eh,  n,  ...  ; 
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au  surplus  les  10  chiffres.  On  utilise  donc  les  groupes  de  5  signaux  qui 
sont  au  nombre  de  25  =  32.  On  choisit  ceux  qu’il  est  le  plus  commode 
d’obtenir  rapidement,  ou  qui  se  distinguent  le  plus  facilement  en  cas  de 
réalisation  imparfaite. 

Éléments  du  calcul  des  probabilités. 

601.  Probabilité  mathématique. 

Le  Calcul  des  probabilités  repose,  comme  toute  théorie,  sur  un  certain 
nombre  d’hypothèses  qu’il  n’y  a  pas  à  discuter.  On  ne  peut  discuter  que 
l  i  légitimité  de  leur  application  à  tel  ou  tel  cas  concret.  Nous  poserons 
que  la  possibilité  d'un  fait  ne  dépend  que  du  rapport  du  nombre  des 
« chances  favorables ,  au  nombre  total  des  chances;  ce  rapport  est,  par  défini¬ 
tion,  la  probabilité  du  fait.  Il  est  indifférent  par  hypothèse  que  les  nombres 
•des  chances  favorables  ou  contraires  augmentent  ou  diminuent,  pourvu 
que  leur  rapport  reste  le  même. 

Par  définition,  un  fait  est  impossible  si  sa  probabilité  est  infiniment 
petite,  bien  qu’il  puisse  être  rationnellement  possible.  Ainsi  nous  disons 
qu’il  est  impossible  que  deux  sphères  se  rencontrent  suivant  la  ligne  des 
•centres,  non  pas  parce  qu’il  existe  contre  cette  hypothèse  une  impos¬ 
sibilité  de  contradiction  ( impossibilité  logique ),  mais  parce  qu’il  faudrait 
que  se  réalisât  un  phénomène  dont  la  probabilité  mathématique  est  quasi 
nulle. 

Dans  l’étude  des  chances,  on  rencontre  deux  sortes  de  difficultés  : 
d’abord  le  dénombrement  théorique  des  chances,  ensuite  leur  calcul  effec¬ 
tif.  C’est  qu’en  effet  notre  travail  n’est  pas  fini  quand  nous  avons  trouvé 
une  expression  exacte  des  chances  favorables  et  contraires  (dénombre¬ 
ment  théorique);  il  faut  encore  que  le  calcul  de  cette  expression  soit 
praticable. 

Or  les  combinaisons  d’objets  conduisent  à  des  nombres  si  grands  et  à 
des  opérations  si  longues,  que  la  sagacité  des  géomètres  s’est  exercée  à  la 
découverte  de  méthodes  abrégées  permettant  le  calcul,  sinon  séparément 
des  chances  favorables  et  du  total 'des  chances,  du  moins  du  rapport  de 
ces  nombres,  c’est-à-dire  de  la  probabilité. 

En  ce  sens,  on  peut  dire  que  l’introduction  de  la  probabilité  à  la  place 
des  nombres  des  chances  favorables  et  contraires,  transforme  complète¬ 
ment  la  science  qui  nous  occupe.. 

Voici  d’abord  un  certain  nombre  d’exemples  pour  fixer  les  idées. 

602.  Exemples  de  calcul  de  la  probabilité. 

i°.  —  Problème  du  franc  carreau. 

Sur  un  carrelage  hexagonal  on  jette  une  pièce  de  monnaie  ;  on  demande 
la  probabilité  pour  qu'elle  se  trouve  tout  entière  sur  un  seul  carreau 
{franc  carreau). 

Inscrivons  dans  l’hexagone  un  second  hexagone  homothétique  du  pre- 
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mier  par  rapport  à  son  centre,  et  tel  que  la  distance  deux  côtés  homo¬ 
logues  soit  le  rayon  de  la  pièce  de  monnaie. 

La  probabilité  du  franc  carreau  est 
égale  au  rapport  Sp  :  Sff  de  Faire 
du  petit  hexagone  à  Faire  du  grand  « 
En  effet,  le  carreau  est  franc  si  le- 
centre  de  la  pièce  est  dans  le  petit 
hexagone  d’aire  Sp;  il  ne  l’est  pas  si 
le  centre  de  la  pièce  est  dans  l’espace 
compris  entre  les  deux  polygones- 
d’aire  Sp  —  Sp.  Le  nombre  total  des. 
chances  est  Sp;  le  nombre  des¬ 
chances  favorables  au  franc  carreau 
est  S p  :  la  probabilité  est  Sp  :  Sg. 

Pu.  —  Une  tige  de  longueur  l  se- 
brise  en  trois  morceaux  x,y,z ;  on 
demande  la  probabilité  pour  qu’avec: 
ces  morceaux  on  puisse  former  un 
triangle. 

Considérons  ce,  y,  z,  comme  les  coordonnées  d'un  point  P  par  rapport 
à  trois  axes  rectangulaires.  Nous  avons  d’abord  à  satisfaire  la  condition  i 


Fig. 
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x~hy  ~r  z  =  l, 

où  x,  y,  z ,  sont  positifs.. 

Le  point  P  est  donc  com¬ 
pris  dans  le  triangle  ABC. 
tel  que  : 

OA  =  ÜB  =  ÜC  =  l. 

L’aire  de  ce  triangle  repré¬ 
sente  le  total  des  chances.  • 

Évaluons  maintenant  le* 
nombre  des  chances  favo~ 
râbles. 

Un  théorème  élémen¬ 
taire  permet  de  poser  les, 
inégalités  : 

h 

'  2(y  +  z)>l, 

2(z+*)>Z. 


Donc  le  nombre  des  cas  favorables  est  représenté  par  Faire  du  tri¬ 
angle  PMN  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 

La  probabilité  cherchée  est  1  :  4. 

3°.  —  Jeu  de  passe  dix. 

Les  dés  à  jouer  ordinaires  sont  cubiques;  leurs  faces  opposées  sont 
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numérotées  1,6;  2,  5;  3,  4;  de  manière  que  la  somme  des  points 
soit  toujours  égale  à  7. 

Ceci  posé,  on  jette  trois  dés;  le  joueur  parie  contre  l’adversaire  que  la. 
somme  des  points  excédera  10. 

On  demande  la  probabilité  pour  qu’il  gagne. 

Le  nombre  total  des  combinaisons  (avec  répétition,  §  600)  est  216. 

Considérons  une  combinaison  quelconque  4.5.3,  par  exemple, 
dont  la  somme  12  passe  dix.  Retournons  les  dés;  les  nombres  seront 
3.2.4,  dont  la  somme  9  est  au-dessous  de  dix.  Donc  à  toute  combinai¬ 
son  qui  fait  gagner  le  joueur  en  correspond  une  qui  le  fait  perdre. 

La  probabilité  de  gain  est  1  :  2  ;  on  dit  que  le  jeu  est  égal. 

603.  Précautions  à  prendre  dans  l’énumération  et  la  repré¬ 
sentation  des  cas. 

Il  est  commode  de  représenter  les  nombres  des  événements  possibles 
et  des  événements  favorables  par  des  segments  de  courbes  ou  par  des 
aires  ;  on  en  évalue  le  rapport  pour  avoir  la  probabilité  mathématique. 
La  difficulté  est  de  choisir  convenablement  cette  représentation,  de 
manière  que  des  combinaisons  équivalentes  soient  représentées  par  des 
arcs  égaux  ou  par  des  aires  égales. 

Voici  des  exemples. 

Nous  demandons  quelle  est  la  probabilité  pour  qu’une  droite  passant 
par  un  point  P  fasse  avec  une  droite  de  référence  un  angle  inférieur 
à  30°. 

Le  problème  est  très  différent  suivant  que  la  droite  est  assujettie 
à  rester  dans  un  plan  ou  qu’elle  peut  sortir  de  ce  plan. 

Dans  le  plan,  la  mesure  de  la  probabilité  est  le  rapport  de  l’arc  30 
à  l’arc  180°,  arcs  mesurés  sur  une  circonférence  quelconque  de  centre  P. 
La  probabilité  est  4:6  =  0,166. 

Dans  l’espace,  la  mesure  de  la  probabilité  est  le  rapport  de  l’angle- 
solide  d’un  cône  ayant  30°  comme  demi-angle  au  sommet  à  l’angle  solide 
ayant  180  comme  demi-angle' au  sommet. 

Elle  est  par  conséquent  (M.  G.,  §  75)  : 

2*  (1  —  cos  30°)  :  4r  =  0,067. 

Si  on  transportait  au  second  problème  le  mode  de  représentation 
(qui  est  correct  pour  le  premier  problème)  des  cas  possibles  et  des  cas- 
favorables,  on  se  tromperait  lourdement,  parce  que  des  arcs  égaux  de 
méridiennes  n’engendrent  pas  des  aires  égales. 

604.  Des  paris  et  de  l’espérance  mathématique. 

La  définition  de  la  probabilité  est  simple  et  naturellement  indiscutable. 
On  admet  que  parmi  N  événements  également  probables,  n  sont  favorables  ; 
on  dit  que  la  probabilité  favorable  est  n  :  N.  Mais  on  commence  à  dis¬ 
cutailler  dès  qu’on  veut  passer  de  ces  définitions  mathématiques  à  des 
applications  sociales.  Gomme  toutes  les  questions  soulevées  sont  parlai- 
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tement  oiseuses  pour  nous,  physiciens  et  ingénieurs,  nous  n’en  dirons 
que  quelques  mots. 

On  appelle  espérance  mathématique le  produit  de  la  valeur  d’un  objet 
par  la  probabilité  de  l’obtenir.  Là-dessus,  discussion  à  perte  de  vue  pour 
savoir  s’il  est  raisonnable  d’acheter  à  son  prix  théorique  une  espérance 
mathématique.  On  a  dit  force  sottises  et  c’est  justice. 

Quand  on  prend  un  billet  de  loterie,  le  montant  des  lots  n’atteignant 
qu’une  fraction  (assez  petite)  de  la  somme  versée,  on  achète  Y  espérance 
mathématique  beaucoup  plus  cher  qu’elle  ne  vaut  :  pourtant  on  n’est  pas 
ipso  facto  bon  à  enfermer.  On  a  le  plaisir  de  construire  des  châteaux 
en  Espagne,  sans  se  buter  à  une  impossibilité  logique  de  réalisation 
matérielle  :  cet  amusement  a  bien  son  prix.  Si  vous  n’avez  pas  de  billet, 
il  est  impossible  que  vous  gagniez  ;  si  vous  en  avez  un  sur  un  million, 
sans  que  vous  soyez  beaucoup  plus  avancé,  le  succès  n’est  plus  Iqgi- 
quement  impossible. 

Inversement,  si  X  a  une  chance  sur  trois  de  gagner  un  million,  Y  ne 
se  conduira  pas  en  bon  père  de  famille  s’il  consent  à  la  payer  333333  francs, 
à  moins  qu’il  ne  désire  être  agréable  à  X  et  qu’il  ne  soit  très  riche. 

Tout  cela  n’est  pas  matière  à  discussion  scientifique. 

Sur  un  champ  de  courses,  la  cote  d’un  cheval  peut  varier  du  simple  au 
décuple  en  une  demi -heure  :  le  calcul  des  chances  ne  se  présente  géné¬ 
ralement  pas  avec  la  simplicité  de  boules  blanches  et  noires  dans  une 
urne  ;  les  problèmes  réels  sont  autrement  compliqués  que  ces  schémas 
.  élémentaires.  Comment  calculer  la  variation  de  la  chance  d’un  cheval,  du 
fait  qu'il  absorbe  un  seau  d’eau  une  heure  avant  la  course?  à  sup¬ 
poser,  au  surplus,  qu’on  ait  la  naïveté  de  vous  prévenir  ! 

Les  mathématiciens  se  donnent  beau  jeu.  Ils  inventent  de  petits  pro¬ 
blèmes  saugrenus  ;  ils  cherchent  curieusement  ce  que  fera  Caïus  dans 
une  situation  où  il  est  matériellement  impossible  qu’il  se  mette  ou  qu’il 
conserve  la  faculté  d’appliquer  sa  géométrie,  s’il  en  a.  Us  apportent 
d’un  air  grave  une  solution  magistrale  que  tout  le  monde  admire  sans  la 
comprendre.  Us  sont  fiers  comme  Artaban  d’être  géomètres;  ils  citent 
une  pensée  de  Pascal  en  la  tronquant  :  car  si  Pascal  déclare  la  Géométrie 
le  plus  haut  exercice  de  V esprit ,  à  la  ligne  suivante  il  la  reconnaît  parfai¬ 
tement  inutile. 

A  la  vérité,  si  la  géométrie  ne  servait  qu’à  ces  jeux  de  mandarins,  on 
s’en  passerait  aisément. 

Théoriquement,  les  paris  ne  sont  raisonnables  que  si  les  enjeux  sont 
proportionnels  aux  probabilités  de  gagner  :  en  fait,  bien  malin  sera-t-on 
de  découvrir  un  pari  mathématiquement  raisonnable.  Au  reste,  pour 
la  joie  des  sages,  il  est  nécessaire  que  la  race  des  gogos  ne  meure  pas  ! 

605.  Théorèmes  fondamentaux. 

Nous  pouvons  déduire  de  l’hypothèse  fondamentale  un  certain  nombre 
de  principes  secondaires  d’un  emploi  constant. 
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i°.  —  La  probabilité  d'un  événement  qui  peut  arriver  dans  diverses 
hypothèses  dont  les  probabilités  sont  p,  p' ,  p",  ...  est  égale  à  la  somme  des 
probabilités  p  -f-  p'  -f-  p "  -f-  ... 

Soit  N  le  nombre  total  des  événements  possibles.  Il  y  a  d’une  part 
n  cas  favorables,  d’autre  part  n  cas  favorables,-  ... 

La  probabilité  de  l’événement  considéré  est  donc  : 


n  -f-  n  -f-  . .  • 


que  l’on  peut  écrire 


N  ^ 


n 


a  ^  i  4“  ••• —  P V  + 

Cette  équation  exprime  la  proposition  énoncée. 

Par  exemple,  il  y  a  dans  une  urne  n  boules  blanches,  n'  rouges, 
n"  bleues;  les  autres  sont  noires.  On  demande  la  probabilité  pour  qu’il 
sorte  une  boule  qui  ne  soit  pas  noire.  Elle  est  égale  à  la  somme  des  pro¬ 
babilités  qu’il  sorte  une  boule  blanche,  une  boule  rouge,  une  boule 
bleue. 

3°.  —  La  probabilité  d'un  événement  composé  d’un  nombre  quelconque 
d* événements  indépendants  est  égcde  au  produit  des  probabilités  des  événe¬ 
ments  simples,  dont  il  exige  la  réunion. 

Voici  le  sens  de  la  règle. 

La  probabilité  de  tirer  un  as  d’un  jeu  de  32  cartes  est  1  :  8,  puisqu’il 
y  a  quatre  as.  On  donne  trois  jeux  :  la  probabilité  de  tirer  un  as  d’un 
jeu  est  indépendante  du  fait  qu’on  a  tiré  ou  qu’on  n’a  pas  tiré  un  as  de 
l’un  des  deux  autres  jeux;  les  événements  sont  indépendants.  La  règle  dit 
que  la  probabilité  de  tirer  successivement  un  as  des  trois  jeux  est  : 


1  1  1  1 

8  '8*  8  512  * 


On  peut  retrouver  le  résultat  d’une  manière  qui  n’invoque  que  la  défi- 
nition,  mais  qui  est  plus  compliquée. 

Le  nombre  total  des  combinaisons  avec  répétition  qu’on  peut  former 
de  trois  cartes  avec  trois  jeux  de  32  cartes,  est  (g  GÜO)  :  32’ =  215.  Le 

fait  qu’on  a  trois  jeux  à  sa  disposition  permet  la  répétition. 

Le  nombre  des  combinaisons  qu’on  peut  former  avec  les  quatre  as- 
pris  trois  par  trois  (un  dans  chaque  jeu)  est  43  =  2®. 

Donc  la  probabilité  qu’il  apparaisse  une  de  ces  combinaisons  est  : 


2°  :  215  =  1  :  2°  =  1  ;  512. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  démonstration  générale. 

3°.  —  Si  les  événements  ne  sont  pas  indépendants ,  la  probabilité  de 
V événement  composé  est  égcde  au  produit  des  probabilités  telles  quelles  se 
présentent  après  apparition  d’un  ou  plusieurs  événements. 

Par  exemple,  soient  les  13  cartes  de  même  couleur  prises  dans  un  jeu  de: 
52  cartes.  On  demande  la  probabilité  pour  que  les  deux  premières  cartes, 
soient  un  as  et  un  deux.  La  probabilité  que  l’as  sorte  d’abord  est  1  :  13. 
Mais  l’as  ôté,  il  ne  reste  que  12  cartes  :  la  probabilité  que  le  deux  sorte, 
est  1  :  12.  La  probabilité  de  l’événement  composé  est  : 


1  :  (12.13)  =  !  :  150. 
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On  peut  retrouver  le  résultat  d’une  manière  qui  n’invoque  que  la  défi¬ 
nition,  mais  qui  est  plus  compliquée. 

Les  arrangements  de  13  cartes  sont  au  nombre  de  13!  (§  597);  c’est  le 
nombre  des  événements  possibles.  Dénombrons  les  événements  favo¬ 
rables.  Nous  voulons  que  l’as  et  le  deux  occupent  les  deux  premiers 
rangs.  Cherchons  donc  le  nombre  des  arrangements  dans  cette  hypothèse; 
il  est  évidemment  égal  à  celui  des  arrangements  des  11  cartes  mobiles, 
soit  11  !.  La  probabilité  cherchée  est  11!  :  13!  =1  :  (12 . 13),  qui  est  le 
résultat  précédent. 


606.  Probabilités  composées;  exemples  classiques  où  elles 
sont  traitées  à  tort  comme  indépendantes. 

Voici  deux  exemples  classiques  de  probabilités  composées;  les  solu¬ 
tions  proposées  sont  plus  que  contestables. 

i°.  —  On  tire  avec  une  arme  qui,  par  hypothèse,  ne  présente  pas  de 
défauts  systématiques. 

Traçons  sur  la  cible  deux  axes  Ox,  Oy\  l’origine  est  le  point  qu’on  vise. 
On  pose  que  la  probabilité,  pour  que  la  balle  soit  dans  la  bande  déter¬ 
minée  par  des  parallèles  à  O  y  d’abscisses  x  et  x-\-dx,  est  o(x)dx. 
On  pose  que  la  probabilité  pour  que  la  balle  soit  dans  la  bande  déterminée 
par  des  parallèles  à  Ox  d’ordonnées  y  et  y  cl  y ,  est  o  (y)  dy.  Si  on 
admet  que  les  événements  sont  indépendants ,  la  probabilité  pour  que  la 
balle  soit  dans  faire  dx  dy  déterminée  par  les  deux  bandes,  est  : 

y(x)®(y)  dx  dy. 

Si,  d’autre  part,  on  admet  que  la  probabilité  de  mettre  la  balle  dans  une 
aire  c/S  donnée  ne  dépend  que  de  la  distance  r  ci  V origine,  il  faut  écrire  : 


cp  (x)  cf  (y)  =  f(r) ,  identiquement. 
D’où  (comparer  au  §505)  : 


log  Cf  (as)  +  Iog  Cf  (ij)  =  log  /■()■). 

Prenons  les  dérivées  partielles  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y; 
il  vient,  en  vertu  de  la  relation  x 2  -f  y-  —  r^  : 

?'(æ)  Nix>-  =  NM-  =  Constante 

cp  ( x )  br  f  bx  br  f  r  9  x  cp  ( x )  y  cp  (y) 

D’où  : 


cp  (x)  =  <ï>  exp  ( —  k~x 2). 

L’erreur  du  raisonnement  est  la  contradiction  entre  les  deux  hypo¬ 
thèses,  d’abord  que  ce  qui  va  se  passer  pour  les  y  est  indépendant  de  ce 
qui  vient  de  se  passer  pour  les  x  (ou  inversement),  ensuite  que  la  proba¬ 
bilité  ne  dépend  que  de  la  distance  à  l’origine;  la  deuxième  hypothèse 
implique  précisément  que  la  valeur  de  l’écart  en  x  est  compensée  d’une 
certaine  manière  par  la  valeur  de  l’écart  en  y. 

2°.  —  Hypothèse  de  Maxwell. 

Les  molécules  d’un  gaz  sont  animées  de  vitesses  également  distribuées 
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'dans  toutes  les  directions;  les  vitesses  se  rangent  autour  d’une  vitesse 
moyenne  fonction  de  la  température;  le  raisonnement  de  Maxwell  est 
chargé  de  découvrir  suivant  quelle  loi.  Il  est  de  tous  points  comparable 
•au  précédent  et  présente  la  même  difficulté. 

Soient  y(x)dx,  o(y)dy,  <p (z)dz,  les  probabilités  pour  que  les  vecteurs 
représentatifs  des  composantes  de  la  vitesse  parallèlement. aux  trois  axes 
< vecteurs  dont  une  extrémité  est  à  l’origine)  aient  respectivement  leurs 
autres  extrémités  comprises  entre  x  et  x  +  dx,  y  et  y  -f-  dy,  z  et  z  -f  dzt 
Si  nous  admettons  que  les  probabilités  sont  indépendantes,  la  probabi¬ 
lité  pour  que  l’extrémité  du  vecteur  soit  dans  le  volume  dxdydz ,  est  : 


cp (x) z, (y) o (z)  dxdydz. 


Si  nous  admettons  que  la  distribution  des  vitesses  est  la  même  dans 
toutes  les  directions,  la  probabilité  que  l’extrémité  du  vecteur  soit  dans 

■j 

un  volume  dv  à  la  distance  r  de  l’origine,  ne  dépend  que  de  r  ;  il  faut 
poser  : 

(!/)?0)  =  f(r)y  ?(æ)  ==  ®  exP  (—  k'x~\ 

et  enfin  : 

f(r)  =  F  .  exp  [—  k-(x 2  -f  1/  +  z*)].  (1) 


Le  raisonnement  ne  vaut  rien,  car  il  implique  contradiction.  Par 
exemple,  supposons  que  la  composante  suivant  Ox  soit  égale  à  la  vitesse 
maxima  :  les  valeurs  des  composantes  suivant  O  y  et  O  z  ne  sont  p  a  s  dou¬ 
teuses ;  elles  sont  nulles;  pour  elles  il  n’y  a  plus  à  parler  de  probabilité . 
Généralement  la  connaissance  de  la  composante  suivant  un  axe  modifie 
les  probabilités  de  voir  apparaître  telle  ou  telle  composante  suivant  un 
:autre  axe  :  les  probabilités  ne  sont  pas  indépendantes. 

Gela  veut  dire,  non  pas  que  la  formule  (1)  est  incapable  de  représenter 
les  phénomènes,  mais  qu’il  est  impossible  de  l’établir  par  le  raisonne¬ 
ment  a  priori  précédent.  L’expérience  seule  peut  dire  si  elle  mérite 
confiance. 


607.  Épreuves  répétées  dans  des  conditions  identiques. 

Nous  arrivons  à  ce  qui  constitue  l’essentiel  de  la  Théorie  des  Probable 
iités  dans  toutes  ses  applications  à  la  Physique. 

i°.  —  Précisons  sur  un  exemple. 

Une  urne  contient  P  boules  blanches,  Q  boules  rouges. 

La  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  est  P  :  (P  -f  Q)  =  p; 

La  probabilité  de  tirer  une  boule  rouge  est  Q  :  (P  -f  Q)  =  q. 

Les  événements  sont  contradictoires ,  puisque  l’un  ou  l’autre  doit  néces¬ 
sairement  se  réaliser;  on  a  donc  : 

p  +  q  =  1. 

Le  premier  tirage  effectué,  remettons  la  boule  dans  l’urne  et  recom¬ 
mençons  :  les  probabilités  de  tirer  une  boule  blanche  ou  une  boule 
rouge  sont  restées  les  mêmes  ;  les  épï'euves  sont  répétées  dans  des  con¬ 
ditions  identiques. 
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2°.  —  Ceci  posé,  recommençons  m  fois  l’expérience. 

Cherchons  la  probabilité  de  tirer  ( dans  n'importe  quel  ordre)  n  boules 
blanches  et  m —  n  boules  rouges. 

Je  dis  qu’elle  est  égale  à  : 


m(m  —  1) ...  (11  -|-  1) 
1 .2.3...  (m  —  n) 


pnq 


m  —  n _ 


m  ! 


n  !  (m  —  n)  ! 


Pn  rtTTL  —  n 

*1  y 


c’est-à-dire  au  terme  qui  contient  pn qm  ~n  en  facteurs  dans  le  développe¬ 
ment  de  (p  -f  q)m  par  la  formule  du  binôme. 

Rappelons  que  dans  chaque  essai  la  probabilité  de  tirer  une  boule 
blanche  est  p,  de  tirer  une  boule  rouge  est  q. 

Démontrons  la  proposition. 

Posons  que  sur  les  m  essais  les  n  premiers  donneront  une  boule  blanche 
et  les  m  —  n  suivants  une  boule  rouge.  Les  événements  sont  indépen¬ 
dants  ;  la  probabilité  du  phénomène  composé  est  le  produit  des  probabi¬ 
lités  des  événements  séparés  (§  605).  La  probabilité  cherchée  est  donc  : 


p  .  p  .  p  .  (n  fois)  x  q  .  q  .  q  .  (m  —  n  fois)  =  pnqm~n. 

Mais  en  imposant  un  ordre  d’apparition  déterminé  pour  les  boules, 
nous  avons  divisé  la  probabilité  de  réussite  par  le  nombre  des  permuta¬ 
tions  de  m  objets  parmi  lesquels  ?!  d’une  part,  m  —  ?!  de  l’autre,  sont 
respectivement  semblables  entre  eux  (§  596). 

Le  nombre  que  nous  cherchons  est  donc  : 

• 

_  _ nnnm  ~  n 

n  !  (m  —  n)  !  ^  ” 

3°.  —  En  définitive,  développons  ( p  -f-  q)m;  les  divers  termes  du  déve¬ 
loppement  représentent  la  probabilité  pour  qu’en  m  essais,  le  phéno¬ 
mène  de  probabilité  simple  p  sorte  n  fois,  le  phénomène  de  probabilité 
simple  q  sorte  ?n  —  n  fois. 

Avant  d’aller  plus  loin,  précisons  par  un  exemple. 

608.  Exemples  empruntés  au  jeu  de  dés. 

i°.  —  On  demande  la  probabilité  d’amener  l’as  n  fois  dans  quatre  jets 
successifs  d’un  dé  à  jouer.  On  a  : 

p  =  l  :  6,  q  =  5:6;  m  =  4 , 

(p  -j-  qY  =  p4  -j-  4 p3q  +  6p2g2  -f-  4 pq3  -f  q4 

=  (1  +  20  -j- 150  +  500  +  625)  :  1296. 

La  probabilité  d’amener  l’as  4  fois  sur  4  essais  est  1  :  1296.  En  effet, 
il  y  a  (§  600)  1296  =  64  combinaisons  avec  répétition  possibles,  et  la  com¬ 
binaison  de  4  as  est  Vune  d’entre  elles. 

La  probabilité  d’amener  l’as  3  fois  sur  4  essais  est  20  :  1296;  la  pro¬ 
babilité  de  l’amener  2  fois  sur  4  essais  est  150  :  1296;...  la  probabilité 
de  ne  pas  l’amener  du  tout  est  625  :  1296. 

La  somme  de  toutes  ces  probabilités  est  évidemment  égale  à  1 ,  puis¬ 
qu’il  est  certain  qu’une  des  hypothèses  précédentes  doit  se  réaliser. 
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La  probabilité  d’amener  l’as  au  moins  deux  fois,  c’est-à-dire  de  l’ame¬ 
ner  4,  3  ou  2  fois,  est  égale  à  : 

(1  +  20 +  150=)  171  : 1296. 

2°.  —  On  demande  en  combien  m  de  coups  on  a  la  probabilité  1  :  2 
d’amener  au  moins  une  fois  un  événement  de  probabilité  p. 

Il  faut  donc  égaler  à  0,5  la  somme  de  tous  les  termes  du  développe¬ 
ment  ( p  +  q)m,  le  dernier  excepté,  puisqu’on  admet  comme  favorables 
les  cas  où  l’événement  se  produit  m,  m  —  1 ,  m  —  2,...,  1  fois.  Comme 
la  somme  de  tous  les  termes  du  développement  est  égale  à  1,  il  revient 
au  même  d’admettre  la  probabilité  0,5  d’amener  constamment  le  phéno¬ 
mène  contradictoire  de  probabilité  q  —  i  — p.  Il  faut  donc  poser  : 

qm  =  0,5. 

Par  exemple,  en  combien  de  coups  la  probabilité  est-elle  0,5  d’amener 
au  moins  une  fois  sonnez  (deux  fois  six)  avec  deux  dés? 

Le  nombre  des  combinaisons  possibles  (§600)  à  chaque  coup  est  36; 
sonnez  est  l’une  d’elles.  Donc  : 

p  =  1  :  36,  q  =  35  :  36. 

Il  faut  résoudre  l’équation  : 

(35  :  36)m  =  0,5,  m  =  24,6. 

Ainsi  celui  qui  parie  d’amener  au  moins  une  fois  sonnez  en  25  coups, 
a  plus  de  chances  de  gagner  que  celui  qui  parie  de  l’amener  au  moins 
une  fois  en  24  coups. 

Nous  verrons  que  cela  revient  à  dire  que  si  on  fait  un  très  grand 
nombre  de  parties  en  25  coups  ou  en  24  coups,  il  est  probable  qu’il  y  en 
aura  à  peu  près  autant  de  parties  pour  lesquelles  sonnez  ne  sortira  pas  et 
pour  lesquelles  sonnez  sortira  une  fois  au  moins. 

Toutefois,  pour  un  très  grand  nombre  de  parties  en  25  coups,  il  est  pro¬ 
bable  qu’il  y  aura  un  peu  plus  de  la  moitié  des  parties  amenant  sonnez 
au  moins  une  fois  ;  pour  un  très  grand  nombre  de  parties  en  24  coups,  il 
est  probable  qu’il  y  aura  un  peu  moins  de  la  moitié  des  parties  amenant 
sonnez  au  moins  une  fois. 

3°.  —  Pour  fixer  les  idées,  voici  les  probabilités  P  de  n’amener  jamais 
double-six  en  1,  2,  3, . ,  25,  30  coups  : 


m  = 

l 

2 

3 

4 

5 

P  = 

0,972 

0,944 

0,917 

0,894 

0,869 

m  = 

10 

15 

20 

t 

25 

30 

P  = 

0,755 

0,655 

0,569 

0,495 

0,430 

En  raison  de  la  formule  : 
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P  décroît  d’abord  proportionnellement  au  nombre  de  coups;  P  décroît 
ensuite  de  plus  en  plus  lentement  et  tend  vers  zéro  pour  m  =  o c.  Il 
est  clair  que,  pour  une  partie  d’un  coup,  la  probabilité  de  ne  pas 
amener  sonnez  au  moins  une  fois  est  égale  à  35  :  36.  Pour  une  partie 
de  100 coups,  la  probabilité  de  ne  pas  l’amener  au  moins  une  fois  est  évi¬ 
demment  très  faible.  Si  la  partie  se  compose  par  exemple  de  10  coups, 
pour  que  le  jeu  soit  égal,  il  faut  que  celui  qui  parie  contre  l’apparition 
au  moins  une  fois  de  sonnez ,  mette  755  francs,  tandis  que  son  partenaire 
en  mettra  245. 

*1  revient  au  même  de  dire  que  si  on  joue  un  grand  nombre  de  par¬ 
ties  de  10  coups  (1000  pour  préciser),  il  y  aura  755  parties  pour  lesquelles 
sonnez  ne  sortira  pas;  il  y  aura  245  parties  pour  lesquelles  il  sortira  au 
moins  une  fois.  Comme  nous  le  verrons,  ce  résultat  constitue  ce  qu’on 
appelle  la  loi  des  grands  nombres. 

4°.  —  Cherchons  la  probabilité  d’amener  une  fois  sonnez  en  un  coup. 

Elle  est  donnée  par  la  formule  : 


P  =  mpqm — 1 


m  = 

1 

2 

P  = 

0,028 

0,054 

m  = 

10 

20 

P  = 

0,216 

0,325 

m  /35V"-1 
~  36  V.36; 


3 

4 

5 

0,079 

;  0,102 

0,124 

30 

40 

50 

0,368 

0,370 

0,350 

Comme  on  devait  s’y  attendre,  la  probabilité  passe  par  un  maximum. 

En  une  partie  d’un  coup,  la  probabilité  d’amener  une  fois  sonnez  est 
évidemment  1  :  36.  Elle  croît  d’abord  à  peu  près  proportionnellement 
au  nombre  de  coups  constituant  la  partie.  Cependant  il  est  clair  qu’elle 
est  à  peu  près  nulle  en  1000  coups;  on  n’a  évidemment  qu’une  chance 
faible  d’amener  exactement  une  seule  fois  sonnez  en  un  aussi  grand 
nombre  d'épreuves. 

Le  maximum  de  P  se  détermine  immédiatement  : 

dP  1 

log  P  —  log  p  +  log  j»  -j-  (m  —  1)  log  q,  =  —  +  l°g  q  —  0 

m  =  1  :  log  nép  (36  :  35)  =  0,434  :  log  vulg  (36  :  35)  =  35,5. 

C’est  au  voisinage  de  35  coups  que  la  chance  est  la  plus  grande  d’amener 
sonnez  une  fois  et  une  fois  seulement;  la  probabilité  de  cet  événement 
est  0,370. 

Autrement  dit,  si  l’on  a  le  choix  du  nombre,  de  coups  constituant  lai 
partie,  c’est  en  35  ou  36  coups  qu’il  vaut  mieux  parier  qu’on  amènera 
sonnez  une  fois.  Encore  ne  faudra-t-il  mettre  qu’environ  le  tiers  de  l’enjeu 
de  l’adversaire  qui  parie  que  sonnez  ne  sortira  pas  une  fois  seulement > 
c’est-à-dire  ne  sortira  pas  du  tout  ou  sortira  plus  d’une  fois. 

5°.  —  Cherchons  la  probabilité  d’amener  deux  fois  sonnez  en  un  coup* 
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Elle  est  donnée  par  la  formule  : 


p_m(m  —  1)  ■  2 

r —  1.2  '*  q 


Supposons  d’abord  que  la  partie  se  .compose  de  wi  =  2  coups.  En 
vertu  du  théorème  sur  les  probabilités  composées,  la  probabilité  d’amener 
deux  fois  sonnez  est  (1':  36)-.  C’est  le  résultat  de  la  formule  pour 
m  =  2. 

Il  est  encore  évident  que  la  probabilité  est  faible  d’amener  seulement 
deux  fois  sonnez  en  une  partie  d’un  grand  nombre  m  de  coups. 

Donc  P  passe  .par  un  maximum. 

Vérifier  que  la  valeur  de  m  correspondante  est  donnée  par  la  formuler 

dP  1  .  1  .  .  A 

dm  m  .m  —  1 

On  trouve  approximativement  : 

m  =  2  :  log  nép  (96  :  35)  =  71. 

Calculer  la  probabilité  correspondante. 

Généraliser  les 'résultats  précédents. 


609.  Loi  de  variation  des  termes  de  ( p  -f-  <?)m*  Théorème 
de  Bernoulli. 

On  répète  m  fois  l’épreuve  dans  les  conditions  identiques. 

La  probabilité  d’amener  m  lois  le  phénomène  de  probabilité  simple  p.f 
m  —  n  fois  le  phénomène  de  probabilité  simple  q  =  1 — p,  est: 


m(m  —  1)  ...  (n  -f-  1) 
1.2.3...  (m  —  n) 


pnqm-n. 


Étudions  comment  varient  les  termes  consécutifs  du  développement 
(p-{-q)m,  c’est-à-dire  .comment  croît  ou  décroît  la  probabilité  quand 
nous  remplaçons  n  par  n  -f- 1.  Le  terme  N  devient  N'  : 


N'  = 


TO(TO—  l).„-(w  +  2)  pn+lqm_n_, 


1.2.3.  ~..(m 


n- 


•j) 


On  a  : 

t 

N  n  4- 1  7  n  +  1  1  — p 

N'  m  —  n  p  m  —  n  p 

Posons  maintenant  que  le  nombre  m  des  essais  est  considérable.  Les 
termes  du  développement  sont  très  nombreux;  de  l’un  à  Pautre  la  varia- 
tion  est  petite.  Ecrire ^que  le  terme  N  est  maximum,  revient  à  écrire  qu’il 
est  égal -au  précédent  ou  au  suivant;  d’où  la  condition  : 


n  -f  1  1  —  p  _ ^  _  n  -f-  1  _  n 

m  — m  p  ’  ^  m  -p  1  m  ’ 


qui  renferme  le  théorème  célèbre  de  Bernoulli. 

On  répète  un  grand  nombre  m  de  fois  une  épreuve  qui  amène  l’un  ou 


452 


EXERCICES  ET  COMPLIQUE  XTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


’autre  des  phénomènes  contradictoires  A  et  B,  de  probabilités  simples/) 

et  q.  Le  phénomène  A  sort  n  fois,  le  phénomène  B  sort  m —  n  fois. 

La  répartition  la  plus  probable  est  celle  pour  laquelle  on  a  : 

n  m  —  n 

V  =  - — ,  q  = - , 

,  r  m  7  *  m 

c’est-à-dire  celle  pour  laquelle  le  rapport  des  nombres  des  événements 
A  et  B  est  précisément  celui  de  leurs  probabilités  simples. 

610.  Boules  dans  une  urne.  Variation  du  nombre  des 
tirages. 

Fixons  les  idées  par  un  exemple.  Il  s’agit  d’extraire  une  boule 
d’une  urne  qui  contient  deux  boules  blanches  et  une  boule  noire. 


Nous  avons  donc  : 

2 

1 

v~~  3  ’ 

7  = 

3 

• 

i°.  —  Trois  tirages. 

Il  faut  développer  : 

(1 

+  iî- 

On  obtient  le  tableau  : 

(3,  0) 

(2,  1) 

0,2) 

(0,3) 

8 

12 

6 

1 

« 

27 

27 

27 

27  * 

Ainsi,  pour  trois  tirages,  la  probabilité  d’amener  3  boules  blanches  est 
de  8:27;  la  probabilité  d’amener  3  boules  noires  est  1:27.  La 
répartition  la  plus  probable  est  d’amener  2-boules  blanches  et  1  noire; 
sa  probabilité  est  12  :  27. 

2°.  —  Six  tirages. 

/  2  1  \6 

Il  faut  développer  :  (-J  -J-  . 

On  obtient  le  tableau  : 


(6,  0) 

(5,1)  (4,2) 

(3,3) 

(2, 4)  (1, 5) 

(0, 6). 

64 

192  240 

160 

60  12 

1 

729 

729  729 

729 

729  729 

729  ' 

La  répartition  la  plus  probable  est 

encore  d’amener  2 

blanches  et 

1  noire,  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  4  blanches  et  2  noires.  C’est  con 

forme  au  théorème  de  Bernoulli. 

3°.  —  Neuf 

TIRAGES. 

Il  faut  développer  : 

(—  4-  — 

y- 

On  obtient  le  tableau  : 

(9,0) 

(8, 1  ) 

0,2) 

(6,3) 

(5,4). 

Kl  2 

2304 

4608 

5376 

4032 

19683 

19683 

19683 

19683 

19683 

0,5) 

(3,6) 

(2,  7) 

-  (1,8) 

(0,9) 

2016 

'  672 

144 

18 

1 

19683 

19683 

19683 

19683 

19683 
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4°.  — A  mesure  qu’on  multiplie  les  épreuves,  les  répartitions  éloignées 
de  celle  qui  est  la  plus  probable  deviennent  de  plus  en  plus  improbables. 
Ainsi  la  probabilité  de  n’amener  que  des  blanches  était  8  :  27  =  0,296 
pour  trois  tirages  :  elle  est  64:729  =  0,087  pour  six  tirages;  elle 
devient  512  :  19683  =  0,026  pour  neuf  tirages. 

Il  résulte  de  là  que  pour  un  nombre  m  d’épreuves  un  peu  grand,  seuls 
interviennent  les  termes  du  développement  qui  entourent  le  terme  le 
plus  probable.  Par  exemple,  sur  les  10  termes  du  développement  précé¬ 
dent,  les  trois  termes  :  (7,2),  (6,3),  (5,4),  comprennent  déoà  les 

14016  :  19683  >  0,7  du  nombre  total  des  cas. 

On  remarquera  enfin  que  les  termes  symétriques  entre  eux  par  rap¬ 
port  au  terme  le  plus  probable  (4608  et  4032 ,  2304  et  2016)  tendent 
à  devenir  égaux  à  mesure  que  m  augmen'e. 

Comme  il  importe,  pour  la  compréhension  de  ce  qui  suit,  que  le  lecteur 
ait  des  idées  parfaitement  claires,  nous  lui  conseillons  de  calculer  les 
tableaux  pour  12  et  15  tirages;  le  travail  ne  demande  qu’un  peu  de 
patience. 

Dès  que  le  nombre  des  épreuves  est  grand,  le  calcul  devient  fastidieux 
et  quasiment  impossible.  Nous  sommes  donc  naturellement  amenés  à 
représenter  par  une  fonction  continue  la  partie  du  phénomène  discon¬ 
tinu  qui  avoisine  le  terme  le  plus  probable.  Nous  devons  nous  attendre 
à  trouver  une  courbe  en  cloche  symétrique  par  rapport  à  une  certaine 
ordonnée. 


Formules  d’approximation.  Théorie  des  erreurs. 

611.  Jusqu’ici  rien  que  de  très  clair.  On  dénombre  tous  les  cas 
supposés  également  possibles;  on  dénombre  1rs  cas  favorables;  on  prend 
le  rapport  des  résultats  obtenus  :  c’est  la  probabilité  mathématique. 
Les  théorèmes  permettent  d’abréger  les  calculs  ;  ils  ne  modifient  rien 
aux  hypothèses  fondamentales.  Les  résultats  donnés  sont  rigoureusement 
exacts,  le  nombre  des  phénomènes  restant  relativement  petit.  Ce  qui, 
du  reste,  ne  prouve  en  aucune  manière  qu’on  trouvera  à  les  appliquer 
exactement. 

Nous  allons  étudier  maintenant  le  cas  des  expériences  répétées  un  très 
grand  nombre  de  fois  dans  des  conditions  identiques.  Il  est  clair  que  pra¬ 
tiquement  cet  énoncé  implique  contradiction  :  quand  le  nombre  des  expé¬ 
riences  est  très  grand,  elles  ne  peuvent  se  faire  dans  des  conditions  iden¬ 
tiques.  Si  donc  le  problème  posé  est  théoriquement  admissible ,  il  ne  peut 
avoir  aucun  intérêt  pratique,  et  il  n’en  a  pas  :  l’expérience  est  là  poul¬ 
ie  prouver. 

Celui  qui  dirigerait  ses  expériences  suivant  les  conséquences  de  la 
Théorie  des  Probabilités  serait  un  imbécile.  Le  bon  sens  le  plus  élémen- 
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taire  conseille  de  faire;  un  petit  nombre  d’expériences  en  les  soignant , 
en  variant  le  plus  possible  lentes  conditions;  il  déconseille  de  multiplier 
les  expériences  identiques.  Autant  dire  que  la  .Théorie  des  Probabilités  n’a 
jamais  l’occasion  d’intervenir,  sinon  comme  trompe-l’œil  à  l’usage  des 
ignorants. 

Malheureusement  les  mathématiciens  sont  persuadés  du  contraire, 
malgré  les  enseignements  .de  V expérience  :  ils  entassent  les  mauvais  rai¬ 
sonnements  pour  nous  persuader  qu’il  est  préférable  de  faire  sans  soin 
deux  mille  expériences  plutôt  qu’une  seule  avec  habileté.  Ils  en  sont  pour 
leurs  frais  d’éloquence  auprès  de  tous  ceux  qui  sont  capables  de  com¬ 
prendre  de  quoi  il  s’agit,  ce  qui  ?i’est  pas  difficile. 

Il  est  vrai  que  la  Théorie  des:  Probabilités  ,  grâce  à  des  raisonnements 
qui  ne  valent  généralement  pas  le  diable,  suggère  des  lois  de  répartition 
pour  les  vitesses  des  molécules  dans  la  Théorie  Cinétique,  ou  pour 
l’énergie  entre  les  vibrations  principales  d’un  système.  Pour  intéressants 
que  soient  ces  résultats,  on  se  demande  s’il  ne  vaudrait  pas  mieux  les 
poser  tout  simplement,  que  de  les  légitimer  en  apparence  par  des  rai¬ 
sonnements  aussi  difficiles  que  contestables. 

Commençons  par  établir  certaines  formules  d’approximation. 

612.  Obtention  du  nombre  e  comme  limite  d’une  puis¬ 
sance. 

1°.  —  Développer  par  la  formule  du  binôme  (M.  G.,  §  12)  l’expres¬ 
sion  : 


e) 


où  n  est  entier.  Chercher  ce  que  devient  l’expression  obtenue  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Comparer  le  résultat  à  l’expression  de  ex  (M.  G., 


§§  193  et  256). 


2°.  —  Calculer  au  moyen  d’une  table  des  carrés  la  valeur  de  la 
quantité  précédente  pour  x  =  1  ;  elle  prend  la  forme  : 


On  fera  successivement  :  n  =  1,  2,  4,  8, 16,  ... 

On  dressera  le  tableau  dont  voici  les  premières  lignes  : 


Différences 


2,000 


..  0,250 


1,500  2,250 


...  0,180 


1,250  1,562  2 >430 


0,140 


1,125  1,266=  1,603  2,570 

On  trouve  comme  limite  ”  £  =  2,7183.. 


r 
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3°.  —  Recommencer  les  mêmes  calculs  pour  x  =  4.  Comparer  les 
résultats  aux  nombres  du  tableau  du  §  195  du  Cours  de  M.  G. 

613.  Formule  de  Stirling. 

i°.  —  Trouver  une  expression  approchée  de  : 

1  '“n 


pour  n  grand.  D’après  l’exercice  précédent,  on  sait  que  si  n  croît  indéfi¬ 
niment,  z  tend  vers  l’unité.  On  développera  en  série  : 

1 


log  z  =  log  e  —  n  log  (l  +  —  ). 


On  repassera  à  la  fonction  inverse  et  on  la  développera  en  série. 
On  trouve  aisément  : 

1  5,5 


*  =  1  + 


in 


24 u2  48 n3 


Montrer  que  si  Ton  consent  à  se  limiter  aux  termes  en  1  :  ny  il  est 
aussi  correct  d’écrire  :  » 


=  Y/,+W”t‘- 


2°.  —  On  pose  : 

n  î  =  ern  nn-}(n).  (1) 

Déterminer  -}(n)  de  manière  à  satisfaire  (1)  pour  les  grandes  valeurs 

de  n. 

On  trouve  d’abord  la  loi  de  récurrence  : 

'Hn  +  i)  =  z$(n). 

Partant  de  là,  démontrer  la  formule  : 

n  !  =  Ce"  nnn  \Jn  , 

où  C  est  une  constante. 

On  fera  le  calcul  pour  n  =  8  et  n  —  20  (M.  G.,  §  314) ;  oh  vérifiera 
la  relation  approximative  : 

C  =  \/'2k  =  2,506. 

.  . 

D’où  la  formule  célèbre  de  Stirling  : 


n  !  =  e~nnn  y'2~u  . 

• 

614.  Épreuves  m  fois  répétées  dans  des  conditions  iden¬ 
tiques. 

i°.  —  On  répète  m  fois  l’expérience  dans  des  conditions  identiques. 
Nous  savons  que  la  probabilité  pour  que  le  phénomène  de  probabilité 
simple  jp  se  produise  n  fois,  pour  que  le  phénomène  contradictoire 
de  probabilité  simple  q  se  produise  m  —  n  fois,  est  (§  607)  : 

m  ! 


n!  (m  —  n)\ 


n  —  n 
Jr  L1  » 


(P  +  <1  —  '!)• 
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Si  le  nombre  des  essais  est  assez  grand,  l’hypothèse  la  plus  probable 
est  telle  qu’on  ait  (§  609)  : 

n  =  mp ,  m  —  n  =  mq. 

La  probabilité  qui  répond  à  cette  hypothèse  est  donc  : 

yn  T 

_ —1 - r)mPnm(l 

(mp)\(mq)\  *■  ^ 

Montrer  qu’elle  a  pour  expression  approchée  : 


.  1 

yj  ZrJnpq 


2°.  —  On  considère  un  terme  du  développement  (p-j-q)m  différent 
du  terme  le  plus  probable.  On  pose  : 


n  =  mp  —  s ,  m  —  n  =  mq  +  e. 

Montrer  qu’on  a  : 


m  ! 


( mp  —  e)  !  ( mq  +  e)  ! 


pmp—e  qmq  +  £ - 


y'  2-rJlipq 


ex  p 


(  2  mpq)’ 


à  la  condition  que  e  :  >Jm  soit  petit. 

On  applique  la  formule  de  Stirling.  Dans  le  résultat,  le  terme  (2)  est 
multiplié  par  un  facteur  dont  on  prend  le  logarithme,  qu’on  développe 
en  série,  ...  comme  dans  l’exercice  précédent.  Le  reste  du  calcul  est 
aisé. 


615.  Définition  de  l’écart  e. 

i°.  —  On  fait  1000  parties  à  pile  ou  face  :  m  =  1000.  A  chaque  épreuve, 
la  probabilité  simple  de  face  est  p  =  l:2,  de  pile  est  q=  1  :  2. 
D’après  le  théorème  de  Bernoulli,  l’événement  le  plus  probable  est 
qu’après  1000  coups,  face  soit  sortie  500  fois,  pile  également  500  fois. 

Si  face  est  sortie  460  =  500  —  40  fois,  pile  est  sortie  550  =  500  +  40; 
on  dit  que  Y  écart  est  e  =  40. 

Calculons  la  probabilité  pour  qu’il  en  soit  ainsi.  On  a  : 

e-3*2  =  0,00103. 

Pour  un  si  grand  nombre  d’opérations,  cet  écart  est  déjà  très  impro¬ 
bable. 

On  peut 'objecter  que  la  probabilité  simple  de  pile  ou  de  face  n’est  pas 
0,5/ parce  qu’il  n’y  a  pas  identité  entre  les  deux  faces  d’une  pièce  de 
monnaie.  Mais  par  rapport  au  phénomène  considéré  (lancement  et 
retombée),  la  différence  des  faces  doit  produire  un  effet  insensible.  Le 
jeu  de  pile  ou  face  est  considéré  comme  un  de  ceux  où  il  est  le  plus  dif¬ 
ficile  de  tricher. 

2°.  —  Reprenons  l’exemple  du  §  610.  Posons  : 

p  =  2:3,  q  =  1:3;  pq  =  2:9. 


_V2_ 

v/Î000 
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Soit  m  =  900,  e  =  40.  Calculons  la  probabilité. 

P==  V4*JU~ïr  6XP  4>  =  °>000 ' 52‘ 

Rappelons  ce  que  signifie  l’écart  £  =  40.  On  extrait  une  boule  d’une 
urne  qui  contient  deux  boules  blanches  et  une  boule  noire.  Sur  900  tirages, 
le  phénomène  le  plus  probable  est  d’amener  600  boules  blanches  et 
300  boules  noires  ;  P  =  0,000  *52  représente  la  probabilité  d’amener 
640  boules  blanches  contre  260  boules  noires,  ou  encore  560  boules 
blanches  contre  340  boules  noires. 

Un  écart  aussi  grand  est  tout  à  fait  improbable.  Du  reste,  c’est  à  peine 
si  dans  ce  cas  les  formules  sont  légitimement  applicables;  le  quotient 
e  :  yjm  est  loin  d’être  négligeable,  puisqu’il  est  supérieur  à  1. 

3°.  —  On  remarquera  que  la  formule  (3)  est  paire  par  rapport  à  £. 
Effectivement,  si  l’on  fait  le  calcul  des  termes  du  binôme  (p  -f  q)nx  pour  m 
assez  grand,  on  vérifie,  quels  que  soient  p  et  q,  que  les  termes  de  part  et 
d’autre  et  à  égale  distance  du  plus  grand  tendent  à  devenir  égaux  à  mesure 
que  ni  croît;  autrement  dit,  la  symétrie  tend  à  exister  par  rapport  au 
terme  le  plus  grand.  La  formule  (3)  suppose  m  assez  grand  pour  que  ce 
résultat  soit  pratiquement  réalisé;  c’est-à-dire  pour  que  les  termes  qui 
ne  sont  pas  pratiquement  nuis,  soient  égaux  quand  ils  sont  à  égale  dis¬ 
tance,  de  part  et  d’autre,  du  plus  grand  (voir  §  610). 

4°.  —  11  est  clair  que  l’écart  maximum  est  une  fraction  de  m.  Si  les 
probabilités  simples  sont  égales  à  0,5,  £  ne  peut  dépasser  m  :  2;  géné¬ 
ralement  il  est  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  mp  ou  mq.  Cepen¬ 
dant  rien  n’empêche  de  le  faire  varier  entre  —  oc  et  -foc;  on  ajoute 
ainsi  des  termes  insignifiants  (à  la  condition,  qui  ne  saurait  être  assez 
répétée ,  que  m  soit  assez  grand). 

5°.  —  L 'écart  £  varie  par  sauts  brusques  d’une  unité.  Remplaçons  cette 
variable  discontinue  par  une  variable  continue;  la  probabilité  pour  que 
l’écart  sait  compris  entre  £  et  £  -f  cfe  est  : 


dP=-— — î — -exp(—  — )  de  (4) 

\/2 nmpq  \  2mpq  I  v  ' 

La  probabilité  pour  que  l’écart  soit  compris  entre  £  et  s-f  1  est  bien 
celle  que  nous  avons  calculée  (§  614,  1°);  en  effet,  on  a  :  J  c?e  =  1, 


et,  vu  la  grandeur  du  dénominateur  2 mpq,  le  facteur  de  de  varie  peu 
quand  £  varie  d’une  unité. 

6°.  —  Calculons  l’intégrale  : 


1 

\J%Ttmpq 


2  mpq 


r*  +  oo 

)j£  =  — j=-  /  exr 

’  ^  J-  00 


exp  ( —  z*)dz. 


On  trouve  l’unité  (M.  G.,§  309);  ce  qui  est  conforme  aux  définitions,  la 
somme  des  probabilités  de  tous  les  écarts  possibles  représentant  la  certi¬ 
tude.  Ce  résultat,  fort  heureux,  résulte  d’une  compensation  d’erreurs. 
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D’une  part,  la  formule  (3)  est  approchée;  d’autre  part,  nous  intégrons 
entre  des  limites  qui  ne  sont  pas  les  limites  exactes  :  il  aurait  pu  arriver 
que  l’adjonction  d’un  nombre  très  grand  de  termes  très  petits  faussât 
complètement  le  résultat  de  l’intégration. 

646.  Erreurs  expérimentales;  erreurs  systématiques  et 
accidentelles. 

Quittons  un  instant  la  Théorie  des  Probabilités  ;  nous  la  retrouverons 
tout  à  l’heure  (§  620). 

.  En  logique  pure,  il  n’y  a  pas  deux  catégories  d’erreurs  expérimentales; 
plus  exactement  il  n’y  a  pas  (Terreurs  expérimentales  ;  il  y  a  seulement 
une  mauvaise  définition  du  résultat  obtenu.  Les  mots  hasard  et  accident 
au  sens  vulgaire  sont  de  pures  absurdités. 

Quand  on  dit  qu’un  pistolet  mal  réglé  donne  une  erreur  systématique , 
cela  signifie  qu’il  y  a  écart  sur  le  plan  du  but,  entre  la  trace  de  la  ligne  de 
mire  et  le  point  où  la  balle  devrait  toucher.  On  pose  arbitrairement 
que  la  balle  devrait  aller  à  tel  endroit;  elle  va  ailleurs  :  on  appelle  erreur 
l’écart  ;  c’est  une  erreur  de  définition  et  non  d’expérience. 

On  dit  quelquefois  que  le  type  des  erreurs  fortuites  est  la  distance  au 
but  de  balles  envoyées  sur  une  cible  par  un  tireur  exercé,  avec  une  arme 
sans  défaut.  Une  pareille  définition  est  un  non- sens.  Où  s’arrêter  dans 
l’énumération  des  conditions?  doit-on  ajouter  avec  des  balles  identiques 
entre  elles,  poussées  par  des  charges  identiques,  déviées  par  des  vents 
identiques...?  Mais,  si  toutes  ces  conditions  étaient  réalisées,  il  n’y  aurait 
pas  d’écart,  pas  d’erreur;  du  moins  si  l’on  ajoute  que  le  tireur  est 
toujours  identique  à  lui-même!  D’ailleurs,  si  l’une  de  ces  conditions  n’est 
pas  réalisée,  .que  signifie  le  mot  erreur^ 

En  définitive ,  les  erreurs  fortuites  ou  accidentelles  sont  des  erreurs  sys¬ 
tématiques  dont  on  ne  connaît  pas  les  causes  et  dont  les  causes  varient  d’un 
instant  ci  l’autre;  les  erreurs  systématiques  sont  les  effets  drun  petit  phé¬ 
nomène  surajouté ,  suffisamment  constant  pour  qu’il  puisse  en  être  tenu 
■compte. 

617.  Moyenne;  poids  des  expériences. 

1°.  —  On  pose  arbitrairement  qu’une  expérience  doit  donner  un  résul¬ 
tat  invariable;  en  fait,  on  trouve  des  nombres  différents.  Comme  il  faut 
se  décider  pour  un  certain  résultat,  on  introduit  une  convention  sur  la 
manière  de  le  calculer.  La  plus  simple,  par  conséquent  lapins  légitime , 
►est  de  prendre  la  moyenne  des  nombres  trouvés. 

Soient  r0,  rly  r%,  ...  les  N  résultats  trouvés.  La  moyenne  est  : 

T\ X ^0  ~f~  O  ~~f~  Li  "f~  _  SL) 

1>£  - -  VT  \T  • 

IN  IN 

Considérons  les  différences  ( écarts  ci  la  moyenne)  : 

sn  —  M  —  r0 ,  Si  =  M  —  rt ,  s2  =  M  — -  ,  ..♦ 

On  a  évidemment  :  2s  =  O. 
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Montrons  que  Es2  est  minimum  grâce  à;  la  définition  du  nombre  M 
admis  comme  résultat  exact. 

En  effet,  soit  M  un  nombre  encore  indéterminé;  on  a  : 

Se2  =  £  (M  —  roy  =  NM2  —  2MEr0  —  2r*. 

Considérons  Es2  comme  une  fonction  de  M  ;  écrivons  que  Se2  est  mini¬ 
mum.  La  condition  est  : 

0  =  2NM  — 2Er0 ,  M  =  Erff  :  N  ; 

la  valeur  M  qui  rend  Es2  minimum  est  la  moyenne  M  précédemment 
•définie. 

On  appelle  erreur  moyenne  la  quantité  y.  =  v^Se2  :  N,  racine  carrée 
de  la  moyenne  des  carrés  des  écarts..  Il  serait  plus  rationnel  d’ap¬ 
peler  erreur  moyenne  la  moyenne-  des  différences  prises  en  valeur 
absolue  S  [e]  :  N;  la  définition  admise  exagère  l’importance  des  grands 
écarts  dont  il  serait  plus  rationnel  de  ne  pas  tenir  compte.  Mais  on  cède 
au  désir  de  rendre  les  calculs  plus  faciles. 

2°.  —  Poids  des  expériences. 

Il  arrive  que  certaines  expériences  d’une  série  paraissent  meilleures 
que  les  autres.  On  veut  donner  à  leurs  résultats  une  importance  plus 
grande.  La  sagesse  conseille  de  ne  pas  céder  à  ces  préférences,  de 
prendre  la  moyenne  des  résultats  qui  paraissent  les  meilleurs  et  de  laisser 
de  côté  ceux  en  lesquels,  pour  une  raison  quelconque,  on  n’a  pas  confiance. 
Sinon  l’arbitraire  le  plus  complet  se  glisse  dans  la  discussion,  et  des 
entraînements,  qui  n’ont  rien  de  scientifique,  risquent  de  se  produire. 

Ceux  qui  ne  veulent  rien  perdre  usent  d’un  procédé  insoutenable  en 
théorie  comme  en  pratique.  Ils  donnent  un  poids  à  chaque  résultat  et  le 
font  entrer  dans  la  moyenne  un  nombre  de  fois  d’autant  plus  grand 
qu’ils  l’apprécient  davantage.  Soient,  par  exemple  : 

les  résultats  550  540  535, 

avec  les  poids  2  10  3. 

La  moyenne  est  : 

(2 . 550  +  10 . 540  +  3 . 535)  :  15  =  540,3. 

Heureusement  les  physiciens  renoncent  aujourd’hui  a  cette  méthode 
qui  ne  sert  qu’à  jeter  de  la  poudre  aux  yeux. 

618.  Répartition  expérimentale  des  erreurs;  courbes  de 
probabilité. 

i°.  —  Courbes  de  fréquence  pour  les  écarts. 

Supposons  effectuées  un  très  grand  nombre  N  d’expériences  devant 
donner  par  définition  le  même  résultat  numérique  ;  prenons  la  moyenne  M 
des  résultats  et  calculons  les  écarts  s  à  cette  moyenne.  Soit  An  le  nombre 
d’expériences  pour  lesquelles  l’écart  est  compris  entre  s  et  e  +  As. 

Traçons  un  graphique  en  procédant  comme  suit  (fig.  367)  : 


r 
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Portons  les  erreurs  e  en  abscisses  ;  soit  : 

OA  =  £,  OB  =  £  +  As. 

Construisons  sur  ÂB  comme  base  un  rectangle  de  hauteur  y  telle  que 
l’on  ait,  à  un  facteur  constant  près  : 

y  .  A£  =  An. 

Nous  déterminons  ainsi  l’ordonnée  y  qui  correspond  au  milieu  de 
l’intervalle  AB;  nous  obtenons  donc  point  par  point  une  courbe  dont 
nous  pouvons  prévoir  la  forme  générale. 


D’habitude,  en  effet,  pour  des  As  égaux  pris  le  long  de  l’axe  des  £,  les 
nombres  An,  par  conséquent  les  ordonnées  y ,  diminuent  à  mesure 
que  £  augmente  :  les  résultats  se  groupent  autour  de  la  moyenne.  S’il 
y  a  symétrie  pour  les  écarts  £  de  part  et  d’autre  de  la  valeur  moyenne, 
la  courbe  y  =  f(z)  est  symétrique  par  rapport  à  son  ordonnée  maxima. 
En  définitive,  elle  a  généralement  une  forme  en  cloche  (fig.  367). 

On  a  évidemment  : 


D'après  la  définition  de  la  probabilité  mathématique r  la  probabilité  de 
trouver  un  écart  à  la  moyenne  compris  entre  £  et  e  -f-  Ns.  est  le  rapport  : 

An  y  Ne 

"N_  ~~N~”  * 

C’est  le  rapport  de  l’aire  du  rectangle  AB  à  faire  totale  délimitée  par 
la  courbe. 

Tout  ce  qui  précède  n’a  évidemment  de  sens  que  si  le  nombre  d’expé¬ 
riences  est  très  grand;  il  ne  faut  pas  se  lasser  de  le  redire  ! 

Si,  par  exemple,  on  veut  déterminer  la  courbe  par  trois  ordonnées  de 
part  et  d’autre  de  O  y,  il  faut  pouvoir  composer  avec  les  expériences  au 
moins  six  groupes  dont  les  erreurs  soient  comprises  entre  : 

+  £i  et  +  £2>  +  £-2  “J"£3> 

—  el  et  — £2,  — £2  et  — £3 • 


0  et  +  £2 , 
0  et  —  £j, 
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Faut- il  démontrer  l’impossibilité,  plus  exactement  l’ineptie  de  celte 
entreprise,  quand  on  possède  en  tout  20  ou  30  expériences,  a  fortiori 
quand  on  atteint  juste  la  douzaine  ? 

Nous  verrons  plus  loin  qu’on  a  proposé,  comme  répondant  à  tous  les 
cas,  une  loi  théorique  de  répartition.  Pour  mauvais  que  fussent  les  rai¬ 
sonnements,  ils  suffisaient  à  bon  nombre  de  gens.  Nous  espérons  qu’ils 
ne  s’en  contentent  plus  maintenant  que  l’expérience,  systématiquement 
appliquée  aux  sciences  naturelles,  a  fourni  les  lois  de  répartition  les  plus 
diverses. 

2°.  —  Courbes  expérimentales  de  fréquence. 

Effectuons  des  mesures  sur  un  caractère  fluctuant  d’un  très  grand 
nombre  d’individus,  par  exemple  sur  les  dimensions  du  corps  humain, 
en  particulier  sur  la  taille.  Traçons  une  courbe  analogue  à  la  précédente  ; 
pour  cela  construisons  un  rectangle  APQB  dont  l’aire  représente  le 
nombre  d’individus  ayant,  par  exemple,  une  taille  comprise  entre  OA 
et  OB;.,.  ainsi  de  suite.  Par  le  milieu  des  côtés  supérieurs  de  ces  rec- 


Hombre  dînctividus 


O 


tangles,  menons  une  courbe  MNE  :  elle  s’appellera  courbe  de  fréquence 
ou  de  probabilité.  Elle  est  entièrement  comparable  à  la  courbe  des 
erreurs  fortuites  :  on  peut  dire  en  style  finaliste  que  la  nature  visait 
une  certaine  taille  ;  elle  a  commis  des  erreurs.  * 

Pour  la  taille  humaine,  on  trouve  une  courbe  sensiblement  symétrique 
par  rapport  à  l’ordonnée  maxima.  Elle  est  même  très  comparable  à  celle 
des  erreurs  fortuites  dont  nous  parlerons  ci -après,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  la  courbe  obtenue  (§  607)  en  portant  en  ordonnées,  pour 
des  abscisses  équidistantes,  les  termes  du  binôme  {p  +  q)m,  où  m  est 
grand. 

Mais  la  courbe  peut  présenter  des  formes  irrégulières. 
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Par  exemple,  sur  415  fleurs  du  CaUha  puluctils,  on  a  compté  le  nombre 
de  pétales. 

On  5  trouvé  : 

pétâtes  5  6  7  8, 

fréquence  ‘300  87  24  4. 

La  fluctuation  a  lieu  entre  5  et  8  pétales  ;  le  nombre  le  plus  frêqu&ni  est 
en  même  temps  le  jplus  faible . 

La  courbe  de  répartition  des  caractères  fluctuants  présente  parfois 
deux  maximums,  ce  qu’on  explique  par  Je  mélange  ,de  deux  races. 

61*9*  Répartition  théorique  des  erreurs;  erreur  probable* 
erreuT  moyenne  (Gauss). 

i°,  —  A  priori,  nous  ne  pouvons  pas  prévoir  la  forme  exacte  de  la 
courbe  des  erreurs;  il  se  peut  même  que  les  hypothèses  faites  plus  haut 
ne  conviennent  pas  au  cas  particulier  que  nous  étudions.  Si,  dans  un 
concours,  un  examinateur  veut  favoriser  systématiquement  les  candidats 
forts  en  une  matière,  si  par  conséquent  il  cote  ou  très  haut  ou  très  bas, 
la  courbe  de  répartition  de  ses  notes  peut  n’avoir  aucune  analogie  avec 
une  courbe  en  cloche. 

Alors  même  qu’il  n’influe  pas  systématiquement  sur  la  distribution 
des  cotes,  l’expérience  montre  qu’il  est  invinciblement  attiré  à  employer 
certaines  notes  (10,  12,  par  exemple)  au  détriment  d’une  note  intermé¬ 
diaire  (11,  par  exemple)  qui  est  pour  lui  comme  inexistante. 

Malgré  cette  évidence  expérimentale,  les  mathématiciens  (qui  rai¬ 
sonnent  toujours  en  dehors  des  faits,  dans  le  Ciel  ou  dans  la  Lune,  comme 
on  voudra)  ont  cherché  une  loi  de  répartition  théorique. 

Ils  la  veulent  en  forme  de  cloche  et  lui  donnent  l’équation  simple  : 

y  =  y  »  exp  (—  kV). 

Le  nombre  total  d’expériences  est  : 

/ï+  00 

N  =  /  yQe 


—  00 


Nous  pouvons  expliciter  le  nombre  N  et  écrire  : 

m 


y— 


\j '"K 


La  courbe  est  d’autant  plus  ramassée  vers  l’axe  -des  y ,  elle  arrive 
d’autant  plus  vite  à  se  confondre  avec  l’axe  des  que  fc  es!  plus  grand  : 
d’ou  le  nom  de  module  de  précision  <qu  de  cotmeryeuce  ,qu’on  lui  donne. 
En  définitive,  nous  écrivons  ; 


/ 


ikX 

dn  =  — exp  ( —  #*£*)  de  ; 
V* 


dn  =  N  -est  le  nombre  total  des  expériences  ;  dn  le  nombre  des  expé- 
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riences  dont  l’écart  à  la  moyenne  est  compris  entre  e  et  e  -j -  dz;  k  est  le 
paramètre  caractéristique  de  la  série. 

2°.  —  Erreur  probable. 

La  probabilité  pour  que  l’erreur  d’une  expérience  (écart  s  à  la  moyenne)- 
soit  comprise  entre  0  et  zh  e  est  : 


n  _  1 

N'“  Tï 


exp  ( —  kh2)  de. 


On  appelle  erreur  probable  P  =  ±e  celle  dont  les  ordonnées  corres¬ 
pondantes  divisent  chaque  moitié  de  la  courbe  en  cloche  en  deux  aires 
égales. 

Il  faut  poser  : 

k 

y/  tc 

Changeons  de  variable.  Posons  k*  —  x;  il  vient  la  condition  : 


*+  £ 


exp  (  —  kh2)  th  —  -çy 


.V 

exp( — x2)dx= 


exp  (— 


Utilisant  la  table  du  §  207  du  Cours  de  M.  G.,  -on  trouve  : 

sc  s  0,477 ,  Pfe  =  0,477. 

Deux  joueurs  dont  l’un  parierait  que  sera  inférieur  à  P,  l’autre 
que  ]  s  J  sera  supérieur  à  P,  parieraient  à  chances  égales;  leurs  enjeux, 
devraient  être  les  mêmes. 

3°.  —  Erreur  moyenne. 

Nous  l’avons  déjà  définie  au  §  617  par  la  formule  : 

Connaissant  le  nombre  d’écarts  compris  entre  e  et  e-J-de,  il  nous, 
est  facile  de  calculer  g.  Il  vient  : 

-^-exp<--  KV)dt. 

Vu 

D’où  (M.  G.,  §  309)  : 

_ 1 _ JV707_ 

|A  —  Vf  k  ~  k 

D’où  enfin  : 

P—0,674 .  j*. 

4°.  —  Calcul  des  divers  paramètres. 

Voici  la  méthode  généralement  employée  pour  calculer  les  para- 
mètres,  après  qu’on  a  vérifié  que  la  loi  de  répartition  est  bien  celle  de 
Gauss 


4G4 
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On  calcule  d’abord  la  moyenne  M  des  N  résultats  expérimentaux,  puis 
les  écarts  £  à  la  moyenne,  enfin  la  somme  Se2  des  carrés  de  ces  écarts. 
Ceci  fait,  on  a  immédiatement  : 


Erreur  moyenne  : 
Erreur  probable  : 


Enfin  le  module  de  convergence  k  est  donné  par  la  formule  : 


Nous  reviendrons  plus  loin  là-dessus. 

620.  Raisons  théoriques  alléguées  à  l’appui  de  la  loi  de 
répartition  de  Gauss. 

Les  raisons  a  priori  alléguées  à  l’appui  de  la  loi  de  répartition  précé¬ 
dente  sont  de  deux  sortes  ;  du  reste,  elles  se  contredisent. 

Elles  nous  ramènent  à  la  théorie  des  probabilités. 

i°.  —  Posons  que  la  valeur  la  plus  probable  de  la  mesure  d'une  grandeur 
est  la  moyenne  des  résultats  obtenus.  Il  ne  s’agit  pas  de  savoir  ce  que  cette 
phrase  signifie,  pour  l’excellente  raison  qu’elle  ne  signifie  rien  hors  des 
définitions  purement  mathématiques  et  de  la  règle  des  probabilités  com¬ 
posées.  Les  mots  n’ont  plus  leur  forme  vulgaire. 

Pour  aller  plus  vite,  montrons  seulement  que  la  règle  de  répartition 
admise  satisfait  à  l’énoncé  ;  on  pourrait  démontrer  qu’elle  est  la  seule  à  y 
satisfaire.  Soient  M  un  nombre  quelconque;  r0,  rt,...  le& résultats  expéri¬ 
mentaux;  e0,  £,,...  les  écarts  parrapport  .au  nombre  M.  Admettons  que 
la  probabilité  d’un  écart  £  est  proportionnelle  à  exp.( —  fcV). 

La  probabilité  pour  qu’en  N  expériences  indépendantes ,  on  obtienne  les 
écarts  s0,  elr..  est  proportionnelle  au  produit  des  probabilités  simples 
(§  G05,  2°),  par  suite  à  la  quantité  : 

exp  [ —  k2  (eo  £i  4“  •  •  •)]• 

Pour  que  le  résultat  soit  le  plus  probable,  il  faut  que  cette  quantité 
soit  minimum;  il  est  donc  nécessaire  que  la  somme  des  carrés  des  écarts 
au  nombre  M  soit  minimum,  par  conséquent  (§  617)  que  M  soit  la  moyenne 
des  nombres  expérimentaux. 

De  pareils  raisonnements  ne  se  discutent  pas  :  ils  ne  signifient  rien  ! 

Nous  avons  cinquante,  plus  ordinairement  cinq  expériences  effectuées 
dans  les  mêmes  conditions.  Nous  écrivons  que  la  moyenne  est  la  valeur 
la  plus  probable.  Est-ce  à  dire  qu’elle  est  plus  probable  que  l’un  des 
nombres  qui  la  constituent?  est-ce  à  dire  qu’elle  est  plus  probable  que 
n’importe  quel  autre  nombre?  Ne  comprend -on  pas  la  stupidité  de  sub¬ 
stituer  une  fonction  continue  à  quelques  nombres  isolés  et  de  raisonner 
.sur  cette  fonction  continue?  Trompe-l’œil  et  bafouillage  1 
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9°.  —  Considérons  une  urne  contenant  des  boules  blanches  et  des 
boules  rouges  en  nombres  tels  que  la  probabilité  simple  de  tirer  une 
boule  blanche  soit  p,  de  tirer  une  boule  rouge  soit  q.  On  remet  chaque 
fois  la  boule,  on  recommence  un  nombre  très  grand  d’essais.  Nous  avons 
vu  qu’on  peut  calculer  la  probabilité  d’un  écart  s  au  résultat  correct  que 
nous  connaissons  ici;  c’est  celui  pour  lequel  le  nombre  de  sorties  des 
boules  blanches  est  à  celui  des  boules  rouges  dans  le  rapport  p  :  q. 

Or  nous  trouvons  précisément,  pour  cette  expérience  particulièrement 
simple,  la  loi  de  répartition  des  erreurs  qui  a  été  proposée  par  Gauss 
comme  générale. 

Il  n’y  a  qu’un  malheur,  à  savoir  que  cette  loi  n’est  qu’une  approxima¬ 
tion,  tandis  que  le  raisonnement  du 4°  la  donne  comme  rigoureuse.  Or, 
en  bonne  logique,  il  est  contradictoire  qu’une  proposition  soit  simulta¬ 
nément  parfaitement  exacte  et  seulement  approchée. 

3 °.  —  Convenons  donc  qu’il  est  absurde  de  chercher  les  conditions  d’un 
phénomène  qu’on  n’a  pas  défini.  Les  mathématiques  sont  d’admirables 
procédés  de  raisonnement  et  d’élaboration,  mais  elles  ne  peuvent  rendre 
dans  les  conclusions,  que  ce  qu’on  a  mis  dans  les  prémisses.  Si  on  pose 
une  série  d’hypothèses,  par  exemple,  que  les  erreurs  sont  indépendantes 
les  unes  des  autres,  que  la  probabilité  d’une  erreur  n’est  fonction  que  de 
la  grandeur  de  cette  erreur,  etc.,  etc,  ...  on  arrivera  à  une  certaine  loi 
de  répartition.  En  fait,  il  sera  toujours  beaucoup  plus  simple  d’étudier 
dans  chaque  série  d’expériences  comment  se  répartissent  les  erreurs, 
que  de  chercher  si  les  hypothèses  sont  applicables. 

L’inconvénient  pratique  de  tous  ces  beaux  raisonnements  est  que  les 
Physiciens  (pour  la  plupart  incapables  de  les  suivre;  espérons  que  cela 
changera)  en  prennent  les  conséquences  pour  argent  comptant.  Sans 
plus  se  soucier  de^savoir  quelle  est  exactement  la  loi  de  répartition,  dès 
qu’ils  ont  quatre  résultats,  ils  calculent  une  erreur  probable,  un  module 
de  convergence,  et  s’imaginent  faire  une  besogne  ayant  le  sens  commun. 
On  peut  leur  laisser  le  plaisir  de  calculer  l’erreur  moyenne  (c’est  la  seule 
dont  la  grandeur  soit  définie  indépendamment  de  la  loi  de  répartition), 
à  la  condition  qu’il  soit  entendu  qu’elle  indique  non  pas  la  précision , 
mais  la  régularité  des  expériences.  L’erreur  moyenne  peut  être  insigni¬ 
fiante  pour  des  expériences  où  les  erreurs  systématiques  sont  énormes. 
Les  expériences  bien  exécutées  donnent  toutes  à  peu  près  le  même  résultat, 
elles  sont  régulières ;  mais  cette  régularité  peut  masquer  un  manque 
absolu  de  précision.  L’expérimentateur  est  habile  de  ses  doigts;  son 
appareil  est  fautif  :  il  n’est  habile  que  de  ses  doigts. 

4°.  —  Il  n’y  a  pas  jusqu’au  point  de  départ  de  Gauss  qui  ne  prête  à 
contestation.  Dans  bien  des  cas,  il  est  mauvais  de  prendre  la  moyenne  des 
résultats  r  de  l’expérience  ;  il  est  plus  rationnel  de  prendre  la  moyenne 
d’une  fonction  cp(r)  des  résultats,  fonction  ci  déterminer  dans  chaque 
cas. 

Par  exemple,  il  est  sûr  qu’à  mesure  qu’on  se  rapproche  du  zéro  absolu, 
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une  petite  variation  de  température  A t  acquiert  une  importance  croissante. 
En  prenant  la  moyenne  des  logarithmes  des  températures  et  non  pas  la 
moyenne  de  celles-ci,  on  donnerait  aux  températures  les  plus  basses 
l’importance  relative  à  laquelle  elles  ont  droit. 

Dans  des  mesures  de  longueur  sur  un  pendule,  la  moyenne  des  lon¬ 
gueurs  ne  semble  pas  préférable.  C’est  la  racine  carrée  de  la  longueur 
qui  intervient  sur  la  quantité  qu’en  définitive  on  veut  mesurer;  c’est 
donc  la  moyenne  des  racines  carrées  des  longueurs  qui  tiendra  compte 
de  l’importance  décroissante  des  erreurs  à  mesure  que  la  longueur 
augmente. 

621.  Erreur  moyenne  et  erreur  probable  sur  le  résultat. 

i°.  —  Nous  avons  à  énoncer  des  résultats  si  prodigieusement  absurdes, 
qu'il  est  inutile  d’étudier  comment  ils  sont  introduits. 

Soit  une  série  de  N  mesures  pour  lesquelles  les  écarts  à  la  moyenne 
sont  Bq ,  Sj,  ...  Calculons  la  quantité  g  =  y/H£2  :  N,  appelée  erreur 
moyenne  ou  plus  spécialement  erreur  moyenne  sur  une  observation  :  c’est 
une  définition  contre  laquelle  il  n’y  a  rien  à  objecter;  on  ne  discute  pas 
les  définitions  de  mots. 

Mais  on  a  introduit  une  nouvelle  quantité,  appelée  erreur  moyenne  sur 
le  résultat ,  définie  par  la  relation  : 

=  >/n  =  v/s?:  N. 

Pour  bien  comprendre  l’absurdité  de  ce  trompe-l’œil,  prenons  un 
exemple.  Tous  les  matins  je  fais  100  mesures  qui  me  donnent  le  même 
écart  £  à  la  moyenne ,  par  moitié  en  plus  ou  en  moins.  J’ai  donc  : 

{*.  =  ]  e|. 

Je  recommence  pendant  100  jours,  et  chaque  jour  je  trouve  les  mêmes 
résultats.  On  prétend  qu’au  bout  des  100  jours,  après  10‘000  expériences, 
l’erreur  à  craindre  sur  le  résultat  sera  devenue  : 

y'  =  y  :  v'io  •  ooo  =  y  :  100  =  |  £  |  :  100. 

Il  est  pourtant  du  plus  élémentaire  bon  sens  que  l’erreur  à  craindre 
est  restée  la  même.  A  partir  d’un  très  petit  nombre  d’expériences  dont  la 
moyenne  élimine  les  erreurs  fortuites,  tout  ce  qu’on  fait  n’est  que 
battage  et  temps  perdu.  Quand  on  pense  que  de  pareilles  calembredaines 
se  trouvent  sous  la  plume  de  savants  estimés,  il  n’y  a  plus  à  redouter  de 
trouver  jamais  les  bornes  de  la  sottise. 

En  si  belle  voie  pas  besoin  de  s’arrêter. 

Nous  avons  donc  une  erreur  probable  sur  le  résultat  : 

P'  — 0,674.  [x  :  y/N. 

Les  auteurs  donnent  même  0,674  4897  :  on  ne  saurait  être  trop 
précis. 
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5°.  —  Toutes  ces  sottises  ont  la  même  origine  :  l’hypothèse  que  les 
erreurs  expérimentales  sont  fortuites  et  que  le  hasard  obéit  à  une  loi, 
tandis  qu’en  réalité  les  erreurs  expérimentales  principales  sont  systéma¬ 
tiques.  Sauf  exceptions  très  rares,  les  erreurs  réellement  fortuites,  c'est- 
à-dire  celles  qui  s’éliminent  par  la  répétition,  sont  insignifiantes  devant 
les  premières. 

Toutes  les  expériences  amènent  à  conclure  comme  nous  le  faisons. 

Par  exemple,  de  29  expériences  sur  l'attraction  newtonienne,  Cavendish 
tire  en  1798,  pour  la  densité  terrestre,  le  nombre  5,48.  En  1837,  Reich 
multiplie  les  observations  :  il  en  fait  57  et  trouve  5,44.  Baily  en  fait  2004 
et  trouve  5,67.  Enfin,  plus  récemment,  Boys  trouve  5,53.  Que  conclure, 
sinon  qu’il  est  beaucoup  plus  important  d’avoir  un  appareil  bien  construit, 
d’être  intelligent  et  habile,  que  de  faire  2004  expériences? 

Nous  admettons  que  cette  conclusion  gêne  une  foule  d’observateurs  : 
ils  comptent  sur  la  faculté  qu’ils  ont  de  s'ennuyer  et  ont  grand’-raison 
de  se  défier  de  leur  science  et  de  leur  sagacité;  mais  la  vérité  nous  inté¬ 
resse  plus  que  l’amour-propre  de  ces  nullités  consciencieuses. 

Nous  insistons,  parce  qu’on  se  moque  de  nous  avec  majesté.  Il  s’agit, 
par  exemple,  de  déterminer  la  variation  de  distance  de  deux  plans  au 
moyen  des  franges  d’interférence.  Le  procédé  des  défenseurs  de  ces  con¬ 
séquences  illusoires  de  la  Théorie  des  probabilités  consiste  à  multiplier 
les  mesures.  Le  procédé  raisonnable  consiste  à  reconnaître  que  la  déter¬ 
mination  d’une  fraction  de  frange  est  impossible,  à  moins  du  dixième  de 
frange,  quand  la  loi  de  variation  de  l’intensité  lumineuse  est  de  la  forme 
s  in2  x;  par  suite,  on  cherche  à  donner  à  cette  loi  une  autre  forme,  ce 
■  qu’on  obtient  en  augmentant  le  pouvoir  réflecteur  des  surfaces  réfléchis¬ 
santes. 

Nous  n’attaquons  pas  la  Théorie  des  probabilités;  elle  rend  ce  qu’on  a 
mis  dans  les  hypothèses.  Nous  disons  (ce  qui  est  tout  différent)  que  ces 
hypothèses  ne  sont  pas  applicables  aux  expériences;  et  nous  le  disons 
non  seulement  parce  que  le  raisonnement  le  prouve,  mais  parce  que 
l’expérience  le  démontre. 

622.  Pseudo- critères  de  répartition  théorique  des  erreurs 
pour  un  petit  nombre  d’expériences. 

1°.  —  Il  s’agit  de  démontrer  la  complète  absurdité  des  soi-disant  crité¬ 
riums  de  répartition  théorique  qu’on  applique  aux  écarts  à  la  moyenne 
calculés  non  pas  pour  mille,  non  pas  même  pour  cent,  mais  pour  une 
douzaine  d’expériences.  C’est  tellement  insensé,  que  nous  prenons  notre 
exemple  dans  un  cours  d’ Astronomie  pratique ,  où  il  est  proposé  comme 
démonstratif  de  l’excellence  de  méthodes  que  nous  déclarons  stupides. 
On  ne  pourra  pas  nous  accuser  de  choisir  un  exemple  pour  en  triompher. 
Nous  citons  l’auteur  (que  nous  ne  nommons  pas,  uniquement  par  cha¬ 
rité)  :  au  surplus,  il  s’appelle  légion. 

Nous  multiplions  ses  chiffres  par  100  pour  simplifier  l’écriture. 


468  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  [ GÉXÉRALES 


Des  expériences  au  nombre  de  treize  donnent  les  résultats  suivants;  on 
en  calcule  les  écarts  £  à  la  moyenne  qui  est  M  =  794  : 


RÉSULTATS 

£ 

RÉSULTATS 

£ 

1345 

+  551 

843  . 

+  49 

1090 

+  296 

737 

—  57 

1057 

+  263 

662 

—  132 

970 

+  176 

382 

—  412 

965 

+  171 

275 

—  519 

916 

+  122 

200 

—  594 

880 

+  86 

‘Rangés  par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  les  écarts  pris  en  valeurs 
absolues  sont  : 


594 

176 

551 

519 

412 

296 

263 

171  , 

y 

132 

122 

86 

57 

49 

Il  s’agit  de  démontrer  «  que  les 

erreurs  £ 

suivent  bien  la  loi  normale,  et 

qu’en  conséquence  il  est  permis  d’appliquer  la  méthode  ordinaire  au 
calcul  de  l’erreur  probable  de  la  moyenne  (erreur  probable  sur  le  résul¬ 
tat,  §  621)  ». 

Le  lecteur  se  demande  avec  ahurissement  ce  que  deviennent  les  cons¬ 
tructions  du  §  618  quand  il  possède  13  expériences  en  tout  et  pour  tout. 
C’est  justement  là  le  fin  du  fin.  Avec  une  seule  expérience,  les  mathé¬ 
maticiens  sont  capables  de  dire  si  la  loi  de  répartition  est  normale;  grâce 
à  quels  sophismes,  c’est  ce  que  nous  allons  voir. 

2°.  —  Calculons  l’erreur  moyenne  : 


1 


2401  +  32  49  +  7396  +  .... 
13 


L’erreur  dite  probable  est  donc  : 


P  =  0,674x323  =  218. 


Or,  d’après  sa  définition  (§619),  l’erreur  probable  correspond  à  l’ordonnée 
qui  coupe  la  moitié  de  la  courbe  en  cloche  en  deux  aires  égales;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  telle  que  la  moitié  des  expériences  fournit  une 
erreur  plus  grande,  l’autre  moitié  une  erreur  moindre. 

Remarquons  maintenant  le  procédé. 

La  première  définition  suppose  tracée  la  courbe  de  répartition,  la 
seconde  lui  est  parfaitement  équivalente  si  le  nombre  des  expériences  est 
très  grand  ;  mais,  admirez  l’astuce,  elle  s’applique  aussi  bien  à  une  expé¬ 
rience.  Malheureusement,  c’est  alors  pure  stupidité. 

Notre  auteur  n’hésite  pas. 

Comme  tout  de  même  13  expériences  c’est  peu,  il  sous-entend  le  rai¬ 
sonnement  suivant  :  quand  une  erreur  est  +  quelque  chose,  il  n’y  a  pas 
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d’absurdité  à  la  supposer  —  la  même  chose  ;  ce  qui  double  en  apparence 
le  nombre  des  observations. 

Donc  (!!)  176  est  l’erreur  probable;  et  l’auteur  ajoute  :  «  Or,  en  la  calcu¬ 
lant  d’après' l’erreur  moyenne,  on  trouve  218  plus  près  de  176  que  du 
nombre  immédiatement  suivant  263.  »  Décidément,  nous  sommes  con¬ 
vaincus  ! 

Et  voilà  le  premier  critérium  qui  «  assure  que  la  série  suit  bien  la  loi 
des  erreurs  fortuites  ». 

3°.  —  Passons  au  second  critérium. 

Dans  l’hypothèse  d’une  répartition  théorique,  on  a  : 

\ 

zdn  =  — ; 

2\/tt  k 

on  vérifiera  que  la  quantité  sous  le  signe  J  est  exactement  intégrable.  On 

obtient  le  même  résultat  en  prenant  tous  les  écarts  (positifs  et  négatifs) 
en  valeur  absolue,  et  non  plus  seulement  les  écarts  positifs. 

La  quantité  précédente  est  calculable,  n’y  aurait-il  qu’une  seule  expé¬ 
rience;  elle  a  pour  expression  : 


Q  = 


N 


C’est  ce  qu’on  peut  appeler  la  moyenne  des  écarts  absolus. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  : 

594  +  551  +  ... 


Q  = 


13 


=  263. 


Voici  maintenant  le  fameux  critérium. 

Pour  la  répartition  théorique,  il  vient  immédiatement  : 

1  1 


0  = 


u. 


/  TT-  ,  J 


•ij  =  v/2*  =  2,51. 


ï^r.k'  '  yjllk 

•  -  .  *  \ 

Il  ne  reste  plus  qu’à  appliquer  cette  règle,  démontrée  pour  un  grand 
nombre  d’expériences,  à  quatre  ou  cinq,  afin  d’être  complètement 
absurde,  ...  ce  qui  n’effraie  ni  les  mathématiciens,  ni  les  astronomes. 

Au  surplus,  quand  cela  ne  marche  pas,  ils  ajoutent  des  fautes  de  calcul. 
On  trouve  ici  : 

323 


u 


—  —  I  oq 


Q  —  263 

Le  quotient  est  faux  de  la  moitié;  ce  qui  n’empêche  pas  notre  auteur  de 
dire  :  c(  On  peut  donc  admettre,  malgré  le  petit  nombre  des  observations, 
que  les  erreurs  suivent  bien  la  loi  normale,  et  qu’en  conséquence  il  est 
permis  d’appliquer  la  méthode  ordinaire  au  calcul  de  l’erreur  probable 
sur  le  résultat.  Cette  erreur  est  : 

218 


v/13 


=  61.» 


Si  le  lecteur  n’est  pas  édifié,  il  est  difficile. 


470  EXERCICES  ET  COMPLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


Ainsi  voilà  deux  critériums  appliqués  à  démontrer  V existence  d’une 
répartition  dont  il  est  impossible  de  donner  une  définition,  vu  le 
petit  nombre  d’ expériences. 


623.  Précision  à  espérer  sur  le  résultat  d’une  expé¬ 
rience. 

i°.  —  Toutes  les  applications  du  calcul  des  probabilités  à  la  détermi¬ 
nation  des  erreurs  sont  de  ce  goût  :  des  sophismes  dont  les  auteurs 
seraient  honteux  ...  s’ils  réfléchissaient  cinq  minutes.  Comment  quel¬ 
qu’un  ayant  son  bon  sens  peut-il  énoncer  que  l’erreur  à  craindre  sur  la 
moyenne  794  est  précisément  61,  quand  les  résultats  partiels  s’échelonnent 
entre  200  et  1345?  Ou  l’on  donne  aux  mots  un  sens  qui  n’est  pas  le  sens 
usuel,  ou  l’on  énonce  un  résultat  complètement  absurde.  Qu’on  prenne 
794  si  l’on  veut;  mais  qu’on  n’ait  pas  la  sottise  de  croire  qu’il  y  a  une 
chance  quelconque  pour  que  les  résultats  futurs  restent  dans  l’intervalle 
794  ±61. 

Au  surplus,  l’expérience  a  démenti  trop  de  fois  ces  prévisions  pour 
qu'il  puisse  venir  à  l'idée  de  nous  contredire  là-dessus,  autrement  que 
par  ignorance  ! 

Ces  procédés  se  maintiennent  parce  que  les  expérimentateurs  prêtent  à 
leurs  résultats  une  précision  qu’ils  n’ont  manifestement  pas.  Ainsi,  dans 
les  calculs  qui  précèdent,  il  s’agit  de  centièmes  de  seconde  mesurés  à 
l’aide  de  chronomètres  !  Quel  expérimentateur  de  métier  a  la  prétention 
de  comparer  deux  chronomètres  ou  un  chronomètre  et  une  horloge  au 
centième  de  seconde  près? 

Quand  plusieurs  déterminations  du  même  temps  conduisent  à  des  ré¬ 
sultats  différant  entre  eux  de  11  secondes  et  demie,  n’est-on  pas  prévenu 
que  le  centième  et  même  le  dixième  de  seconde  font  bien  sur  le  papier, 
mais  ne  représentent  absolument  rien? 

L'effarement  grandit  quand  on  apprend  qu’il  s’agit  de  déterminer  la 
différence  de  longitude  entre  deux  lieux,  au  moyen  d'un  transport  de 
chronomètres  demandant  de  25  à  28  jours  de  traversée,  dans  des  climats, 
très  variables  (de  Saigon  au  Tonkin). 

Admettre  que  l'on  connaît  le  temps  à  une  ou  deux  secondes  près,  ce 
qui  correspond  à  une  erreur  de  position  d’un  kilomètre  dans  le  cas  le 
plus  défavorable,  c’est  montrer  une  confiance  peut-être  excessive:  Alors 
que  dire  du  chiffre  1  dans  le  nombre  61  ?  Il  correspond  à  un  peu  plus  de 
4  mètres  !  Quelle  précision  dans  la  connaissance  de  notre  globe  et  que  la 
science  est  magnifique  ! 

2°.  —  La  règle  est  pourtant  très  simple  :  se  demander  avant  l’expérience 
quelle  précision  est  raisonnablement  admissible;  n’énoncer  les  résultats - 
qu’avec  cette  précision,  quelles  que  puissent  être  les  espérances  suggérées 
par  une  régularité  qui  ne  prouve  rien. 

On  sait  qu’un  microscope  visant  les  traits  d’une  règle  ne  fournit 
qu’exceptionnellement  une  précision  supérieure  au  micron;  la  mesure 
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d’une  longueur  au  vernier  ne  peut  dépasser  qu’exeeptionnellement  la  pré¬ 
cision  des  centièmes  de  millimètre. 

Si  on  mesure  des  angles  sur  un  cercle  gradué,  il  est  donc  facile  de 
savoir  à  l’avance  sur  quelle  approximation  on  peut  compter.  Quant  aux 
appareils  répétiteurs  dont  on  a  fait  tant  de  cas  à  une  époque,  est-il  néces¬ 
saire  de  démontrer  qu’ils  n’ont  aucun  intérêt  ? 

Il  n’y  a  pas  de  théorie  mathématique  capable  d’augmenter  la  précision 
des  résultats  que  l’étude  a  priori  des  appareils  a  déterminée.  On  est 
même  toujours  sûr  d’oublier  quelques  erreurs  systématiques.  Quant  au 
dieu  hasard  remettant  les  choses  en  place,  nous  ne  sommes  pas  parmi 
ses  dévots. 

•  • 

624.  Probabilités  a  posteriori  ou  probabilités  des  causes. 

Nous  atteignons  ici  le  suprême  de  l’absurde.  En  lisant  ce  qui  a  été 
écrit  sur  le  sujet  qui  nous  occupe,  on  excuse  les  gens  qui  pensent  que  les 
mathématiques  faussent  l’esprit.  Les  mathématiques  n’y  sont  pour  lien  ; 
on  doit  seulement  conclure  qu’il  y  a  des  esprits  faux  parmi  les  géomètres  : 
ce  dont  personne  n’a  jamais  douté. 

i°.  —  Une  urne  contient  des  houles  blanches  et  des  boules  noires  dans 
le  rapport  p  :  q;  mais  f  ignore  la  valeur  de  ce  rapport.  Je  fais  m  essais 
successifs;  après  chaque  essai  je  remets  dans  l’urne  la  boule  tirée,  de 
manière  que  les  conditions  restent  identiques.  J’amène  boules  blanches, 
m  —  n  boules  noires.  Je  demande  dans  quel  rapport  les  boules  blanches 
et  noires  se  trouvent  dans  l’urne. 

Il  est  clair  que  sous  cette  forme  le  problème  est  insoluble.  Mais  il  a  une 
solution  si  je  me  borne  à  demander  quelle  est  la  probabilité  pour  que  la 
composition  soit  représentée  par  deux  nombres  p'  et  q'  dont  l’un  est 
arbitrairement  choisi,  et  l’autre  déterminé  par  la  condition  : 


p'  +  q'  =  1. 


Pour  trouver  l’écart  e,  je  poserai  l’une  des  équations  équivalentes  : 


n  —  mp'  —  e ,  m  —  n  —  mq'  -f-  e. 
La  probabilité  est  donnée  par  la  formule  : 


où  tout  est  connu.  Si  le  nombre  des  essais  est  assez  grand,  il  est  clair 
que  je  pourrai  considérer  comme  la  plus  probable  une  répartition  repré¬ 
sentée  par  les  nombres  p  et  q  tels  qu’on  ait  : 


n  =  mp ,  m  —  n  =  mq. 


Jusqu’ici  rien  à  objecter. 

2°.  —  De  l’année  1817  à  l’année  1840,  le  rapport  du  nombre  des  nais¬ 
sances  masculines  à  celui  des  naissances  féminines  pour  Paris  a  toujours 
été  supérieur  à  l’unité.  Sa  valeur  moyenne  est  1,0335.  On  demande 
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quelle  est  la  probabilité  pour  l’existence  d’une  cause  de  ce  surcroît  de 
naissances  masculines. 

Il  n’y  a  pas  de  réponse  à  un  problème  ainsi  posé. 

Nous  constatons  un  fait;  il  semble  permanent.  La  seule  chose  que 
nous  puissions  tenter  est  de  multiplier  nos  statistiques;  au  surplus,  nous 
arriverons  après  beaucoup  de  labeur  à  conclure  que  les  choses  se  passent 
d’une  certaine  manière.  Il  serait  beaucoup  plus  intéressant  d’apprendre 
à  modifier  pour  les  animaux  le  nombre  des  mâles  et  des  femelles  :  on 
aurait  alors  l’explication  naturelle  du  résultat  des  statistiques. 

3°.  —  On. constate  que  les  planètes  les  plus  importantes  ont  un  mouve¬ 
ment  direct. 

Doit-on  attribuer  cette  concordance  à  des  causes  fortuites,  ou  doit- on 
en  conclure  l’existence  d’une  cause  unique  facilitant  les  mouvements 
directs  au  détriment  des  rétrogrades? 

Une  telle  question  est  un  défi  au  sens  commun.  Celui-ci  nous  conseille 
de  chercher  une  théorie  cosmogonique  acceptable  ;  comme  elle  ne  sera 
acceptable  que  si  elle  rend  compte  de  la  concordance  observée,  le  pro¬ 
blème  posé  disparaîtra  de  lui-même;  peu  nous  importe  de  savoir  qu’un 
certain  calcul,  conduit  d’une  certaine  manière,  décide  qu’il  y  a  10000  ou 
100000  contre  1  à  parier  qu’il  existe  une  cause  pour  la  fréquence  plus 
grande  des  mouvements  directs.  , 

Le  lecteur  comprend,  par  ces  exemples,  comment  le  problème  très  rai - 
sonnablc  de  l’urne  conduit,  par  une  extension  abusive,  à  des  problèmes 
qu’il  est  indulgent  de  considérer  comme  mal  posés. 

Qu’on  veuille  bien  ne  pas  nous  objecter  que  ces  problèmes  ont  fait  la 
joie  de  mathématiciens  éminents.  On  est  trop  porté  à  considérer  les 
mathématiciens  comme  d’une  espèce  supérieure  ayant  des  vues  lumi¬ 
neuses  sur  tous  les  sujets  possibles.  Les  mathématiciens  déduisent  excel¬ 
lemment  :  étant  donné  ceci ,  il  en  résulte  cela;  ne  leur  demandons  pas 
autre  chose.  N’exigeons  pas  que  leurs  hypothèses  soient  applicables  :  il 
ne  s’agit  pas  de  cela.  Leurs  hypothèses  sont  quelconques  :  ils  poseront, 
par  exemple,  que  d’un  point  extérieur  à  une  droite,  on  peut  mener  à  cette 
droite  plusieurs  parallèles,  et  chercheront  ce  qui  résulte  de  cette  propo¬ 
sition.  En  un  sens,  le  problème  est  très  intéressant  :  mais  ne  confondons 
pas  les  genres.  N’ayons  surtout  pas  la  naïveté  de  leur  demander  leurs 
opinions  dans  les  questions  sociales  et  pratiques  :  elles  sont  en  dehors 
de  leur  compétence.  Et  la  preuve  est...  qu’ils  leur  appliquent  la  théorie 
des  probabilités  1 
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625.  Remarques  générales. 

Non  seulement  le  Calcul  ordinaire  résout  toutes  les  opérations  qui  sont 
accessibles  au  Calcul  vectoriel,  mais  encore  il  est  impossible  de  se  passer 
du  premier  et  possible  de  se  passer  du  second.  Comme,  en  définitive,  la 
puissance  d’un  outil  dépend  plutôt  de  l’habitude  qu’on  a  de  s’en  servir 
que  de  sa  valeur  intrinsèque,  le  calcul  usuel  sera  toujours  de  beaucoup 
préférable  pour  les  étudiants  qui  nous  occupent,  tant  par  sa  valeur  supé¬ 
rieure  que  par  son  emploi  plus  fréquent.  * 

Cependant  il  est  utile  de  connaître  les  éléments  du  Calcul  vectoriel, 
parce  qu’il  est  bon  d’envisager  certaines  opérations  sur  les  vecteurs  en 
elles-mêmes  et  indépendamment  des  systèmes  auxiliaires  de  coordonnées  ; 
c’est  pour  la  même  raison  qu’il  est  utile  de  se  familiariser  avec  les  équa¬ 
tions  intrinsèques  des  courbes  (M.  G.,  §  178),  qui 'ne  font  intervenir  que 
les  propriétés  mêmes  de  la  courbe  à  étudier. 

Mais  pour  initier  aux  éléments  du  Calcul  vectoriel,  nous  nous  garde¬ 
rons  de  procéder  comme  les  mathématiciens  de  métier.  Ils  prennent  la 
question  de  piano,  font  table  rase  de  tout  ce  que  l’étudiant  sait  ordinaire¬ 
ment  quand  il  aborde  ces  problèmes  ;•  conséquemment,  iis  sont  longs  et 
difficilement  compréhensibles.  De  leur  point  de  vue,  ils  ont  parfaitement 
raison;  mais  leur  point  de  vue  n’est  pas  le  nôtre.  Nous  n’hésiterons  pas 
à  user  du  calcul  ordinaire  pour  établir  les  propositions  du  Calcul  vecto¬ 
riel.  Nous  y  trouvons  le  double  avantage  d’être  clairs  et  de  montrer  une 
concordance  qui  rend  intuitive  l’étude  de  ces  questions. 

On  nous  objectera  que  notre  lecteur  ne  se  familiarise  pas  ainsi  avec  le 
'Calcul  vectoriel  considéré,  non  plus  comme  un  système  de  notation  com¬ 
mode  d’opérations  complexes,  mais  comme  un  procédé  rapide  pour  effec¬ 
tuer  ces  opérations.  Nous  n’en  disconvenons  pas;  mais  nous  estimons 
qu’on  est  déjà  trop  porté  à  effectuer  mécaniquement  des  opérations  sans 
avoir  présent  ce  qu’elles  signifient.  Celles  du  Calcul  vectoriel  ont  une 
notation  si  ramassée,  qu’il  faut,  même  à  des  gens  rompus  aux  mathéma¬ 
tiques,  un  effort  pour  ne  pas  perdre  de  vue  les  réalités. 

Le  calcul  ordinaire  est  accusé  de  manquer  d’élégance. 

Entendons-nous  là-dessus. 
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Effectivement  ses  notations  sont  longues  :  puisqu’elles  expriment  les- 
opérations  réelles,  reste  à  savoir  si  c’est  un  avantage  ou  un  inconvénient* 
On  suppose  toujours  choisis  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;, 
théoriquement,  c’est  un  fardeau  inutile  :  reste  à  savoir  si,  pratiquement* 
ce  n’est  pas  un  allègement  pour  l’esprit.  Au  surplus,  dans  les  cas,  très 
rares  nous  l’accordons,  où  l’on  ne  se  contente  plus  de  noter  les  opéra¬ 
tions,  où  on  les  effectue  jusqu’au  bout,  les  deux  méthodes  se  rapprochent 
à  tel  point  que  l’utilité  de  la  seconde  disparaît  absolument. 

Nous  croyons  donc  être  justes  en  disant  qu’il  ne  faut  pas  ignorer  les. 
notations  du  Calcul  vectoriel,  la  nature  de  ses  opérations,  la  pratique  des 
plus  essentielles,  mais  qu’il  serait  chimérique  d’exiger  davantage  de  nos 
étudiants.  Conclusion  qui  justifie  amplement  notre  méthode  d’exposi¬ 
tion. 

Nous  supposerons  que  le  lecteur  a  présent  à  l’esprit  les  chapitres  XI 
et  XXII  du  Cours  de  M.  G.  . 

! 

626.  Définition  des  vecteurs. 

i° .  —  Deux  vecteurs  AB,  CD,  sont  égaux  par  définition  lorsque  leurs- 

longueurs  ( modules )  sont  les 
mêmes,  qu’ils  sont  parallèles  et 
D  de  même  sens.  On  remarquera, 
qu’avec  une  telle  définition,  les 
forces  ne  sont  plus  des  vecteurs  ; 
car,  pour  qu’elles  soient  égales,  il 
faut  qu’elles  aient  même  directrice- 
(Mécanique,  §  19),  qu’elles  soient 
situées  sur  la  même  droite.  Au  con- 
Flo-  traire,  nous  savons *qu’ un  couple- 

peut  être  représenté  par  un  vec¬ 
teur  unique,  normal  au  plan  des  forces  qui  le  constituent  et  dont  la. 
direction  et  la  longueur  sont  seules  déterminées.  Deux  couples  égaux, 
sont  donc  représentés  par  des  vecteurs  égaux  au  sens  ici  précisé  (Méca¬ 
nique,  §  29). 

Nous  poserons  : 

a  =  B —  A,  A  +  a  =  B. 

Cela  signifie  que,  partant  du  point  A  et  suivant  le  vecteur  a  de  son 
origine  à  son  extrémité,  nous  arrivons  au  point  B. 

Le  vecteur  se  présente  comme  la  différence  de  deux  points. 

Les  vecteurs  seront  notés  en  caractères  gras. 

La  nécessité  d’employer  deux  espèces  de  caractères  suivant  qu’il 
s’agit  d’une  quantité  scalaire  ou  d’une  quantité  vectorielle,  est  un 
embarras  dont  on  n’imagine  pas  la  gravité  avant  d’avoir,  par  exemple,, 
corrigé  des  épreuves. 

Nous  définissons  ainsi  ce  qu’on  peut  appeler  la  somme  d'un  point  et 
d'un  vecteur . 


V 
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On  en  déduit  la  différence  d’un  point  et  d’un  vecteur;  on  a  * 

A  =  B  —  a. 

Pour  aller  de  B  à  A,  il  faut  suivre  le  vecteur  a  de  son  extrémité  à  son 
origine. 

’ 

Si  les  vecteurs  a  =  B  —  A,  b  =  D  —  G,  sont  égaux,  on  vérifiera  que 
le  milieu  de  AD  coïncide  avec  le  milieu  de  CB. 

2°.  —  La  somme  de  deux  vecteurs  est  le  vecteur  représenté  par  la  dia¬ 
gonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  vecteurs  donnés. 

La  différence  s’ensuit  immédiatement. 

^  On  généralise  sans  difficulté  pour  n  vecteurs. 

Nous  n’insistons  pas,  ayant  déjà  maintes  fois  rencontré  ces  opérations. 

Elles  sont  associatives  et  commutatives ,  propriétés  exprimées  par  les 
formules  : 

a  -f-  h  =  h  -f-  a,  commutativité  ; 

a  -f-  h  -f-  c  =  [a  -j-  h]  -f-  c,  associativité. 

3°.  —  Enfin  le  produit  d’un  vecteur  par  un  nombre  m  est  un  vecteur 
de  même  direction,  de  même  sens  et  de  longueur  (module)  m  fois  plus 
grand.  Poser  : 

a  =  mi, 

c’est  dire  que  les  vecteurs  a  et  i  sont  parallèles  et  de  même  sens. 

Les  nombres  seront  représentés  par  des  caractères  italiques. 

627.  Représentation  d’une  courbe  ou  d’une  surface. 

1°.  —  Nous  avons  montré  longuement  (M.  G.,  §§  242  et  suivants)  com¬ 
ment  les  points,  droites  et  courbes  d’un  plan  peuvent  être  notés  au 
moyen  de  deux  vecteurs  auxiliaires.  Nous  avons  appris  à  déterminer  la 
tangente  à  une  courbe,  etc.  Nous  n’y  reviendrons  pas. 

2°.  —  On  montre  aussi  aisément  que  les  points,  droites,  courbes,  sur¬ 
faces,  peuvent  être  notés  au  moyen  de  trois  vecteurs  auxiliaires  non 
parallèles  à  un  plan  (non  coplanaires). 

Un  vecteur  quelconque  s’exprime  par  l’équation  linéaire  ; 

/ 

il  =  ai  -f*  bj  -j—  ck . 

Les  vecteurs  de  référence  sont  i,j,  k;  les  composantes  du  vecteur  u 
suivant  les  directions  de  f ,  j,  k,  sont  ai,  bj ,  ck. 

Exercice.  —  Montrer  que  si  trois  vecteurs  : 

u  =  ai  -f-  bj  -j-  ck , 
v.  =  a,i  +  bj  +  cxk,  * 
w  =  a.2i  -f-  bj  -f  c2k , 

sont  parallèles  à  un  plan,  le  déterminant  (§  595)  formé  par  les  coefficients 
numériques  est  nul  : 

abc 
at  ci 
a. 2  b.i  c± 


=  0. 
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On  s'appuiera  sur  ce  fait  que  les  vecteurs  u,  v ,  \v,  étant  coplanaires, 
l’un  d’eux  doit  s’exprimer  linéairement  eii  fonction  des  deux  autres. 

On  peut  donc  poser  : 

u  =  pv  qw  ; 

par  suite  : 

a=pal  +  qa2,  b=pbi  +  qb.2,  c  =  pci  +  qc«. 


628.  Formes  de  première  espèce  Fv 

1°.  —  Soient  des  points  A1?  Aâ,  A3,...  Affectons  chacun  d’eux  d’un 
paramètre  numérique,  positif  ou  négatif,  xif  x2,  æ3,... 

Nous  obtenons  ainsi  la  forme  : 

G  (Xl  X2  +  x3  +  •  •  •)  =  At  +  x2A  g  4*  x3 A3  +  •  •  • 

Montrons  qu’à  la  condition  d’appliquer  les  règles  ordinaires  du  calcul 
algébrique  et  d’user  des  notations  précédemment  admises,  G  représente 
le  centre  de  gravité  des  masses  xiy  cc2,...  (qui  sont  supposées  avoir,  comme 
en  Électricité  ou  Magnétisme,  deux  déterminations  opposées);  si  cette 
notion  de  masses  positives  et  négatives  n’est  pas  familière,  on  considé¬ 
rera  G  comme  le  centre  des  forces,  parallèles  à  une  direction  quelconque 
(la  même  pour  toutes),  de  grandeurs  xlf  x2,...,  d’un  sens  ou  de  l’autre 
suivant  les  signes  de  æ„  x2,... 

2°.  —  Raisonnons  pour  deux  masses.  Posons  donc  : 


d’où  : 


G(xt  +  x2)  =  A{Xy  +  A2a?2  ; 


q _  Aj3?2  1  X2X2  _ ^ 


Xt, 


X  y  4“  X2 


Xy  4-  a:2 


(A2  —  A 4)  =  A2  4" 


x, 


Xy  4“  X^ 


(A,  -  A_2). 


( — 


As 


Or  A2  —  At  est  le  vecteur  A,A2  qui  joint  A,  à  A2.  Le  point  G  est 
donc  sur  la  droite  AjA2,  à  une  distance  de  Xy  égale  à  la  fraction  : 

x2  :  (Xy  4-  x2)  <  1  de  AtA2, 

si  Xy  et  x2  sont  de  même  signe.  Si  xL  et  x2  ne  sont  pas  de  même 
signe,  si  par  exemple  xv  est  positif,  x2  négatif  et  plus  grand  en 

valeur  absolue  que  xL,  le  quo¬ 
tient  x2  :  (xy  4-  œ2)  est  encore 
positif  mais  >  1  :  le  point  G 
est  situé  comme  le  montre  la 
figure  370,  II. 

7“  Bref,  nous  retrouvons  préci¬ 
sément  la  règle  qui  donne  le 
centre  de  gravité  de  deux 
masses. 

La  généralisation  est  immédiate  pour  un  nombre  quelconque  de 
masses. 

Le  point  G  défini  par  la  condition  : 

GSæ4  =  SAjCCj, 


A, 


A? 


Fig.  370. 
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est  donc  parfaitement  défini  (tant  que  Eaq  n’est  pas  nul)  :  la  forme  SA1æl 
est  équivalente  au  produit  de  sa  masse  Saq  par  un  point  G,  ce  qui  signifie 
qu’elle  équivaut  à  cette  masse  mise  en  ce  point. 

S °.  —  Quand  Saq  =  0,  montrons  que  la  forme  représente  un  vecteur 
bien  déterminé. 

Le  cas  le  plus  simple  redonne  la  définition  du  vecteur  : 

*a  =  B  —  A.  (1) 

Nous  avons  deux  points  A  et  B,  où  sont  placées  des  masses  égales  et  de 


signes  contraires.  Le  centre  de  gravité  est  à  l’infini,  sa  masse  est  nulle  : 
l’équation  (1)  montre  que  l’ensemble  représente  un  vecteur  qui  va  de  la 
masse  —  à  la  masse  +. 

Si  nous  avons  : 

a  =  mB  —  mA, 

la  forme  représente  m  fois  Je  vecteur  B  —  A.  * 

Considérons  le  cas  un  peu  plus  compliqué  représenté  par  la  figure  371. 
Aux  points  A,,  As,‘  A3,  nous  plaçons  respectivement  des  masses  —  2,  1,  1 . 
Nous  pouvons  remplacer  A2  et  A3  par  le  point  G  affecté  du  paramètre  2; 
la  forme  : 

—  2A1  +  2G,  vaut  le  vecteur  2 (G  —  AQ  =  M  —  At. 

Nous  pouvons  remplacer  A3  et  At  par  le  point  G'  affecté  du  paramètre 
—  1  ;  la  forme  : 

—  G'  +  As,  est  un  vecteur  évidemment  égal  à  M  —  At. 

La  généralisation  ne.  présente  aucune  difficulté. 


629.  Produit  vectoriel  :  opération  A* 

1°.  —  Calcul  ordinaire. 

On  donne  deux  vecteurs  Ft  et  F2  au  moyen  de  leurs  composantes 
Xn  Yt,  Zj  ;  Xs,  Y2j  Z2.  On  demande  un  vecteur  F3  normal  au  plan  des 
deux  premiers  et  égal  au  produit  F1F2sin(F1,  F2),  aire  du  parallélo¬ 
gramme  construit  sur  eux. 

Le  lecteur  trouvera  aisément  pour  les  composantes  de  F3  (M.  G.,  §  326)  : 


X,  =  YtZi-Z,Y„  Y3  =  Z,Xs — XjZj,  Z3  =  X,YS  —  Y',X,.  (I) 
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Le  sens  dans  lequel  est  porté  Fi  est  défini  par  la  règle  du  tire-bouchon. 
On  appelle  axes  à  droite  des  axes  tels  que  le  tire-bouchon  s’enfonçant 

dans  le  sens  des  z  croissants  tourne 
de  Ox  vers  Qy ,  s’enfonçant  dans  le 
sens  des  x  croissants  tourne  de  Oy 
vers  Oz,  s’enfonçant  dans  le  sens 
des  y  croissants  tourne  de  Or 
vers  Ox. 

Supposons  les  vecteurs  rapportés 
à  des  axes  à  droite ;  le  tire-bouchon 
s’enfonçant  dans  le  sens  de  F3  tourne 
de  F1  cà  F2. 

2°.  —  Calcul  vectoriel. 

Cette  opération  est  évidemment 
indépendante,  des  axes  de  coordon¬ 
nées.  Il  est  donc  bon  de  la  noter 
en  dehors  du  choix  des  axes. 

Nous  représenterons  par  : 

T  a  A  b, 

et  appellerons  produit  vectoriel  cle  a  par  h,  un  vecteur  u  normal  au  plan 
des  vecteurs  a,  b,  dont  le  module  soit  égal  à  : 

mod  a  .  mod  h  .  sin  (a,  h), 

et  qui  soit  dirigé  de  manière  que  le  tire-bouchon  avançant  suivant  u 
tourne  de  a  vers  b  (fig.  372)..  . 

Les  propriétés  de  l’opération  A  se  déduisent  immédiatement  des  for¬ 
mules  (1).  En  voici  quelques-unes. 

Pour  que  le  produit  vectoriel  soit  nul,  il  faut  évidemment  que  l’un  ou 
l’autre  vecteur  soit  nul,  ou  qu’ils  soient  parallèles. 

On  vérifiera  les  relations  : 

1  _ 

m  (a  A  b)  =  ma  A  b  =  a  A  mb, 

a  A  (b  +  c)  =  a  A  b  +  a  A  c, 

(a  +  b)  A  c  =  a  A  c  +  b  A  c, 

a  A  b  =  —  b  f\  a. 

3°.  —  Le  lecteur  remarquera  la  marche  que  nous  suivons.  Le  mathé¬ 
maticien  de  métier  part  de  la  définition  et  démontre  les  propriétés  de 
l’opération  sans  recourir  (au  moins  en  apparence)  au  calcul  ordinaire. 
Au  contraire,  nous  utilisons  explicitement  ce  calcul.  Le  sens  des  for¬ 
mules  (2)  en  apparaît  plus  clair.  __  . 

630.  Produit  scalaire  :  opération  x. 

1°.  —  Calcul  ordinaire. 

On  donne  deux  vecteurs  Ft  et  F2;  F,  représente  une  force,  F2  le  dépla- 


(2) 
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«cernent  de  son  point  d’application,  ou  inversement,.  Le  travail  effectué  par 
cette  force,  travail  symétrique  en  Fl  et  F2,  est  : 

F4F2  cos  (F,,  F2)  ==  XtX2  +  Y4Y#  +  Z*.  (1) 

.voilà  encore  une  opération  qui  est  indépendante  des  axes  de  coordon¬ 
nées  ;  exprimons-la  par  un  symbole  spécial. 

2°.  —  Calcul  vectoriel. 

Nous  représenterons  par  : 

ax  b  —  b  x  a; 

•la  quantité  Scalaire  : 

mod  a  .  mod  b  .  cos  (a,  h). 

' 

On  vérifiera  immédiatement  les.  relations  : 

(ma)  x  b  =  m(a  x  b)  =  a  x  ( mh ), 
a  x  ( / )  +  c)  =  a  x  h  -f-  a  x  c  =  (b  -f-  c)  x  a. 

On  s’appuiera  soit  sur  la  dt  finition  vectorielle,  soit  sur  l’équation  (1). 
Ou  tire  de  là  : 

an  =  .(mod  a)n. 

Soient  enfin  trois  vecteurs  i,  ;,  k,  de  modules  unités  et  dirigés  suivant 
'système  d’axes  rectangulaires  dextrorsum.  On  a  : 


j  x  k  =  kxi  =  ixj  =  0, 

•  i—j  A  k,  j  =  k  A  i,  k  =  i/\j. 

**  .✓ 

631.  Relations  entre  les  produits  scalaires  et  les  produits 
vectoriels. 

1°.  —  Il  s’agit  de  démontrer  les  formules  : 

(a  A  b)  A  c  =  (c  x  a)x  b  —  ( cxb)xa ,  (1) 

a  A  (b  A  c)  =  (axc)x  b  —  ( axb)xc .*  (2) 

La  seconde  se  déduit  immédiatement  de  la  première  grâce  à  la  rela¬ 
tion  :  ' 

•  (a  A  *)  A  c  =  —  c  A  (a  A  b). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  la  première  (fig.  373). 

Remarquons  d’abord  que  le  vecteur  a  /\  b  est  normal  au  plan  des 
vecteurs  a  et  b  ;  le  vecteur  (a  A  h)  A  c  est  normal  au  vecteur  a  A  b;  il 
est  doue  dans  le  plan  des  deux  premiers  vecteurs.  Il  s’exprime  donc 
linéairement  en  fonction  de  ces  vecteurs;  ce  qu’exprime  la  formule  (1), 
puisque  e  x  a  est  un  nombre. 


2°.  —  Ceci  posé,  revenons  au  calcul  ordinaire. 


Soient  : 

x„ 

V,  z„ 

les  composantes 

de  a; 

X.,, 

Y  7 

1  2  >  > 

— 

b;  __ 

x„ 

Y  7 

— 

c; 

X, 

Y,  Z, 

— 

du  vecteur  cherché. 
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On  a  pour  les  composantes  de  (a  A  h)  • 

X'  =  \\Z2  —  ZJ2 ,  Y'  =  ZtX2  —  XtZ2 , 
on  a  pour  les  composantes  de  a  /\  b  /\c  : 

X  —  Y  Z3  —  Z  Y3 ,  Y  =  Z  X3  -  X  Z3 , 
d’où  aisément  : 


Z'  =  X,Y4 —  Y,X4; 
Z  =  XY3  -  Y'X3  ; 


X  =  XJX3X,  +  Y3YI  +  Z3Z,] 
Y  =  YS  [X3X,  +  Y3Y,  +  Z3Z,] 
Z  =  Z%  [X3Xt  -f-  YsYr+  Z3Z,] 


Xt  [X2X3  +  Y2Y3  +  Z2Z3] , 
■  X,  [X2x3  +  Y2Y3  +  Z.2Z31 , 
Z,  [X.2X3  +  YJ3  +  Z.2Z3], 


/ 

Fig.  B73. 


ce  qui  est  l’équivalent  de  l’équation  (1). 

Évidemment  cette  démonstration  n’est  pas  élégante  :  on  conviendra 
qu’elle  est  à  la  portée  des  moins  intelligents.  Nous  nous  garderons  comme 
du  feu  de  donner  la  démonstration  élégante. 


632.  Gradient. 

1°.  —  La  notion  de  gradient  se  comprend  immédiatement  grâce  à  la 
définition  de  la  Yorce  ou  de  la  vitesse  au  moyen  des  surfaces  équipoten- 
tielles  (M.  G.,  §  485,  présent  volume,  §  48).  Soit  u  un  nombre  fonction 
continue  du  point  P,  c’est-à-dire  soit  u  une  quantité  scalaire  (non  dirigée) 
ayant  en  tous  les  points  d’un  espace  des  valeurs  bien  déterminées  et 
variant  d’une  manière  continue.  Nous  pouvons  définir  des  surfaces 
equinombres ,  telles  que  le  nombre  u  y  possède  une  valeur  invariable. 
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Nous  appelons  gradient  au  point  P  le  vecteur  normal  à  la  surface  équi- 
nombre  qui  passe  par  le  point  P,  dirigé  conventionnellement  vers  les 
nombres  croissants,  et  dont  le  module  est  égal  à  la  limite  du  quotient  de 
la  variation  de  u,  par  le  module  du  déplacement  dP  suivant  la  normale 
à  la  surface  équinombre. 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  force  est  le  gradient  du  potentiel 
changé  de  signe  : 

F  =  —  grad  Y. 


Partant  de  là,  nous  avons  la  définition  générale  : 

du  =  (grad  u)  x  dP .  (1) 

Ce  qui  signifie  :  à  partir  du  point  P,  menons  un  vecteur  dP  de  direc¬ 
tion  quelconque  ;  la  projection  du  vecteur  grad  u  sur  ce  déplacement 
est  égale  à  la  variation  du  du  nombre  u.  Dans  le  cas  du  potentiel,  l’équa¬ 
tion  (1)  s’interprète  en  disant  :  le  travail  effectué  par  le  gradient  de  V 
pour  un  déplacement  quelconque  dP  est  égal  à  la  diminution  correspon¬ 
dante  —  d\  du  potentiel  V  ;  ce  qui  est  la  définition  même  du  potentiel. 

2°.  —  Par  exemple,  supposons  que  u  =  r  soit  la  distance  du  point 
variable  P  au  point  fixe  O.  Les  surfaces  équinombres  sont  des  sphères. 

11  est  clair  que  le  gradient  de  r  est  un  vecteur  dirigé  suivant  le 
rayon  OP  et  égal  à  1.  Nous  poserons  donc  : 


P  —  O  est  un  vecteur  de  module  r,  r  est  un  nombre;  le  module  du 
gradient  de  r  est  égal  à  1;  l’équation  (2)  exprime  que  ce  gradient  est 
dirigé  suivant  OP. 

3°.  —  En  coordonnées  cartésiennes  et  dans  le  calcul  ordinaire,  les 
composantes  du  gradient  sont  : 

bu  (Ht  bu 

bx  ’  by  ’  bz 

Soient  donc  i,  j,  k ,  les  trois  vecteurs  unités  dirigés  sur  trois  axes  rec¬ 
tangulaires;  nous 


rons  en  notation  vectorielle 


,  .  (Ht  .  .  bu  .  ,  (Ht 

grad«=i^ar+^+A-^r 


4°.  —  Soit  f  (u,  v ,  u')  une  fonction  des  quantités  u, 
fonctions  du  point  P.  On  a  : 


grad  f=i 


K 

bx 


bf 


+  k 


v 

bz  9 


v,  w,  elles-mêmes 


bf  _ _  bf  bu  ,  bf  bv 

bx  bu  bx  bv  bx'"’’ 

bf _  bf^  bu  i  bf  bv  . 

by  bu  by  bv  by  ' 

bf  _  bf  èu  bf  bv 

bz  bu  bz  ‘  bv  bz  ‘  “* 

Exercices  de  Math.  gén1**.  —  H.  Bouasse  et  É.  Turrière. 
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/  *  ■  V  •  * 

D’où  : 


grad  grad  u  +  ^  grad  v  =  . .. 


Le  symbole  grad  possède  donc  les  propriétés  du  symbole  différen¬ 
tiel. 

5°.  —  Corollaires. 

On  a  donc  : 

grad  (mu)  =  m  grad  w, 
grad  (u  -f-  v  -f-  . . .)  =  grad  u  -f  grad  v  -f-  . . . 

grad  uv  =  u  grad  v  -f  v  grad  u, 
f(u)  grad  u  =  grad  f  f(u)  du. 

6°.  —  Soit  u  une  fonction  scalaire  du  point  P,  et  une  surface  quel¬ 


conque.  Menons  en  un  point  P  de  cette  surface  un  vecteur  n  normal  à  la. 
surface  et  de  longueur  1. 

La  quantité  scalaire  : 

n  x/grad  u, 

est  par  définition  la  projection  du  vecteur  grad  u  pour  le  point  P,  sur 
la  normale  à  la  surface  au  point  P.  En  notations  ordinaires,  elle  a  pour 
expression  :  5m  :  5n.  C’est  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  numé¬ 
rique  u  par  rapport  à  une  variable  numérique  n  comptée  sur  la  normale 

à  la  surface. 

633.  Dérivées  des  vecteurs  par  rapport  à  une  variable  numé¬ 
rique. 

i°.  —  Soit  un  vecteur  u  défini  en  tous  les  points  du  plan  et  ces  points 
eux- mêmes  caractérisés  par  des  nombres.  Soient,  par  exemple,  deux 
points  voisins  P  et  P'  caractérisés  par  les  nombres  x  et  x  -f-  dx  (fig.  374). 
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Lesvaleurs  correspondantes  du  vecteur  sont  u  et  u  +  du  ;  le  vecteur 

( du  :  dx)dx  =  du, 

est  celui  qu’il  faut  ajouter  à  u  pour  avoir  u  -f  du. 

Si  le  module  de  u  est  constant,  du  est  normal  à  u;  du  est  nul  si  u  est 
constant. 

On  vérifiera  les  relations  : 


d  (u  x  v)  =  (u  +  du)  x  (y  +  dv)  =  u  x  dv  -f  v  x  du, 

d  (u  /\  v)  =  u  A  dv  -f  clu  /\  v  =  u  /\  dv  —  v  /\  du. 

2°.  —  Exprimons  en  notations  ordinaires  les,  composantes  du  vecteur 
du  :  bx,  en  prenant  dans  les  deux  cas  trois  axes  rectangulaires  pour 
droites  de  référence.. Quand  le  point  P  se  déplace  de  PP',  les  composantes 
X,  Y,  Z,  du  vecteur  iz  varient  ;  elles  deviennent  : 


v  ,  bX  ^  ,  bX  ,  ,  .DXj 

x  +  ~W  dx  +  dlJ  +  -jw  - dz  > 


dy 


v  .  b Y  ,  ,  ôY  ,  .  b  Y  , 

Y  +  ~dx  dx  ~dÿ  +  “XT  dz  > 


ôs 

ô] 

bz 


rj  ,  ùZ  j  ,  ÔZ  j  ,  bZ  7 
z  +  'ùFda:  +  'ô^  dy  +  ‘ô?rf:- 

e  " 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  les  composantes  suivant  Ox,  O  y,  O: 
du  vecteur 

ox  ox  '  ox  '  ox  ' 

...  ..  f 


du  . 

sont  : 

ox 

dX 

b  Y 

bZ  . 

dx  ? 

bx  ? 

bx  ’ 

du 

bX 

bY 

bZ 

dy 

vy  ’ 

dy  * 

dy’ 

du 

bX 

bY 

bZ 

dz 

dz  y 

bz  ’ 

bz  * 

Autrement  dit,  on  a  le  tableau  de  concordance  : 


du 

bX 

du 

bY 

du 

i  x 

dx 

dx  9 

j 

X 

dx 

bx  ’ 

k 

x 

dx 

du 

bX 

du 

bY 

k 

du 

f  x 

dy  ~ 

"  dy  9 

j 

X 

dy  " 

'  by  ’ 

X 

dy 

• 

du 

bX 

biz 

bY 

du 

1  x 

dz 

bz  ’ 

J 

X 

dz 

bz  ’ 

k 

X 

dz 

■ôZ  . 

dx  ’ 
dZ 

’ 

bZ 
bz  * 


3°.  —  Cherchons  ce  que  signifient  les  symboles  : 


•  A  à  U 

1  A  dx"’ 


i  A 


biz 

X 


*  A- 


bzz 


bz 


Nous  connaissons  les  composantes  des  dérivées  partielles  du  vecteur. 

Celle  qui  est  dirigée  suivant  Ox  n’intervient  pas  dans  le  premier  produit 

vectoriel;  celle  qui  est  dirigée  suivant  Oy  n’intervient  pas  dans  le 

second, i,  j,  k,  sont  des  vecteurs  unités;  enfin  le  sinus  de  l’angle 

% 
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que  font  entre  elles  deux  quelconques  des  droites  de  référence  est  égal 
à  1.  Conséquemment  la  formule  (1)  du  §  630  donne  le  tableau  : 


Composantes  suivant 

Ox  . 

O'J 

Oz, 

ÔZ 

ôY 

de  1 A  a* > 

6 

ôx 

ôæ  * 

.  .  ôii 

ôZ 

ôX 

lA 

*>y 

0 

ôy  ’ 

1  A  Ùll 

ôY 

ôX 

*A-âr, 

ôz 

ôz 

0. 

634.  Divergence  d’un  vecteur. 

i°.  —  Dans  le  calcul  ordinaire,  nous  appelons  divergence  d’un  vecteur 
de  composantes  X,  Y,  Z,  l’opération  : 


j  •  V  ÔX  .  ÔY  .  ÔZ 
div(X,Y,Z)  =  ^  +  1^  +  ^F. 


(1) 


En  vertu  des  relations  précédemment  démontrées,  nous  pouvons 
écrire  : 


.  ôu  ,  ,  ôu  .  ,  bu 

dlvu=J><  w +}><w+ 


(2) 


2°.  —  Si  le  vecteur  u  est  constant,  sa  divergence  est  nulle,  ce  qui  est 
évident. 

La  divergence  d’une  somme  géométrique  de  vecteurs  est  égale  à  la 
somme  des  divergences,  ce  qui  est  aussi  évident,  qu’on  parte  de  l’équa¬ 
tion  (1)  ou  de  l’équation  (2). 

Enfin  supposons  calculée  la  divergence  d’un  vecteur  u  déterminé  en 
tous  les  points  d’un  espace,  ensuite  la  divergence  du  même  vecteur  u 
multiplié  par  un  nombre  m  variable  dans  l’espace.  Ce  qui  change  d’une 
opération  à  l’autre  est  donc  le  ^nodule  du  vecteur  variable,  sa  direction 
en  chaque  point  demeurant  la  même  (bien  entendu,  variable  d’un  point 
à  l’autre).  i 

En  notations  ordinaires,  a  divergence  sera  : 


^(mX)+^(mY)  +  A(TOz)  = 


/ôX  .  ÔY  ,  ÔZ 
m  \  ôæ  ôy  ôz 


)+M 


5m  y  5m  ^  ^ m 


àx  *  -  *  ày 

D’où  la  relation  vectorielle  : 

div  (mu)  =  m  div  u  -f-  w  x  grad  m. 

ôm  ôm  5m 


ôz 


]• 


En  effet  : 


ôæ 


ày  9  ôz 


représentent  en  notation  ordinaire 


les  composantes  du  vecteur  gradm;  la  quantité  entre  crochets  est  le 
produit  scalaire  du  vecteur  grad  m  par  le  vecteur  dont  les  composantes 
sont  X,  Y,  Z,  c’est-à-dire  précisément  le  vecteur  u. 
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635.  Curl  d’un  vecteur. 

i°.  — En  notations  ordinaires,  nous  appelons  curl  du  vecteur  X,  Y,  Z 
(M.  G.,  §  485)  je  vecteur  de  composantes  : 


.  ÔZ 
ç  = 


ÔY 
ôz  ’ 


ày  ôz  ’  71  ôz 

En  vertu  du  3°  du  §  633,  nous  avons  en  notations  vectorielles 

,  .  ôu  .  .  A  ôu  ,  ,  A  ôu 

curl  u  =  1  A  irr-  +  J  A  ^  +  k  A 


ÔX 


ÔZ 
ôx  ’ 


ôY  ÔX 
*  ôx  ôf/ 


CD 


(2) 


(3) 


ôx  1  J  ' N  ày  1  “  '  '  ôz 

2°.  —  Démontrons  la  formule  : 

curl  mu  =  m  curl  u  -f-  grad  m  A  u- 

Partons  des  notations  ordinaires. 

On  a  pour  composantes  du  curl  cherché  : 

?  /  ôZ  ÔY  \  ,  /„  ôm  ,T  ôm  \ 

et  deux  formules  analogues.  Nous  retrouvons  évidemment  les  deux 
termes  du  second  membre  de  la  formule  (3),  puisque  : 

ôm  ôm  ôm 

"ôz  ’ 


ôx  ’ 


sont  les  composantes  du  gradient  de  m. 

3°.  —  Démontrons  la  formule  : 

div  (u  /\v)  =  vx  curl  u —  uxcurlv.  -  (4) 

■  «■-  i 

Revenons  aux  notations  habituelles.  Soient  X1?  Y4,  Zt  ;  X.2,  Y2,  Z, , 
les  composantes  des  vecteurs  u  et  v;  soient  X,  Y,  Z,  les  composantes  de 
leur  produit  vectoriel.  On  a  (§  629)  : 

X  =  Y,Z.2  -  ZJ2 ,  Y  =  Z,X2  —  XtZ2 ,  Z  =  XtY2  —  YjX2. 

La  divergence  de  ce  vecteur  est  : 

il + il + Ih  il  [Y-Z^  -  z^i  +  -èr  lz'x>  ~  x>z*]  +  - 


Ô«/  1  ÔZ  ÔX  ^l‘2J  I  ÿy 

Soient  \iy  *1^,  Ç4;  £2j  yj2,  Ç2;  les  composantes  de  curl  u  et  de  curl  v. 
On  a  : 


_  ÔZ,  ôYt 

Dy 


«t—  ôz  » 


_  ax,  ?>z, 

711  ÔZ  ÔX  ’ 


r 

ÔX 


ôXt 

*» 


v  x  curl  u  =  X2  ^ 
u  x  curl  r=X 


ÔZ1 

ôz 

(N 

;>< 

+ 

1 

fôX, 
s,  ôz 

_  ôZf> 

ÔX  J 

)  +  z,  ( 

^ôYb 
^  ôx 

ôX, 

à» 

.ÔZ, 

-  + Y*  < 

f  ôX2 

ôZ2  > 

I  +  Zi  ( 

'  ÔY, 

ÔX2 

,  07/ 

^  ôz 

ôx  / 

v  ôx 

Il  suffit  de  remplacer  dans  (4)  les  quantités  par  leurs  valeurs  pour 
vérifier  cette  formule  (4). 

4°.  —  On  a  évidemment  : 

div  curl  u  =  0. 


f  » 
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Cela  revient  à  écrire  : 


d*  i  ^  ■_  _  o 

dx  +  ôy  +  dz  ~U’ 

ce  qui  est  évident.  Autrement  dit,  le  flux  du  vecteur  jj,  vj,  l,  est  conser¬ 
vatif. 

5°.  —  On  a  :  curl  grad  m  =  0. 

En  effet,  les  composantes  de  gradm  sont  : 

dm  dm  dm 


dx  ’  ùy  } 

Les  composantes  du  curl  sont  : 


dz  ’ 


d  dm 


d  dm 


=  0,  7!  =  0,  Ç  =  0. 


d) 


d  y  dz  dz  ôt/ 

✓ 

6°.  —  En  notations  ordinaires,  on  a  : 

i 

,  d hn  .  d 2m  ,  d*m  . 
div  grad  m  = ^  =  Am. 

7°.  —  Cherchons  enfin  ce  que  représente  le  symbole  : 

grad  div  u  —  curl  curl  u. 

Soient  X,  Y,  Z,  les  composantes  du  vecteur  u  ;  appelons  : 

X',  Y',  Z',  les  composantes  de  grad  .  div  u; 

X",  Y",  Z”,  —  curl .  curl  u. 

On  a  immédiatement  en  notations  ordinaires  : 

-  /  < 

X'  =  -A- div  (X,  Y,  Z),  Y'=Adiv(X,Y,Z),  Z’ =  A  div  (X,  Y,  Z)  ; 


X"  = 


dz 


d2Y 


d2X 


d2X 


dxdi/  dy2  dz2  dxdz  dx 
et  des  formules  symétriques  pour  Y"  et  Z".  D'où  enfin  : 

d2Y  d2\  d2X 

x#—x"==ax =44 +  44-4-4-.-, 

dx-  1  d y2  dz*  7 

v  *  y"  A  Y  -  ^ Y  I  I  *Y 

Z  Z  —  AZ—  Ôx2-+"d^  +  'd^“‘ 

Telles  sont  les  composantes  de  la  quantité  (1)  suivant  trois  axes  rec¬ 
tangulaires. 

L’opération  (1)  a  pour  expression  vectorielle  : 

d2u  d2iz  d  hi 

dxa  ày2  +  dz2  * 


d2Z 


div  (X,  Y,  Z)  —  AX, 


/ 
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636.  Théorèmes  élémentaires  du  calcul  intégral. 


1°.  —  En  notations  ordinaires,  nous  avons  immédiatement  : 


a,  p,  y,  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  dirigée  vers  l’extérieur, 


pour  l’élément  de  surface  dS. 

Exprimons  en  notations  vectorielles.  Introduisons  le  vecteur  unité  n 
dirigé  suivant  la  normale  à  la  surface.  Soit  dm  l'élément  de  volume. 

11  vient  : 


+  k 


[ia  +  +  ky)  dS. 


2°.  —  Soit  un  vecteur  de  composantes  X,  Y,  Z,  définies  dans  tout  un 
espace  ;  on  a  : 


div  (X,  Y,  Z)  do)  = J  I  (Xa  + Yp  +  Zy)dS, 
ce  qui  devient  en  notations  vectorielles  : 

/ 

div  u  .  dw  =  /  nxu  .  d  S. 


3°.  —  Enfin  soient  ;,  tj,  Ç,  les  composantes  de  curl  (X,  Y,  Z).  On  a  : 

fj  j  Wo=  fjj  l ‘(^—ÿ)dxdydz=  JJ  (Zp-  Ya)dS, 

‘  I 

et  deux  formules  analogues.  Elles  s’écrivent  en  notations  vectorielles  : 

curl  u  .  dto  =  jj  n  /\  u  .  dS. 

637.  Théorèmes  de  Green  (M.  G.,  §  488). 
i°.  En  intégrant  par  parties,  on  démontre  très  aisément  la  formule  : 


ép  6p  Oq  dp  Oq  /  0*q  Q*q\ 

Ox  Ox  ‘  Oy  Oy  ‘  0 z.  Oz  \  Ox'1  ‘  Oy*  '  Oz*  J 


dw  = 


p  p-dS. 
1  On 


La  dérivée  partielle  àq  :  On  est  effectuée  suivant  la  normale  à  la 
surface  d’intégration  ;  p  et  q  sont  des  fonctions  scalaires  de  x,  y,  z. 
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En  vertu  du  6°  du  §G3G,  on  trouve  en  notations  vectorielles  : 

jll  (grad  p  x  grad  q  -f  p  div  grad  q )  dw  == JJ pn  x  grad  q  .  dS. 

5°.  —  De  même,  en  intégrant  par  parties,  ou  en  utilisant  le  résultat 
qui  précède,  on  trouve  : 


/•»  /■» 


(p\q  -  ql p)d«  =J IJ  (p  «1  -  q*jL)  dS. 

Cela  devient  en  notations  vectorielles  : 

J  J  I*  (jp  div  grad  q  —  q  div  grad  p)  dw  =  Jj  (p  grad  q  —  q  grad  p)  x  udS. 
638.  Théorème  de  Stokes. 

Soit  X,  Y,  Z,  un  vecteur;  soient  vj,  Ç,  les  composantes  de  son  curl. 

Le  théorème  de  Stockes  (M.  G.,  §  490)  a  pour  énoncé  : 

jj  ('o<  +  -r|P  +  ÇT)dS=  J (Xdx  +  Ydy  +  Zdz); 

l’intégrale  simple  est  effectuée  le  long  d’un  contour  fermé;  l’intégrale 
double  est  effectuée  sur  une  surface  limitée  à  ce  contour. 

En  notations  vectorielles,  l’opération  devient  : 


JL  x  curl  u  .  dS  ==  I* uxdP 


n  est  un  vecteur  unité  mené  normalement  aux  divers  points  de  la  sur¬ 
face  ;  P  est  un  point  quelconque  du  contour  ;  uxdP  est  le  produit  sca¬ 
laire  des  vecteurs  u  et  dp. 


y 


v 
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76,  77,  376,  377  ;  —  de  deux  droites,  77, 
316,  324,  287;  —  d’une  droite  avec  les 
axes ,  76  ;  —  de  deux  plans ,  320  ;  — 
solide ,  74,  75. 

Anguinea,  203. 

Anguleux  (Point),  22. 


Anharmonique  (Rapport),  354. 

Annuités,  246. 

Anomalies,  108,  109. 

Antihyperbolisme ,  205,  207,  209. 

Antipodaire,  304 

Apollonius  (Théorèmes  d’).,  111,  122. 

Appareils  :  de  Hart,  123;  —  de  Peaucel- 
lier,  189. 

Approximations  successives,  261  ,  611  et 

sq. 

Arcs  (Rectification  des),  181-184,  587;  — 
de  courbes  tracées  sur  une  surface,  374  ; 
—  en  progression  arithmétique,  233,  546. 

Archimède  (Règle  des  mélanges  d’),  26;  — 
(Spirale  d’),  81. 

Arêtes,  395. 

Arrangements,  597. 

Arrêt  (Point  d’ ),  96. 

Ascension  droite,  529. 

Associativité,  626. 

Astroïde ,  102,  131. 

Asymptote  (courbe),  36,  62;  —  (droite), 
35,  203,  6,  16,  25. 

Atriphthaloïde ,  412. 

Attraction  en  raison  inverse  du  cube  de 
la  distance ,  503. 

Aviateur  dans  un  vent  régulier,  504. 

Axe  :  d’homologie,  358;  —  neutre,  163;  — 
radical,  88 ;  —  de  symétrie,  31-35,  107, 
108,  124. 

Azimut,  530. 

B 

Babinet  (Méthode  de),  384. 

Balustres  rampants,  379. 

Battements,  54. 
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Bernoulli  (Lemniscate  de),  390,  190,274, 
275,  409,  508;  (Théorème  de),  609,  615. 
Biais  passé,  447. 

Bicorne ,  222. 

Bielle -manivelle ,  141,  269. 

Bifolium,  402. 

Binôme  (Formule  du),  12,  258. 

Binormale ,  402. 

Boules  dans  une  urne,  610. 

Boys  (Intégraphe  de),  170. 

C 

Calcul  :  au  trait,  519,  9  ;  —  approché  de  u, 
585;  —  d’approximation,  576  à  592;  — 
fonctionnel,  505;  —  d’ordonnées  inter¬ 
médiaires,  545;  —  des  probabilités,  601 
et  sq  ;  —  vectoriel ,  625  et  sq. 

Campyle  ,  81 ,  312. 

Canaux  (Surfaces),  398. 

Cardan  (Joint  de),  514. 

Cardioïde,  186.  506. 

Cartes  :  d’état-major ,  425  ;  —  de  géogra¬ 
phie,  384,  423;  —  marines,  388;  — 
plates,  423. 

Cassini  (Ovales  de),  430,  431,  441. 
Caténoïde,  478,  479  bis. 

Caustiques,  137,  435,  470. 

Centre  :  de  courbure,  91,  405,  257,  258;  — 

—  de  gravité,  26  ;  —  instantané  de  rota¬ 
tion,  139,  143;  —  d’homothétie,  139;  — 
des  moyennes  distances,  5  ;  —  de  simili¬ 
tude,  139,  146,  147  ;  —  de  symétrie,  32, 
103,108  ,  335. 

Cercle ,  83  à  90  ;  —  à  calcul ,  202 ,  523  ;  — 
des  inflexions,  259,  260;  —  des  neuf 
points,  145  ;  —  des  rebroussements,  259  ; 

—  osculateur,  91,  402. 

Chaînette,  216,  468,  306,  385  à  394;  — 
d’égale  résistance,  238,  379,  266,  394, 
451 . 

Changement  :  d’axes,  78,  105,  317,  318, 
148;  —  de  la  variable  indépendante,  20. 

Circulation  des  vecteurs ,  480  à  484. 
Cisaille,  478. 

Cissoïde,  237,  285,  308,  315,  322,  323,  332, 
398,  402,  459. 

Classe  d’une  courbe  algébrique,  12. 
Classification,  514. 

Cochléoïde,  382,  476. 

Coefficients  indéterminés  (Méthode  des), 
295  567 

Coin  cône'de  Wallis,  438,  524. 
Combinaisons,  598,  599,  600. 
Commutativité ,  626. 

Compas  :  Cissoïdal,  190,  322  ;  —  (Géométrie 

du)  127  à  134. 

Complexes  de  droites,  428. 

Concavité,  93. 

Conchoïdes,  144,  52,  283,  309,  312,  459; 

—  de  Sluse,  308,  314. 

Conductibilité  calorifique  ou  électrique, 

500  à  507. 


Cônes,  336,  420  à  427;  —  asymptotiques, 
336;  —  directeurs,  417;  —  d’éboulis, 
413;  —  sphériques,  472,  479. 
Congruences  :  de  droites,  428  ,  435;  —  de 
normales,  456. 

Coniques,  103  à  106,  177  ;  —  homofocales 
240,  45;  —  sphériques,  513. 

Conoïdes,  436  à  445,  520. 

Construction  des  courbes,  53  à  97,  211. 
Contacts,  33. 

Continuité  des  fonctions,  2. 
Contreparallélogramme ,  303. 

Convergence  des  séries  infinies,  245  à  253. 
Convexité ,  93. 

Coordonnées  :  biangulaires ,  434  à  436;  — 
bipolaires,  422,  423;  —  elliptiques,  345; 

—  généralisées,  45,  46,  47;  —  multian- 
gulaires,  434  à  436;  —  multipolaires, 
422,  423;  —  paramétriques,  20,  6;  — 

—  polaires,  80,  109,  118,  148,  19;  — 
ordinaires,  2,  2,  50  ;  —  tangentielles,  446  ; 

—  trilinéaires ,  98,  109. 

Cordes  vibrantes  (Équation  des),  497. 
Coriolis  (Intégraphe  de),  474. 

Cornu  (Spirale  de),  180,  476. 
Correspondances,  346  à  440. 

Cosécante,  61. 

Cosinus,  47,  156,  555;  —  directeurs,  323; 

—  hyperboliques,  217,  555;  —  intégral, 

333. 

Cosinusoïde,  47. 

Cotangente ,  57. 

Courbes  :  anallagmatiques ,  181,  182;  — 
Cappa,  218,  332,  357;  —  conchoïdales , 
308  et  sq.,  328;  —  cissoïdales,  308  et  sq., 
327,  328,  330  ;  —  à  double  courbure,  402  ; 

—  enveloppes,  129;  —  équipotentielles , 
438,  439,  441;  —  équitangentielles ,  393  ; 

—  connodales ,  517  ;  —  gauches ,  402  ;  — 
isoclines,  279;  —  isoptiques,  307;  — 
homothétiques  et  semblables,  135  ;  —  en 
cloche,  205;  618;  —  de  Lamé,  63,  197, 
384;  —  magnétiques  à  la  surface  de  la 
Terre,  536  ;  —  orthogonales,  385,  386  ;  — 
orthoptiques,  305,  307  ;  —  parallèles,  95, 
258;  —  particulières  algébriques,  55,  1, 
57;  —  particulières  transcendantes,  45, 
47,  97,  205,  1,  351  et  sq.,  360  à  371  ;  — 

—  de  poursuite,  475;  —  presque  rec¬ 
tilignes,  98;  —  de  probabilité,  618, 
619;  —  radiales,  451  ;  —  rampantes,  89; 

—  roulantes,  135;  —  de  Rolle,  207,  329  ; 

—  spinodales,  517;  —  unicursales  et 
pseudo-unicursales,  6,  17  ;  —  de  Viviani, 
507. 

Courbure,  91,  402  ,  453  à  464,  478;  — 
(Lignes  de),  457;  —  (seconde),  406. 
Covariants,  331. 

Cruciforme,  194,  197,  294,  454. 

Cubiques  :  d’Agnesi,  204,  461,  506;  — 
ayant  trois  asymptotes,  57  ;  —  circulaire, 
453  ;  —  hyperboliques ,  53 ,  195 ,  366  ;  — 
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mixte ,  267,  328  ;  —  simples  ,  53  ;  —  uni- 
cursale,  397;  —  de  Van  der  Waals,  79. 
Curvimetre,  182. 

Curl ,  635. 

Cycloïdes,  100  et  sq. ,  162,  410. 

Cylindres,  337,  418;  —  indéfini  dans  un 
milieu  animé  d’un  mouvement  rectiligne 
uniforme,  247. 

D 

Débit  à  travers  une  surface,  481 .  Voir  Flux. 
Décalage ,  51. 

Déclinaison,  529. 

Décomposition  :  des  fractions  rationnelles 
en  fractions  simples,  208  à  210,  85,  557  ; 

—  d’un  polynorne  en  facteurs,  40;  —  en 
produits,  552  à  556. 

Déformation  :  d’un  quadrilatère,  254;  — 
d’une  surface,  379. 

Degré  d’une  courbe  algébrique,  9. 
Déplacement  :  d’une  équerre  rectangle, 
283  ;  —  d’une  figure  invariable,  138  à  146, 
249  à  267,  270,  276  ;  —  d’un  plan  mobile, 
268  à  287. 

Dérangements  ou  inversions,  594. 
Dérivation  :  graphique,  19;  —,  sous  le 

signe  /,  498. 

Dérivées,  6,  7,  8,  43,  152,  153,  235  ;  —  des 
différents  ordres,  17,  21  ;  —  de  fonctions 
particulières,  51,  56,  59,  60,  197  ;  —  par¬ 
tielles,  9,  21,  416:  —  des  vecteurs,  633. 
Descartes  (Folium  de),  35,  58,  318;  — 
(Ovales  de),  426  à  428. 

Déterminants,  595. 

Développables  (Surfaces),  415. 
Développantes,  95,  99,  179,  329,  427,  243, 
185,  266. 

Développées,  95  96,  97, 116,  123,  128,  329, 
18. 

Développements  :  après  dérivation,  571  à 
573  ;  —  en  séries ,  226 ,  254  à  272 ,  557  à 
592  ;  —  en  série  au  moyen  de  la  fonction 
Gamma ,  314. 

Développement  :  du  cône  ,  422,  509,  510; 

—  du  cylindre,  419,  506,  507. 
Développoïdes ,  450,  470. 

Déviation  par  un  prisme ,  40. 

Diamètres  :  conjugués,  110,  120,  342;  — 

des  cordes  parallèles,  33,  34,  35. 
Différences  :  premières,  secondes,  17;  — 
finies,  537 ,  551. 

Différentielle,  6,  13,  14  ;  —  exacte,  281  ;  — 
du  sinus  et  du  cosinus,  51  ;  —  de  la  tan¬ 
gente  et  de  la  cotangente ,  59  ;  —  d’un 
secteur,  174. 

Dioclés  (Cissoïde  de),  285,308,  315,  322. 
Dioptre,  427. 

Dinostrate  (Quadratrice  de),  349,  382. 
Directrice ,  127. 

Discontinuité  des  dérivées,  22,  230. 


Distance  :  de  deux  points,  316;  —  de  deur 
points  situés  à  la  surface  de  la  Terre, 
526;  —  d’un  point  à  une  droite,  29,  325;. 

—  d’un  point  à  un  plan,  321;  plus 
courte  —  de  deux  droites,  327. 

Divergence  :  des  séries,  245;  —  d’un  vec¬ 
teur,  634. 

Division  harmonique,  86  ,  354,  169. 
Droites,  23  ,  26  ,  323  ,  428;  —  isogonales, 
100,  423;  —  normales,  24,  50;  —  (Inter¬ 
section  de  deux),  25,  26;  —  de  Simson ,. 

143. 

E 

Écliptique,  529. 

Ellipse,  103  à  116,  133,  150,  161,  176,  213; 

—  (Rectification  de  1’),  183;  —  sphérique, 
513;  —  de  Steiner,  156. 

Ellipsographe ,  108,  140,  126,  268. 
Ellipsoïde,  336,  339,  460. 

Énergie  cinétique  pour  un  fluide,  489. 
Engrenages  de  la  Hire,  102,  140 
Enroulement  d’une  corde  sur  une  toupie, 
509. 

Entropie,  282. 

Enveloppes  et  Enveloppées,  129  à  137, 
p  397 ,  447. 

Épicycles,  252. 

Épicycloïdes ,  102,  262,  266,  291,  292. 

Épis ,  293 ,  294. 

Équations  :  Propriétés  des  —  algébriques, 
40  à  43;  Résolution  des  —  algébriques, 
39  ;  —  binômes,  227,  229,  552  ;  —  carac¬ 
téristique,  283  ;  —  du  2e  degré,  228,  261  ; 

—  du  3e  degré,  226,  371,  90,  :•  5. 193  ;  —  dif¬ 
férentielles,  157, 273  à  289, 500, 501  ;  —  dif¬ 
férentielles  simultanées,  297;  —  d’une 
courbe,  243;  —  d’une  droite,  242,  323, 
26;  —  de  la  normale,  30,  26;  —  de  la 
tangente,  30,  26;  —  d'une  conique  en 
coordonnées  trilinéaires ,  109;  —  intrin¬ 
sèque,  178,  265;—  linéaires,  23,  28:  — 
naturelle,  178;  —  aux  dérivées  partielles, 
493  à  499,  499,  502  ;  —  aux  dérivées  par¬ 
tielles  des  surfaces  développables,  416; 

—  transcendantes,  62,  64,  66;  —  du 
temps,  529;  —  de  Bernoulli,  277;  —  de 
Clairault,  279;  —  de  Képler,  340  à  344; 

—  de  Laplace ,  485;  —  de  Pfafî,  501;  — 
de  Riccati,  296,  495,  496. 

Erreurs  expérimentales  :  —  accidentelles, 
616  à  620;  —  systématiques,  616  à  620;  — 
movenne ,  617,  619,  621;  —  probable, 
619,  620,  621. 

Espérance  mathématique,  604. 

État  :  permanent ,  501 ,  503  ;  —  variable , 
502,  507. 

Étude  d’une  courbe  au  voisinage  d’un 
point  multiple ,  15. 

Excentriques,  81,  251. 

Exercices,  511,  518. 
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Existence  d’une  dérivée,  235. 
Exponentielle,  193;  —  intégrale,  363. 
Extracteur  binôme  quadratique,  191. 
Extraction  des  racines,  131. 
Extrapolation,  5. 

F 

Facteur  intégrant,  282. 

Faisceau  :  de  cercles,  89  ;  —  de  coniques, 
235;  —  de  courbes  orthogonales,  238  à 
241,  44  à  53,  65  ;  —  d'hyperboles,  234  ;  — 
de  paraboles,  231  ;  —  de  logarithmiques, 
232  ;  —  de  stropboïdes ,  326  ;  —  de  sur¬ 
laces  orthogonales,  44  à  52. 

Fausse  position,  26. 

Fermât  (Principe  de),  427. 

Figures  symétriques,  149  à  153. 

Flaihsteed  (Méthode  de),  384. 

Flux,  481,  482. 

Focales  de  Sturm,  471. 

Folium  :  de  Descartes,  35,  58,  318;  —  para¬ 
bolique  ,  331 ,  414. 

Fonctions  (Notion  de),  1;  —  circulaires, 
44  à  66,  79,  232,  257  ;  —  composées,  11  ; 

—  conjuguées,  236;  —  continues  et  dis¬ 
continues,  1,  2,  22;  —  délinies  par  leur 
dérivée,  153;  —  délinies  par  une  inté¬ 
grale  délinie,  301  à  304;  —  elliptiques, 
79,  183;  —  entières,  36  ;  —  exponentielle, 
193  à  207,  230,  256;  —  Gamma,  311  ;  — ' 
homogènes,  15,  484;  —  hyperboliques, 
212,  215;  —  inverses,  56,  60;  —  linéaire, 
23  ;  —  logarithmique,  190  à  207,  231,  256  ; 

—  particulières,  31,  32,  36,  45,  47,  56,  57, 
61,  62,  65;  —  périodiques,  44,  45,  47,  57, 
160;  —  primitives,  153;  —  uniformes  et 
multiformes,  56. 

Formes,  330;  —  indéterminées,  16;  —  de 
première  espèce,  628. 

Formules  :  d’approximation,  260,  611  etsq.  ; 

—  d’addition  et  de  soustraction  des  arcs, 
48;  —  de  division  des  arcs,  50;  —  du 
binôme,  12,  258;  —  des  deux  niveaux, 
520  ;  —  des  troix  niveaux ,  521  ;  —  de 
Moivre,  225;  —  de  Mac  Laurin,  255, 
544;  —  de  Poncelet ,' 165  ;  —  dq  Savary, 
258;  —  de  Simpson,  166,  521;  —  de 
Taylor,  254,  255,  544  ;  —  de  Wallis,  556  ; 

—  de  Stirling,  613. 

Fourrier  (Série  de),  265  à  272,  345. 
Foyers,  108,  109,  177  ;  —  de  droites,  347. 
Fractions  continues,  591,  592. 

Fresnel  (Intégrales  de),  171,  172,  173,  180; 

(Règle  de)  53. 

Fuseau,  74. 

G 

Gamma  (fonction),  311  à  314. 

Gauss  (Théorème  de),  478;  —  (Loi  de),  619, 
620. 

Générations  de  surfaces,  442  à  445,  449. 
Gérono  (Lemniscate  de),  92,  205,  402,  508. 


Gouttières,  396. 

Gradient,  632. 

Graphique  de  Zeuner,  119. 

Green  (Théorème  de),  488,  637. 

Guillochage,  292. 

Guldin  (Théorème  de),  380,  382. 

H 

Harmonique  (Rapport),  354. 

Hart  (Appareil  de)  123;  (Inverseur  do  > 

177. 

Hélice,  409  à  413  ,  420  ,  426  ,  440  ,  452;  — 
conique,  510. 

Héliccïdes,  412  à  414,  439,  452,  479  bis. 

Heptagone  régulier,  590. 

Hodographe  sphérique,  408. 

Homographie,  346 ,  356,  366. 

Homologie,  356,  358,  157  à  163. 

Homothétie,  364,  135  et  sq. 

Hondt  (Système  d’ ) ,  27. 

Horizon  rétinien,  516. 

Horoptére,  506. 

Huit,  201. 

Hyperboles,  30,  35,  244,  85,  213;  —  ordi¬ 
naire,  103,  117  à  123,  132,  86;  -  sphé¬ 
rique,  513;  —  (Rectification  de  1’),  184. 

Hyperbolisme ,  202,  209. 

Hyperboliques  (Fonctions),  212. 

Hyperboloïdes,  336,  448,  462. 

Hypocycloïdes,  102,  131,  291,  292,  64. 

I 

Indicatrice,  408,  453. 

Inégalité  des  jours  et  des  nuits,  531. 

Inertie,  164. 

Infiniment  petits,  10. 

Inflexions,  18,  93,  153. 

Intégrales  :  définies  et  indéfinies,  300  à 
310;  —  elliptiques,  183  à  189;  —  eulé- 
riennes,  311;  —  de  Fresnel,  171  à  173, 
180,  309;  —  multiples,  305  à  310;  — 
singulières,  278;  —  usuelles,  219;  —  le 
long  d’un  contour,  280. 

Intégraphe  :  de  Boys,  170;  —  de  Coriolis, 
474. 

Intégration,  151  à  170,  306;  —  des  équa¬ 
tions  différentielles,  274  ;  —  des  fonctions 
rationnelles,  208;  —  des  fonctions  irra¬ 
tionnelles,  211  ;  —  graphique,  279  ;  —  par 
parties,  158  ;  —  par  les  séries,  290  à  296, 
505,  363;  —  des  fractions  rationnelles, 
563. 

Intérêt  simple  et  intérêt  composé ,  246. 

Interpolation,  38. 

Intersections  :  de  droites,  25,  26;  —  d’une 
courbe  et  d’une  droite,  37  ,  38;  —  de 
deux  faisceaux  homographiques,  165  ;  — 
d’une  sphère  et  d’un  cône  de  révolution, 

511. 

Interversion  :  des  dérivations,  154;  — 
des  limites  d’une  intégrale,  154. 
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Invariants,  105  ,  330  ,  332. 

Inverse  :  de  la  développante  de  cercle, 
185;  —  de  l’ellipse,  184. 

Inverseur  :  de  Hart,  177;  —  de  Peaucellier, 
178,  190,  322. 

Inversion,  237,  238,  391,  175  à  194  ;  —  car¬ 
tésienne  ,  194  à  198. 

Involution,  352,  168. 

Isoclines,  279. 

Isothermes,  385. 

/ 

J 

Jaugeage  des  tonneaux,  522. 

Jeu  de  passe  dix,  602. 

Joint  de  Cardan,  515. 

K 

Kempe  (Réserveur  de),  125. 

Kepler  (Équation  de),  340  à  344. 

I  '  L 

La  Hire  (Engrenage  de),  102. 

Lambert  (Méthode  de),  384. 

Lamé  (Courbes  de),  63. 

Laplace  (Équation  de),  485. 

Latitude  géographique,  532. 

Legendre  (Transformation  de),  473. 
Lemniscate,  237,  92,  205  ;  r-  de  Bernoulli, 
239,  399,  178, 188, 190,  274,  275,  296,  430; 

—  de  Gérono ,  92,  205,  507,  508,  402. 
Lieux  de  points,  90. 

Lignes  :  asymptotiques,  462,  466  ;  —  de  cou¬ 
rant,  480  ;  —  de  courbure,  457,  458,  466  ; 

—  de  faîte,  395;  —  géodésiques,  474  à 
476  ;  —  de  force,  44,  48,  437  ;  —  d’ombre, 
519;  —  isothermes,  385,  386;  —  d’égale 
pente,  393;  —  de  plus  grande  pente, 
394;  —  de  striction,  430,  444. 

Limaçon  de  Pascal,  144,  301,  311,  429, 
519. 

Limites,  4,  127  ;  —  d’une  intégrale,  151. 
Lissajous  (Courbes  de),  55,  92,  97. 

Listing  (Problème  de),  516. 

Lituus ,  380. 

Logarithmes,  190  et  sq.,  198  et  sq.  ;  — 

—  d’addition  et  de  soustraction,  200;  — 
intégral,  294,  362,  363. 

Logarithmiques,  306. 

Loi  :  des  Aires,  175;  —  de  Gauss,  sur  les 
erreurs ,  619,  620. 

Longitude  géographique,  534,  535. 
Loxodromies,  389,  426. 

M 

Machine  :  à  calcul ,  524  ;  —  à  calculer  le 
potentiel,  de  Amsler,  440. 

Mac  Laurin  (Formule  de),  255  ,  290  ,  544; 

—  (Transformation  de),  399;  —  (Trisec- 
trice  de),  317,  398. 

Mathématiques  (But  des),  3. 

Maximum,  8,  18,  153,  29,  31. 


Ménélaüs  (Théorème  de),  355,  106. 

Mercator  (Cartes  de),  388. 

Mesures  de  capacité,  32. 

Méthodes  :  classiques,  511;  —  des  coeffi¬ 
cients  indéterminés,  295;  —  de  décou¬ 
verte,  512;  —  générales,  513;  —  générale 
pour  construire  les  normales,  44  à  52  ;  — 
des  moindres  cjrrés,  263,  425. 

Meusnier  (Théorème  de),  454. 

Midi  vrai  d’un  lieu,  533. 

Minimum,  18,  153,  474,  29,  31. 

Mirage,  130. 

Miroir  tournant,  301. 

Mobile  se  déplaçant  sur  une  ellipse,  114. 

Module  de  précision  ou  de  convergence, 
619. 

Moivre  (Formule  de),  225. 

Moment,  326;  -  d’inertie,  164,  169  ,  307, 
210;  -  statique,  163,  169,  307,  208. 

Moulures  (Surfaces),  400. 

Mouvement  :  elliptique  des  planètes,  177, 
251;  -  des  projectiles,  130;  —  du  Soleil 
sur  l’écliptique,  529;  —  du  Soleil  dans 
l’astronomie  des  anciens,  251  ;  —  épicy- 
cloïdal ,  261. 

Moyennes  :  distances  géométriques,  443, 
445;  —  et  extrême  raison,  134,  344;  — 
proportionnelle,  41,  134. 

N 

Newton  (Méthode  d’interpolation  de),  38; 
—  (Transformation  de),  199;  —  (Théo¬ 
rème  de),  5;  — (Trident  de),  400. 

Nicoméde  (conchoïde  de),  283,  309,  312,  459. 

Nodoïdes,  469. 

Nœuds ,  358. 

Nombre,  612. 

Nombres  polygonaux,  547. 

Normale  :  à  une  courbe,  30,  125;  —  au 
plan,  319,  324;  —  à  une  surface,  375;  — 
principale,  404. 

Normalies,  456  ,  465. 

O 

Ocagne  (d’).  Voir  Abaques. 

Ombilics,  453,  460.  „ 

Ombres  portées,  401,  518. 

Onduloïdes,  467. 

Opérateur  (Notion  d’),  Opération,  220. 

Optique  (Équations  de  1’),  508  ,  509. 

Ordonnée,  2;  —  moyenne,  155,  588. 

Ordre  d’une  courbe  algébrique,  18. 

Orthogonalité  :  de  deux  droites,  24;  —  des 
courbes  sur  une  surface,  385  ,  386. 

Ovales ,  399  ;  —  de  Bernoulli ,  399  ;  —  de 

Cassini,  430  ,  431,  441. 

|  c 

P 

Pantographe,  136,  190;  de  Scheiner,  244, 
136  ;  —  de  Sylvestre,  137. 
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Paraboles,  30  à  32,  159,244;  >—  ordinaire, 
103,  124  à  128;  —  cubique,  53;  —  diver¬ 
gentes,  54,  170;  —  semi-cubique,  53. 

Paraboloïdes ,  337,  441,  460. 

Parallaxe,  528. 

Parallèles,  (Courbes),  95. 

Parallélogramme  de  Watt,  142. 

Paramétré  :  d’une  conique,  424;  —  de 
distribution,  432. 

Paris,  604. 

Partage  proportionnel,  26. 

Pascal  (Limaçon  de),  144,  301.  311,  429,519. 

Peaucellier  (Appareil  dé),  189;  — (Com¬ 
pas  cissoïdal  de),  322;  —  (Inverseur  de), 
178,  190;  —  (Protracteur  de),  311. 

Pente,  7,  22,  23,  51,  7(5,  94,  155;  —  (Lignes 
d’égale),  393  ;  —  (Lignes  de  plus  grande), 
394. 

Permutations  linéaires  et  circulaires,  593, 
596. 

Perspective,'  360,  423. 

Pfaff  (Équation  de),  501. 

Phase ,  52. 

Piles  de  boulets,  549. 

Pinceaux  de  normales,  470  à  473. 

Plans,  319;  —  conjugués,  342;  —  diamé¬ 
traux,  341;  —  normal  à  une  courbe, 
403;  —  oscillateur,  404;  —  polaire,  343; 

—  tangent,  322,  343,  375,  399,  450. 

Planimétres,  167,  168,  276,  282. 

Pliicker  ^Quarlique  de),  214. 

Plus  courte  distance  de  deux  droites,  327. 

Podaires,  145,  147  à  150,  184,  297  à  303, 
305,375. 

Poids  des  expériences,  617. 

Points  :  anguleux  ou  saillant,  22,  339;  — 
alignés,  369  à  371  ;  —  d’arrêt,  29  ;  —  cen¬ 
tral,  430;  —  acnodal,  crunodal,  cuspidal, 
54;  —  d’inflexion  ,  18,  24,  341  ;  —  isogo- 
naux,  100;  —  multiples,  10;  —  parabo¬ 
liques,  461  ;  —  de  plissement,  517. 

Poinsot  (Spirale  de),  379. 

Polaires,  86,  112,  466,467;  —  réciproques, 
343,  468  à  473. 

Pôle,  86,  112,  466,  467. 

Polygones  :  podaires  et  anapodaires  142  ; 

—  sphériques,  74,  514. 

Poncelet  (Formule  de),  165. 

Portions  de  courbes,  97. 

Position  limite,  4. 

Potentiel  newtonien  et  logarithmique, 
437  à  445. 

Principe  ;  des  petits  mouvements,  508;  — 
de  Fermât,  427. 

Probabilité  :  mathématique,  601  et  sq.  ;  — 
des  causes,  624. 

Problèmes  :  d’arithmétique,  26;  —  du 
franc  carreau,  602;  —  dans  l'espace,  506 
et  sq.  ;  —  de  Listing,  516;  —  sur  les 
équations  différentielles ,  474  à  504;  — 
d’astronomie  usuelle,  526  à  536;  —  de 
Viviani,  525. 


Produits  infinis,  554  à  556;  —  scalaires, 
630;  —  vectoriels,  629. 

Progressions  arithmétiques  et  géomé¬ 
triques,  245,  547. 

Projecteur,  155. 

Projections  :  coniques,  424;  —  réitérées, 
396,  80;  —  stéréographiques ,  390,  508; 

—  orthogonale,  154. 

Propriétés  :  des  angles*  d’un  triangle,  67; 

—  des  sinus ,  71. 

Prytz  (Planimètre  de),  282. 

Puissance  d’un  point  par  rapport  à  un 
cercle,  87. 

Puissances  d’un  sinus  et  d’un  cosinus 

300. 

.  / 

Q 

Quadratrice  de  Dinostrate,  349,  382. 
Quadrature  du  cercle ,  564. 

Quadrilatères  :  articulés,  121;  —  inscrip- 
tibles,  117;  —  orthodiagonaux ,  116; 

—  (Déformation  d’un),  254. 

Quadriques,  335  à  338;  —  homofocales, 

344. 

Quantités  complexes,  220  à  233,  253. 
Quartiques,  59,  92,  93  ;  —  Pvriforme,  206  ; 

—  de  Pliicker,  214. 

Quatrième  proportionnelle,  41. 

R 

Raccordements,  113  ;  —  paraboliques,  448  ; 

—  de  deux  surfaces  réglées ,  434. 
Racines  :  d’une  équation  algébrique,  39; 

—  multiples ,  43. 

Radioïde  aux  arcs,  180,  266. 

Rapports  anharmoniques  et  harmoniques, 

354. 

Rayon  de  courbure,  91,  92,  94,  95,  405, 
454,  459,  466. 

Rebroussements,  95. 

Rectification  des  courbes,  181  à  189.  584, 
587. 

Récurrence,  564  à  570,  575. 

Réduction  d’équations,  103,  106. 

Règles  :  d’Ampère,  492;  —  de  Fresnei 
53;  —  de  Maxwell  492;  •—  de  conver¬ 
gence  des  séries,  249;  —  d’intégration, 
158;  —  des  mélanges  et  alliages,  26;  — 
de  société,  26  ;  —  de  trois  simple  et  com 
posée ,  26. 

Régies  à  calcul,  202  ,  523. 

Relations  :  entre  les  coefficients  d’une 
équation  et  ses  racines,  41  ;  —  entre  une 
courbe  et  son  cercle  osculateur,  14;  .— 

—  d’Euler,  110. 

Remblais ,  413. 

Répartition  :  proportionnelle,  27  ;  —  expé 
rimenlale  des  erreurs,  618;  —  théorique 
des  erreurs,  619,  620. 

Repérage  des  points  de  l’espace,  315. 
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Représentation  :  conforme,  234  à  241,  387  ; 

—  de  Lill,  174;  —  de  Segner,  174;  — 
d’une  courbe  ou  d’une  surface,  627. 

Représentation  :  plane  des  surfaces,  383; 

—  topographique  des  conoïdes,  445;  — 
topographique  des  surfaces  d’égale  pente, 
414. 

Répulsion  en  raison  inverse  du  cube  de 
la  distance,  503. 

Réseau  d’isothermes ,  385. 

Résolution  :  des  équations  par  l'intersec¬ 
tion  des  courbes,  9;  —  graphique  de 
l’équation  du  2e  degré,  42,  43. 

Retour  des  suites,  582. 

Reuleaux  (Rhomboïde  duplicateur  de),  286. 

Réverseur  de  Kempe,  125. 

Rhomboïde  duplicateur  de  Reuleaux,  286. 

Riccati  (Équation  de),  296,  495,  496. 

Roberval  (Transformation  de;,  460  à  465. 

Robervalienne ,  460,  461. 

Rolle  (Courbe  de),  207,  329  ;  —  (Théorème 
de),  42. 

Rosaces,  288  à  296,  299,  451. 

Rosettes,  284. 

Rotation,  138  et  sq.,  351;  —  petite,  148; 
—,  pure ,  363. 

Roulement  (Courbes  de),  135,  146;  —  des 
développantes,  265  ;  —  d’une  droite  avec 
glissement,  279,  282  ;  —  sans  glissement, 
256,  257,  277,  300,  303. 

Roulette  coupante,  282. 

S 

Savary  (Formule  de),  258. 

Scarabée,  239. 

Scheiner  (Pantographe  de),  244,  136. 

Sécante  trigonométrique ,  61. 

Sections  coniques,  103  à  128. 

Segment  :  sphérique,  521;  —  tracé  entre 
les  points  de  deux  courbes,  36,  255. 

Séparation  :  du  plan  en  plages  (Construc¬ 
tion  des  courbes),  70;  —  des, variables, 
275 ,  298. 

Séries  :  divergentes,  262;  —  de  Fourrier, 
265  à  272 ,  502 ,  345  ;  —  infinies ,  245  et 
sq. ,  555. 

Serpentin,  398. 

Serpentine,  203,  506. 

Signe  d’intégration  (Définition  du),  151. 

Similitude,  365,  135  et  sq. 

Simpson  (Formule  de),  166,  521. 

Sinus,  45,  49,  156,  555  ;  —  hyperboliques, 
212, 218, 555;  —  intégral,  333; — (Relations 
des),  71  ;  —  (Table  des),  46. 

Sinusoïde,  45,  98,  160,  410;  —  décalée, 
47;  —  circulaire,  295. 

Sluse  (conchoïde  de),  308. 

Sommes  :  des  carrés,  des  cubes,  etc.,  des 
nombres  entiers  successifs,  548;  —  de 
sinusoïdes,  52,  54;  —  des  termes  d’une 
série,  546,  551;  —  de  vecteurs,  626. 


Sous-normale,  5;  —  polaire,  81. 

Sous-tangente,  5;  —  polaire,  82. 

Sphère,  373;  —  fixe  dans  un  milieu  animé 
d’un  mouvement  rectiligne  uniforme,  246. 

Spirale  :  d’Archimède,  81,  52,  373;  —  de 
Cornu,  180,  476;  —  cubique,  376;  — 
exponentielle,  373,  377;  —  hyperbo¬ 
lique,  82,  52,  373,  375;  —  de  Fermât, 
381;  —  inverse,  379,  380;  —  limaçon, 
380;  —  logarithmique,  201,  125,  263,  266, 
373,  374  ;  —  parabolique,  378  ;  —  de  Poin- 
sot,  379;  —  sinusoïde,  296,  384,  471;  — 
tractrice,  185,  375. 

Steiner  (Ellipse  de),  156. 

Stirling  (Formule  de),  613. 

Stokes  (Théorème  de),  490,  638. 

Striction  (Ligne  de),  430. 

Strophoïdes,  318  à  321 ,  323  à  326,  382, 
397,  459,  508;  —  (Faisceau  de),  326. 

Sturm  (Focales  de),  471. 

Surface  :  du  cercle,  160;  —  de  l’ellipse, 
160  ;  —  de  la  cycloïde,  162  ;  —  de  la  para¬ 
bole,  159;  —  des  polygones  sphériques, 
'  74  ;  —  de  la  sinusoïde,  160  ;  —  des  zones, 
75. 


Surfaces  (Définition  analytique  des),  372; 
—  applicables,  477;  —  cqnaux,  398;  — 
de  courant,  480;  —  développables,  415  à 
427 ,  461 ,  476  ;  —  enveloppes ,  397 
équipotentielles ,  44,  48,  437  et  sq. 
gauches  générales,  446  à  452,  463 
minima,  464;  —  moulures,  400;  — 
d’égale  pente,  413  ;  —  réglées,  430  à  435, 
523  ;  —  de  révolution,  378  à  382  ,  465, 
475;  —  topographiques,  392. 

Symétrie  des  courbes,  4.  28. 

Systèmes  :  bielle  -  manivelle ,  141,  269;  — 
d’Hondt,  ou  belge,  27;  —  des  grands 
restes,  ou  suisse,  27  ;  —  afocaux,  348;  — 
de  logarithmes,  198;  —  à  six  tiges,  189 
et  sq.  ;  —  anallagmatiques ,  182. 


Tables  :  d’arcs  de  sinus,  46,  49;  —  des 
tangentes  et  des  cotangentes ,  58  ;  —  des 
lignes  trigonométriques,  20,  21,  22,  543; 

—  de  tondions,  63,  173,  214,  518  ;  —  des 
cosinus  hyperboliques,  217  ;  —  des  sinus 
hyperboliques,  218;  —  de  logarithmes 
naturels,  194,  542;  —  des  intégrales 
elliptiques,  187  à  189;  —  de  la  fonction 

Gamma ,  312  ;  —  de  ex,  195  ;  —  de  e~  x,  196  ; 

—  de  ex~ ,  206;  —  de  e~x',  206;  —  de 
« 

e~x*dx,  207. 

Tangente  :  à  une  courbe,  5,  30,  84,  85, 112, 
119,  125,  403,  6;  —  hyperbolique,  212; 

—  trigonométrique,  57. 

Taylor  (Formule  de),  254,  290,  544. 
Température,  500. 
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Thalwegs,  395. 

Théorèmes  :  d’Apollonius,  111,  122;  —  de 
d’Alembert,  229;  —  de  Bernoulli,  609; 

—  de  Céva ,  104,  105;  —  de  Desargues, 
158;  —  de  Gergonne,  104,  —  de  Guldin, 
380,  382;  —  de  Green,  488,  637;  -  de 
Ménélaüs,  355,  106;  —  de  Newton,  5; 

—  de  Pappus,  113  ;  —  de  Ptolémée,  117, 
175;  —  de  Rolle,  42;  —  de  Stokes,  490, 
638. 

Théorie  des  erreurs,  611  et  sq. 

Tore ,  398 ,  399. 

Torsion,  406,  501. 

Toupie ,  509. 

Tractrice,  282,  391  à  393,  451. 

Trajectoires  :  lumineuses,  230;  —  ortho¬ 
gonales,  238,  239,  226,  230,  245  ;  —  réci¬ 
proques,  244;  —  diurne  apparente  du 
soleil  dans  le  ciel,  530. 

Transformations,  237  et  sq.  ;  —  homogène, 
361  et  sq.,  367  ;  —  homographiques,  135 
à  174;  —  par  inversion,  175  à  198;  — 
de  Newton,  99  et  sq.  ;  —  à  l’aide  de 
l’équerre  rectangle,  216  à  224;  —  de 
Roberval,  460  à  465;  —  de  Legendre, 
473;  —  de  points  en  droites,  455  à  459; 

—  de  droites  en  points;  452  à  454  ;  —  de 
droites  en  droites,  446  à  451  ;  —  à  l’aide 
d’un  losange  articulé,  225;  —  avec  con¬ 
servation  de  l'angle  polaire,  396;  —  de 
Mac  Laurin,  396,  399;  —  par  change¬ 
ment  de  direction  du  rayon  vecteur,  404 
à  407  ;  —  du  rayon  vecteur  en  abscisse , 
407  et  sq.  ;  —  opérant  sur  les  normales, 
tangentes,  sous -normales  et  sous -tan¬ 
gentes,  415  à  421  ;  —  diverses,  396  et  sq. 


Translation,  138  et  sq. 

Translateur  de  Kempe,  124. 
Transversales,  355. 

Treuil  conique,  479. 

Triangles,  98  à  114;  —  de  Pascal,  598;  — 
sphérique,  69,  73,  74. 

Trident  de  Newton,  400. 

Trifolium,  406,  320. 

Trigonométrie  :  circulaire,  44,  48,  50,  67, 
68;  —  sphérique,  69  à  75. 

Trisection  de  l’angle,  313. 

Trisectrice  de  Mac  Laurin,  317,  398. 
Trochoïdes,  100. 

Troisième  proportionnelle,  41. 

Tubes,  329;  —  de  courant,  480,  483,  44. 


Valeur  :  efficace,  155;  —  limite,  6. 

Van  der  Waals  (Cubique  de),  79. 
Variables,  dépendante,  indépendante^. 
Vecteurs ,  626. 

Vis,  452. 

Viviani  (Courbe  de),  507  ;  —  (Problème  de), 
525. 

Volumes,  382. 

Voûte  d’arête  en  tour  ronde,  438,  524. 

"V  ' 

W 

Wallis  (Coin  cône  de),  438,  524;  —  (For¬ 
mule  de),  556. 

Watt  (Parallélogramme  de),  142. 

Z 

Zeuner  (Graphique  de),  119. 

Zones  sphériques,  75. 
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